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三 \、 四 边 形 、 圆 


党 简单 四 边 形 面积 的 贝 利 契 纳 德 公式 


将 是 四边形 和 止 四 边 形 统称 为 简单 四 边 形 . 
贝 利 契 纳 德 公式 。 若 简 单 四 边 形 的 四 边 长 为 a, b,c,d, 两 对 角 线 长 为 e， 
f, 则 该 四 边 形 的 面积 为 


s= T ar (PT P + 2 = dy 
此 公式 由 贝 利 契 纳 德 (Bretschneide,1808 一 1878) F 1842 年 提出 , 它 是 秦 九 
韶 的 三 斜 求 积 公 式 的 推广 . 若 在 上 述 公式 中 令 d = 0,e = c,f = a, 则 得 到 三 角 O 
形 面积 公式 


(x) onora wgra 


2 2-2 p2 
PES 7 c2a2 _ (+y 


证 法 1 如 图 3.1, 简 单 四 边 形 ABCD 中 , 记 4B = a,BC = b,CD = c, 
DA =d,AC = e,BD =f. 作 CF | BD 于 F,AE | BD 于 E, 作 CP// BD AE 
或 其 延长 线 于 P, 则 


图 3.1 
Sia = Sasso + Saso = 让 BD(AE + CF) = 


tep. AP = 7 fAP D 
设 M Æ BD 的 中 点 , 则 
a? d? = AB? - AD? = (AB? _ AE?) - (AD? _ AE?) = BE? - DE? = 
(BË + ED)(BE - ED) = 


3 —— ¿Aa 


BD(BM + MË - EM - MD) = 


Bb -2 MË 
即 a - d2 = 2 BD - MË @ 
T b? - è = BÊ - CD? = BF - FD? = 
几 (BF + Fb)(BF - Fb) = 
总 BDCBM + MF - FÑ - Fb) = 
š 2 BD - MF 
o m b? _ eè = 2 BD - MF @ 
条 @ -图 得 
= a? _ b? + è - d2 = 2 BD(ME - MF) = 2 BD - FË 
(F PBH a? - b? + è- d = 2 BD - FË © 
则 
4e?f? _ (a? — b? + è- dY = 4ef? _ 4(Bb - FË)? = 
(27 4f2( e? - FE?) 
Xe- FE = AP, I] 
4e?f? _ (a? - b? + c? - d2)2 = 4f2 AP? © 
比较 式 Q 与 回 , 知 
16S? = 4f? - AP? = 4ezP2 - (a? — b? + è- d2y2 
故 s = L ./4ep2 = (a: = W + e dy 


证 法 2 如 图 3.1, 简 单 四 边 形 ABCD 中 , 记 4B = a,BC = b,CD = c, 
DA = d,AC = e,BD = f, 两 对 角 线 AC 与 BD 所 夹 的 锐角 为 a, 则 由 三 角形 面积 
公式 有 
S= SAABC + Saca = 二 of sin a 


又 设 4C, BD 所 在 直线 交 于 点 P, 令 AP = ei, PC = e>, DP = f,, PB = f, 
不 妨 令 LAPB = c, 则 由 三 角形 的 余弦 定理 ,有 
a? = et + f? — 2e)f> ` cos a 
b? = f? + eå — 2esf> ` cos(180° — a) = f? + e3 + 2e2f>, ` cos a 
cz = e3 + ff — 2erfi ` cos a 
d2 = el + ff + 2eifi ` cos a 
于 是 
a? + c - b? - d = 2(eifz + e2fl + ezf2 + eifi) ` cos a = 2ef + cos a 
# Z APB = 18 - a, WJ 


a? + cè — b? — d2 =- 2ef ` cos a 


一 


故 S2 = lepa Ds cosa) z lep £ ELE a 
4e’f 
由 此 即 证 结论 . 


党 平面 四 边 形 的 面积 公式 


将 凸 四 边 形 . 凹 四 边 形 、 折 四 边 形 统称 为 平面 四 边 形 . 

凸 , 凸 四 边 形 的 面积 是 指 所 围 平面 部 分 的 大 小 , 当 行 走 方向 按 逆 时 针 时 面 
积 为 正 值 ,反之 面积 为 负 值 .而 折 四 边 形 的 面积 是 指 由 四 个 顶点 和 自 交点 这 五 
个 点 组 成 的 两 个 三 角形 面积 的 代数 和 .为 方便 , 记 有 向 面积 为 5. 

上 述 约定 如 图 3.2 所 示 . 


A 4 B—2> 
A j 4 

B. p c a 
D € 

E (a) P w (0) 

图 3.2 
定理 1 设 平面 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC, BD 所 成 的 角 为 6,4C = h, 
BD = 41,, 记 面积 为 5, 则 151= Ln sin 0.0 


证 明 ” 当 ABCD gh , AER , RHB 3.3 (a), (b) ,是 大 家 熟知 的 ,证 明 
从 略 .以 下 证 明 当 ABCD 为 折 四 边 形 的 情形 ,图 3.3(c) 所 示 . 


(a) (b) (c) 


设 直线 BD , AC 相交 于 点 P, 则 
4PB = 0 
记 PA = Pi, PB = 1,1SeAap1= Sos | Sar l = Si, | Saro |= S2, 


O 王 方 汉 . 四 边 封闭 折线 统一 的 面积 公式 [有 .中 学 数学 ,1998(2) :28-29. 
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| Sagr | = S3, | Saam |= 34, 因 


S = Saar + Saro 


而 Sag = Š, > 0,Sarcp =- S2 < 0 
则 S = S, - S; 
XH Sı — S2 = (So + Sı + S3) + (So + Š) + S4) - 
(So + Sı + Š; + S3 + S4) — So = 
[Sapo lti SA l=) Sacp |= Saas |= 


Lein OUa + a)l, + (l + PE, - 
(l + P )(I, + l'a) _ P P;) = 


A $ hhsin 0 
故 I S= D1 losin 0 


定理 2 在 平面 四 边 形 ABCD 中 , 若 AB = a, 人 4h4 = a, 人 LB = Bl(a,B € 
(0,7)), 点 C, D 到 直线 AB 的 距离 为 hi ,hh,, 则 


S = (alh + h.) - hih2$) 


其 中 8 = cot a + cot 8. 
这 个 定理 的 证 明 并 不 困难 ,参见 图 3.4( 证 略 ). 该 定理 是 “三 角形 面积 = 


L ik ah x 高 "的 推广 


p D 
D | 5 | 
hz! ih hii jh 
21 q H 
-上 如 一 人 Q AN à 
A a B A a B a B 
(a) (b) (c) 
图 3.4 


与 平面 四 边 形 面积 有 关 的 ,还 有 如 下 结果 (应 用 ). 

定理 3 ” 顺 次 联结 平面 四 边 形 四 边 的 中 点 , 必 组 成 一 个 平行 四 边 形 ,并且 
该 平行 四 边 形 的 面积 等 于 原 四 边 形 面积 的 一 半 .( 注 : 当 这 四 点 共 线 时 , 则 认为 
它们 组 成 的 平行 四 边 形 是 退化 的 . ) 

证 明 ”在 平面 四 边 形 48CD 中 , 边 48B,BC,CD,D4 的 中 点 依次 为 E ,下 ,G6， 


H. VA FUES EFGH 为 平行 四 边 形 ,上 且 Sercu = F Sasa. 


联结 4C, BD, H EF LT AC 1 HG 知 EFGH 为 平行 四 边 形 . 


Ce 
ss 2< 


HER AC 与 BD 所 夹 的 角 为 6,4C = li, BD = h, W 


Sino |= L hbsin 0 


而 | Sercu | = EF + EHsin 0 = 
1 1. f 
p . 2 asin 0 = Thbsin 0 
则 | Sercu | = + | Sasco | 


# ABCD 为 凸 或 止 四 边 形 ,如 图 3.5 所 示 , 因 EFGH 的 行走 方向 与 4BCD 的 
行走 方向 保持 一 致 ( 同 正 或 同 负 ) , 故 


Q 


图 3.5 
# ABCD 为 折 四 边 形 , 如 图 3.6 所 示 , 有 三 种 情况 : 
(1) $| Saasr ! < I Saren | EF, Sasco < 0, 此 时 EFCH 的 行走 方向 为 负 , 如 
图 3.6(a) 所 示 , 故 


图 3.6(b) , 故 
Sercu = 二 So 人 > 0) 
(3) 当 1 Sehr1= Saren BHAC / BD Bt , Sanco = 0, Wi Sercu = O(A E, F, 
C, 四 点 共 线 ), 如 图 3.6(c) 所 示 , 故 Sercu = + Saol = 0). 证 毕 . 
A 


E yA B 
B E B 
H z ' 
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(a) (b) 
图 3.6 
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党 凸 四 边 形 的 面积 公式 
É 
T 定理 1 设 ABCD 为 凸 四 边 形 ,其 四 边 长 分 别 为 4B = a, BC = b,CD = c, 
SO pA = d, = Hti RA s, 
题 
k S =4] (p - a)(p - b)(p - e)(p - d) - abedeo? B + D 
x 证 明 ”如 图 3.7, 在 四 边 形 ABCD 中 , 易 知 有 A 5 
B) 2S = absin B + cdsin D n 
4S? = a2b2si B + c2d2sin2 D + 2abcdsin Bsin D © M 
另 一 方面 根据 余弦 定理 ,有 B ; c 
@ a? + b? _ 2abcos B = c? + d —- 2cdceos D 


a? + b? - c? - d2 = 2(abcos B — cdcos D) © ma 


(er ed) = a2b2eos2B + c*d?cosD — 2abcdcos Beos D 
则 
4S? + Lia +b- ¿2 _ d2)2 = 
a2b2 + cd? ~ 2abcd(cos Bcos D — sin Bsin D) = 
a2b2 + c2d2 - 2abcdcos( B + D) 


B+D _ 
2 = 


a?b? + c? d? + 2abcd - 4abcdcos? 


(ak st S We Ë : D 


即 


L EPT NEE EE PR 8 t D - 


(2ab + 2cd + a2 + b — °- d2) 
从 而 
B+D 


(2ab + 2cd ~ a? — b? + ¿2 + d?) — 16abcdcos2 2 = 


(Ca + b)? - (c - d)2)((e + d}? - (a — b)2) - 16abcdco? Ë + D 2 
(a+b+c-d)(a+b-c+d)Xc+d+a-b)Xc+d-ar+b)- 
16abedco? ËB + D 


Treasure Geometry 


妈 S? = (p - a)(p — b)(p - ep- d) — abedoo? Ë + D 


所 以 S =A/ (p - a)(p - b)(p - c)(p - d) - abcdcos? 
当 凸 四 边 形 4BCD 有 外 接 圆 时 , 则 


B+D 
2 


B+D = mx 
B+D x 
即 " E 
则 cos =t -0 


从 而 有 
推论 1 若 凸 四 边 形 ABCD 有 外 接 圆 , 则 
S$S=vV(p-a)(p~-b)(p-c)(p-d) 


Ë ”这 个 公式 的 另 证 参见 后 面 的 圆 内 接 四 边 形 的 面积 问题 中 的 定理 1. 
当 凸 四 边 形 ABCD 有 内 切 圆 时 , 则 有 
a+c=b+d 
即 a-b=d-c 
即 a? + b? — 2ab = è + d2 -2cd 
H @@,@ 可 得 
ab -cd = abcos B - cdcos D 


则 _a252 + czd2 ~ 2abcd = a?b?co?B + c2d2cos2 D —_ 2abcdcos Bcos D 


即 a202sin2 忆 + c?°d?sin? D = 2abcd - 2abcdcos Bcos D 
再 由 式 O% 
4S2 = 2abcd - 2abcd(cos Bcos D — sin Bsin D) = 


Jabali -cwl B + Dy = 
4abcdsim B + D 


故 S = \/ alcdsim B + D 


从 而 得 到 
推论 2 若 凸 四 边 形 ABCD 有 内 切 圆 , 则 


S = alcdsim Ë + D 


从 推论 2 又 易 得 如 下 命题 . 


推论 3 ”车 凸 四 边 形 ABCD 既 有 内 切 圆 又 有 外 接 圆 , 则 S = Vabad. 


NO 
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(x) ao — 3 Z= = == = 


NO 
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s 
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AHE ABCD 有 内 切 圆 时 ,由 推论 2 及 定理 ,有 


ako d l 8: 2 3 -eS (p -a)(p - b)(p - c)(p —- d) - abcdcos? 


abcd = (p - a)(p ~ b)(p - c)(p - d) 
从 而 又 得 到 
推论 4 若 凸 四 边 形 ABCD 有 内 切 圆 , 则 
(p - a)(p - b)(p ~ c)(p - d) = abcd 
定理 2 ”任意 凸 四 边 形 的 面积 等 于 一 组 对 边 中 点 分 别 与 对 边 两 端点 连 线 


B+D 
2 


和 对 边 组 成 的 两 个 三 角形 的 面积 之 和 (图 3.8). 


证 明 ”在 是 四 边 形 ABCD 中 , 设 E, F 分别 是 48,CD 的 中 点 ,如 图 3.9 所 


示 , 分 别 作 BG | CD,AH | CD,EI | CD, 设 


BG = hı, AH = h2, EI = h, CF = FD = a 


则 四 边 形 ABGH 为 梯形 , EI 为 此 梯形 的 中 位 线 , 则 


# =l 


hı + h, = 2h 


图 3.8 


又 SABCF = Tahu, SAhm = F ah, W 
SABcF + SAAFD = Falh + hı) = +a -2h = ah 


又 因 SAgcp = > CD - h = 2a ° h = ah, 则 
SABCF + SAAFD = Sazgcp 
SABCF + SAAFD F SA ABF = SaBco 


SaBcD = S A ABF + SACDE 


Treasure Geometry 


NO 
ON 


党 圆 内 接 四 边 形 的 面积 问题 


本 书 中 圆 内 接 四 边 形 均 指 圆 内 接 凸 四 边 形 . 关 于 圆 内 接 四 边 形 的 面积 问题 
有 下 述 结论 : 

定理 1 内 接 于 圆 的 四 边 形 ABCD 的 四 边 长 分 别 为 a,5,c,d, 如 图 3.10 所 
示 , 则 此 四 边 形 的 面积 可 由 下 述 公式 算出 OO 


S=vV(p-a)(p-b)(p- ce)(p-d) 


其 中 pp = J(a+b+c+ d. 

证 了 明 ”如 图 3.10, 设 为 一 双 对 边 4D 和 BC 所 在 直 
线 的 交点 (如 车 两 双 对 边 所 在 直线 均 无 交点 , 则 ABCD 为 
矩形 .这 时 ,结论 极 易 证 明 . 这 里 ,我 们 略 去 ) ,并 设 DE = 
x,CE = y.H+ 

ABAE ^ A DCE 


(xr g 3; — 3 Z = = m — = 


我 们 有 


SA 
(yma = P: 9 
DE BE 

= CD ` AB 

CE _ AE 

将 这 两 式 首 尾 两 端 相 加 、 减 ,并 运用 比例 性 质 可 得 


x+y_ x+y-b-d br+d 
e a 7 


H 


ak ° |= 


x-y_y-x-b+d _ 


S 
Q 
a 
+ 
e 


c (Badd dy 288 >) 


c—- a c-a 


€ (uqu q ya Pai 


c-a c-a 


š EA A OM r 
,2000:68-71. 


ME =d 
M ~ c+a 


于 是 , 按 三 角形 面积 的 海伦 - 秦 九 韶 公式 ,有 


人 x yte (zryte o). 

2 (Ej: 

TV/(rryror tye). 

WD 4 

š we 

| = V (p a)(p = b)(p = e) (P = d) 
从 而 ,由 @ 得 

© s. = Sar = 22 VG a) pp 可 
因此 ,四 边 形 ABCD 的 面积 为 


S = Sapcg - Sare = V (p - a)(p - b)(p - c)(p - d) 


定理 2 ”四 边 长 度 一 定 的 凸 四 边 形 中 ,能 内 接 于 圆 的 四 边 形 面积 最 大 . 
证 明 ”如 图 3.11, 已 知 凸 四 边 形 ABCD 的 四 边 长 依次 为 c 


a,b,c,d. K4 AC ,#F S 表示 四 边 形 4BCD 的 面积 , 则 2 j 
S= SAhac + Saane = T absin B + + cdsin D 7 a 
即 4S = 2absin B + 2cdsin D @ É 
而 由 余弦 定理 ,有 
a? + b? _ 2abcos B = AC? = ¿2 + d2 _ 2cdcos D 图 3.11 
即 a? + b? — c? — d2 = 2abcos B - 2cdcos D @ 
D.O 两 式 两 边 平方 后 分 别 相 加 ,得 


16S2 + (a? + b? — cè - PY = 4(a?b? + c2d2) + 
8abcd(sin Bsin D — cos Bcos D) 


Bp 168? = 4(a2b2 + 242) — (a2 + b- eer 
8abcdcos( B + D) 
亦 即 16S? = 4(ab + cd} — (a? + b? _ ¿2 _ ÊP- 


8abcd(1 + cos( B + D)) 
显然 ,上 式 中 当 B8 + D = 180 时 , 即 当 四 边 长 确定 的 四 边 形 ABCD 能 内 接 于 一 
个 圆 时 ,其 面积 S 取 最 大 值 . 


ac — 
Geometry 》 


由 定理 1 可 知 , 若 已 知 四 条 线段 e,b,c,d, 顺 序 不 一 定 相同 ,这 样 的 四 边 形 


[4 
SN 


内 接 于 圆 时 ,其 面积 是 确定 的 ,因而 有 如 下 结论 ， P 
定理 3 ”已 知 四 条 线段 a,b,c,d, 每 一 条 小 于 其 他 三 条 的 和 .对 三 种 可 能 |M 
的 圆周 次 序 ( 即 abcd, acdb , adbc) 中 的 任何 一 种 ,它们 都 可 以 组 成 一 个 唯一 的 | H 
圆 内 接 四 边 形 .这 样 确定 的 三 个 四 边 形 , 一 般 说 来 ,不 是 相似 的 ,但 它们 的 外 接 | B 
圆 相同 ,面积 相同 . T 
对 于 定理 3 中 的 三 个 四 边 形 中 ,任意 两 个 有 -一条 对 角 线 是 相等 的 ,注意 到 |l 
这 个 事实 , 若 用 e RRK a, dib, 分 开 的 对 角 线 ;用 /表示 将 e,b 与 c,d 分 开 “| Š 
的 对 角 线 ;用 g 表示 将 a,c 与 5,d 分 开 的 对 角 线 , 则 有 如 下 结论 ; D 
定理 4 ” 设 一 个 四 边 形 内 接 于 半径 为 的 圆 , 它 的 边 的 三 种 可 能 的 圆周 次 。 | 
序 的 相 异 对 角 线 为 。,f,g, 则 四 边 形 的 面积 S 为 s; 
s = fe 
4R 
事实 上 , 边 长 为 a,5,f 与 边 长 为 c,d,f 的 三 角形 面积 分 别 为 @ 
m: 


4R 
注意 到 托 勒 密 定理 ,有 
S = S+ S, = Pf _ sf 


z 4R — 4R 


se ri PUA TE AER A R AA. k A 


定理 1 设 M,N 分 别 为 凸 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 BD , AC 的 中 点 , 则 
AB? + BC? + CD? + DA? = AC? + BD? + 4MN 
简 证 H 


AB? + BC? + CD? + DA? = + AG + 2BN2 + + AG + 2DN2 = 


4C2 + 2( BD? + 2MN2) 
即 证 . 
推论 1 AB2 + BC? + CD? + DA? > AC? + BD2. 
推论 2 凸 四边 形 ABCD 为 平行 四 边 形 的 充 要 条 件 是 4B? + BC? + CD? + 
A? = AC? + BD’. 
推论 3 AB?+ BC? + CD? + DA? + AC? + BD? 等 于 两 双 对 边 中 点 连 线 及 两 
对 角 线 中 点 连 线 平方 和 的 4 倍 . 


NO 
ON 


ishpa B masm Amk 


JA. f A 宝 


定理 2 ” 凸 四 边 形 顶点 处 各 外 角 的 平分 线 顺 次 相交 , 所 得 四 点 共 圆 . 对 内 
角 结 论 也 成 立 . 
证 明 提示 “利用 三 角形 内 角 和 定理 计算 可 得 四 边 形 对 角 和 相等 , 即 对 角 
和 为 180. 
定理 3 凸 四 边 形 四 顶点 在 对 角 线 上 的 射影 组 成 的 四 
边 形 与 原 四 边 形 相似 . 
证 明 如 图 3.12, 设 A, Bi, Ci, Di 分 别 为 四 边 形 
ABCD 顶点 在 对 角 线 上 的 射影 .又 设 4C 与 BD 交 于 0. 
由 4,Di,Ah1,D 四 点 共 圆 ,有 
0A, _ OD, 
04 = OD 
B OA, OB 
pa OE = OC" 08 " OB 
将 A B CiD, 反 转 后 与 ABCD 为 位 似 形 ,因而 相似 ， 


党 凸 四 边 形 分 割 图 形 面积 关系 式 


定理 1 在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,对 角 线 AC 与 BD 交 于 点 0, 设 人 40B， 
AC0D,A B0C,A D0A 的 面积 分 别 为 51, S2, S3, S4, MA S,S; = S384. 
证 明 如 图 3.13, 因 


A 
Sı 40 Sa _ 40 PA 
S3 OC’S, ` OC 
=) S4 > 
| =< _ — 
M D C 


S 52 
即 S EE E ND 
车 AB // CD, 则 Se4co = Sasco, PIIL S3 = 34, 再 据 
定理 ,有 
S3 = S, = / S ° S; 


从 而 梯形 ABCD 的 面积 $ = Sı + S; + S3 + S4 = (W Si + AM S2) 

由 此 ,我 们 可 以 得 到 下 列 结论 : 

推论 1 ”梯形 两 厢 和 两 对 角 线 所 在 的 两 个 三 角形 的 面积 相等 , 且 等 于 梯形 
两 底 与 两 对 角 线 所 在 的 三 角形 面积 之 积 的 算术 平方 根 , 即 S, = S, = / 515,. 

推论 2 ”如 果 梯 形 的 两 底 与 两 对 角 线 所 在 的 三 角形 的 面积 分 别 为 S 和 
S2 ,那么 梯形 的 面积 S = (V S, + / S2). 


推论 3 凸 四 边 形 为 梯形 的 充 要 条 件 是 有 一 对 相对 的 三 角形 面积 相等 . 

证 明 提 示 。 由 一 对 相对 三 角形 面积 相等 ,可 推 得 这 两 个 三 角形 相似 ,得 内 
错 角 相等 即 证 . 

推论 4 ” 凸 四 边 形 为 平行 四 边 形 的 充 要 条 件 是 两 对 相对 的 三 角形 面积 相 
等 . 

推广 1 凸 四 边 形 对 角 线 上 任 一 点 与 另 两 个 顶点 的 连 线 将 该 四 边 形 分 成 

四 个 三 角形 ,对 顶 的 两 三 角形 面积 之 乘积 相等 ,如 图 3.14 中 的 S,S, = S384. 

推广 2 ”三 角形 一 顶点 和 对 边 上 一 点 的 连 线 上 任 一 点 与 另 两 个 顶点 的 连 
线 将 该 三 角形 分 成 四 个 三 角形 ,其 对 顶 的 两 三 角形 面积 的 乘积 相等 . 如 图 3. 15 
中 的 S153 = S284- 


A A 


B 3.14 E 3.15 


定理 2 ”在 平行 四 边 形 中 

(1) 平行 四 边 形 两 条 对 角 线 将 该 平行 四 边 形 分 成 面积 相等 的 四 个 三 角形 . 

(2) 平行 四 边 形 的 边 上 任 一 点 和 对 边 两 端点 的 连 线 将 该 平行 四 边 形 分 成 
面积 相等 的 两 部 分 , 即 图 3.16 中 的 S3 = S, + S; = T Suxo - 


(3) 平行 四 边 形 内 任 一 点 与 四 个 顶点 的 连 线 将 其 分 成 四 个 三 角形 , 则 对 顶 
的 两 三 角形 面积 之 和 相等 , 即 图 3.17 中 的 Si+ S2 = S3 + S4. 


图 3.16 图 3.17 


定理 3 GHÉ ABCD 的 对 角 线 AC, BD 相交 于 点 K, 如 果 有 面积 和 
RO 


C 


SAAKB + Sackp = SABKC + ŠADKA (*) 
那么 天 是 4C 或 BD 的 中 点 . 
证 明 车 天 不 是 4C 的 中 点 , 设 点 M E: AC 的 中 点 ,如 图 3.18 所 示 , 易 知 


O 单 博 . 平 面 几何 中 的 小 花 LM] .上 海 :上 海 教育 出 版 社 ,2002:14-15. 


(>) g 3 — Z x = r — = "g 


NO 
ON 


Jir Emar SASK 


几何 A 瑰宝 
SAcrp = SADAK = (Sa cub + SAMDK) _ D E 
(Sapma - Samo) = 2SAMDK ES 
同 理 SABKC — SA4KB = 2SAMBK 
将 上 述 两 式 代 人 题 设 条 件 式 ,得 PDX 
2S = 25 A B 
AMDK AMBK 
AT, 3 K E: BD 的 中 点 . 图 3.18 


反 过 来 ,当天 为 4C 或 BD 的 中 点 时 ,有 题 设 条 件 式 (* ). 可 以 证 明 满 足 式 
(=) 的 点 K 的 轨迹 就 是 过 4C , BD 中 点 的 直线 , 称 为 牛顿 线 ( 此 时 , 当然 需要 约 
定 面积 是 所 谓 的 “有 向 面积 ”, 即 当 4,K,B 三 点 成 逆 时 针 方 向 时 ,约定 SA 为 
正 ; 当 A, K, B 三 点 成 顺 时 针 方 向 时 ,约定 Sa AM). 

定理 4 若 忆 是 定 凸 四 边 形 4BCD 内 部 的 点 ,满足 等 式 

SAPB + SApcp = Sapan + SAPBC 
则 点 P 在 过 两 对 角 线 的 中 点 所 在 直线 上 与 两 边 相 交 的 线段 上 . 

证 明 ”如 图 3.19, 设 M,N 分 别 为 对 角 线 4C, BD 9 

的 中 点 , 则 有 ^ 
S AMAB + Samco = S A maD + SAMBC 
SANAB + SANCD = Sanap + Sanse 

显然 M,N 是 满足 条 件 的 点 书 . 

设 直线 BA 与 CD 相交 于 点 8, 取 QE = AB, QF = 
CD , 则 Q,E,F 均 为 定点 , 且 


Same + Same = Tsao = Samgo + SAMQF = 


SAoEF + SAMEF 


及 Sanas + Sanco = Sager + SANEF 
所 以 MN /EF. 设 MN 上 任 一 点 为 P', 则 有 P 满足 题 3.19 
设 条 件 


1 
Sapas + Sapen = Sager + Saper = 7 Sascp 
从 而 知 点 P 的 轨迹 是 过 M,N 的 线段 GH, G, H 是 在 边 上 的 点 . 
定理 5 ERAÉ ABCD P, A, A, H AB ERI > c S—£ 
顺 次 的 三 等 分 点 , C1, C, 是 边 CD 上 顺 次 的 三 等 分 点 ,如 JA 


图 3.20 所 示 , 则 Setcic = F Saon. 


WERA 因 41,42, C1, C2 均 为 三 等 分 点 ,联结 AC, 
4C2 , A2 C , HJO 4 A f 
图 3.20 


O A. PELE PRIEM]. ER : EAA HRE , 2002:78. 


O Te S CGeomen — 
S Lg 1 
ABG, = 3 ABCA» SAADC, = 3 SA4cD 


从 而 SABCA, + SA4Dc， = +(Sasq + SA4cp) = +S 


而 Sasca, = Saa ca Saca, = Sacaco ATLA 
1 
S4,4,6,6, u Sask,C,A, + SAc,4,0, Pt 2 Sac,c B si 


La -swo = 4 Saw 
推论 “在 凸 四 边 形 4BCD 中 ,41,4,,…,4,-_1 是 边 4B 上 顺 次 的 n 等 分 点 ， 
Cis C2,…,C， 是 边 DC 上 顺 次 的 n 等 分 点 , 且 记 
A = Ao,;B = A,,D = Go, C = C, 
SAAG G = Su" SA 4CC = Soi = 1,2,"",.n 


则 S; = Les + Si) i = 1.2," n -1 
事实 上 ,由 定理 4, 知 
Si = ÈS + S + Sia), i = 2,3,,n—1 
即 可 推 得 结论 成 立 . 


定理 6 在 凸 四 边 形 ABCD "F, A, A 是 边 AB 上 顺 次 的 三 等 分 点 , Bl, B, 
是 边 BC 上 顺 次 的 三 等 分 点 , C, C, 是 边 CD 上 顺 次 的 三 等 分 点 ,Di, D, 是 边 
D4 上 顺 次 的 三 等 分 点 ,42C) 与 BiD,, BD! 分 别 交 于 点 M, N,AiC> 与 B-D, , 
B Di 分 别 交 于 点 K,L,WJ Suyk = Q Sasov. 

证 明 ”如 图 3.21, 联 结 A; D2, BD , B, C, ,WIJ 


AiD, // BD // B.C, Lk u, 
即 有 , AA, 
AL _ AD _ AD, BD _ 1 3_1 sm 
LG; BIG; BD B, C; -3 2 2 A A A; B 

m AL 1 图 3.21 


KC, 1 AM NO. 1 


AG, ` 3°AsC1 ` hzC1 3 
从 而 工 , 天 为 4 C2 的 三 等 分 点 ,M,N 为 42C1 的 三 等 分 点 .由 定理 4 知 


1 LL ou L _ 1 
Siuk = 本 Shacicy = 3 X 3 Saeco = ` SABcD 
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注 ”将 图 3.21 中 的 9 个 小 四 边 形 ( 由 左 而 右 ,由 上 而 下 ) 的 面积 分 别 记 为 Su , S2 513， 
Sa» S2» Sn» Sais S2, Sw, 则 


1 
Sn = 方 (Sp+ Sn+ Sa) = + x +S = +S 


Su Se So 
| Su S> = . 
Sa So Sa 
推论 “在 凸 四 边 形 ABCD 中 , 若 将 每 边 等 分 为 (2n + 1) 份 ,联结 对 边 相 应 


的 分 点 ,那么 中 间 一 块 的 面积 是 整个 四 边 形 面积 的 T a 


iË ”车 将 凸 四 边 形 的 每 边 n 等 分 ,联结 对 边 相应 的 分 点 得 成 个 小 四 边 形 , 每 个 小 四 边 
形 的 面积 记 为 Sy(i,j = 1,2,…,n), 则 这 n? 个 面积 数 按 图 形 中 所 对 应 的 位 置 组 成 一 个 等 差 
数 阵 , 即 


Sn Se … Sia 
Sa Se … Sn 
Sh Sa … Sm 


此 情形 还 可 推广 到 一 组 对 边 被 n 等 分 , 另 一 组 对 边 被 m 等 分 的 情形 . 

定理 7 i 忆 为 凸 四 边 形 41424344 内 任 一 点 ,Mi HAA 中 点 (i = 1,2, 
3,4,45 = 41) ,联结 PM;, 记 S, 为 四 边 形 4M;_1PM;(i = 1,2,3,4, Mo = M4) 的 
面积 , 则 @ 


S153 = S; + S4 
证 明 ”如 图 3.22, 联 结 PA; ,将 四 边 形 AM: PM; A 
分 成 两 个 三 角形 的 面积 依次 记 为 5',, S”, M ASEN 


FERLA S'i + Ph Sat S3 = Pat S'a S", + Sa 
BP S, + S3 = S, + Sa. 图 3.22 

推论 1 PX AABD 内 任 一 点 ,C 为 边 BD 上 任 一 点 ,M1,M, M3, M4 分别 
为 AB, BC, CD,D4h 的 中 点 , 则 S, + S3 = S, + $4. 特 别 当 PP 在 8D 上 时 ,有 Si = 
S; + S4, 如 图 3.23 所 示 . 


由 于 M, 为 ii 中 点 , 故 有 ASS 
S", = S',, S”, = S'3, S"; = S' 4 S", = S'i 


O HZ. h 2n 边 形 的 一 个 性 质 [可 .中 学 数学 月 刊 ,1998(12) :19. 


Treasure Geometry NOI 
ON 
推论 2” 设 4BCD 为 一 止 四 边 形 ,如 图 3.24 所 示 ,延长 BC, DC 与 对 边 相 交 
w 
B 
M 
T 
J 
Y 
Q 
T 
D 
图 3.23 图 3.24 L 
X 
推论 3 顺 次 联结 凸 四 边 形 四 边 中 点 与 各 边 形成 四 个 小 三 角形 , 如 图 
3.25(a) 所 示 , 其 面积 分 别 记 作 Si, S2, S3, Sa, ll] S, + S; = S; + S4. 
运用 类 似 于 定理 7 的 证 明 方 法 ,可 得 
推论 4 设 为 凸 2n 边 形 4142…hzs 内 任 一 点 ,1 N AA 中 点 (i = @ 


1,*…,2n, A2n+1 三 41) ,联结 PHM; , 记 S; = Sam, Pu,(i = 1,…,2n, Mo = Man), 
BM) S, + S3 +e + San- = S2 + S4 +t + San- 


如 图 3.25(b) ,其 中 画 的 是 n = 4 的 情形 . 


图 3.25 


定理 ”在 凸 四 边 形 中 

(1) 每 边 乘 以 该 边 与 其 余 各 边 按 顺 时 针 方 向 所 成 角 正 弦 的 代数 和 为 零 . 

(2) 任 一 边 的 平方 等 于 其 余 三 边 的 平方 和 减 去 这 三 边 中 每 两 边 与 该 两 边 
所 成 角 余 弦 乘 积 的 2 倍 . 

(3) 任 一 边 等 于 其 他 三 边 乘 以 该 边 与 第 一 边 按 顺 时 针 方 向 所 成 角 余 弱 的 
代数 和 . 
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证 明 ”如 图 3.26, 将 凸 四 边 形 ABCD 的 一 边 4B 置 于 平 
面 直角 坐标 系 的 x 轴 上 ,并 作 此 四 边 形 关于 x 轴 对 称 的 凸 四 p 
边 形 ABC'D'. 这 两 个 四 边 形 各 边 对 应 如 图 3.26 所 示 的 向 

量 , 则 
AB = CË + DC + AD | l C 
AB = CB + DC + AD 

R A,B,C,D 表示 其 内 角 , 4B = a,BC = b,CD = c, 

DA = d ,根据 复数 与 向 量 的 对 应 关系 得 
a= p z e lB: SS ei(r-(8+C)) 
a=b=- eê +c e (m-(B+C)) 


id: ei(2r-(B+C+D)) 


-i(2x-(B+C+D)) 


ee 


+d'e 
(D DO ,并 利用 sin 9 = Lle - e), 
bsin(- B) + csin(z ~ (B + C)) + dsin(2z - (B + C + D)) = 0 


Bp asin(a,a) + bsin(b,a) + csin(c,a) + dsin(d,a) = 0 


其 中 (x,a) 表示 边 x 按 顺 时 针 方 向 与 边 a 所 成 的 角 ( 以 下 均 同 ). 
(2) 同 O x 名 ,并 利用 cos 0 = Le + ei) ,得 


a? = b? + c2 + d2 — 2bccos(b,c) — 2bdcos( b, d) - 2cdeos( c , dY 
其 中 《b,c》 表 示 两 边 b,c 的 夹 角 , 余 类 推 . 
(3) HDO HAN cos 0 = T (e + e") ,得 
a = bcos(- B) + ccos(z — (B + C)) + dcos(2x —- (B + C + D)) 
即 a = bcos(b,a) + ccos(c,a) + dcos(d,a) 
将 凸 四 边 形 其 他 三 边 分 别 置 于 x 轴 上 , 便 可 类 似 地 得 到 (1), (2), (3) 中 其 
余 3 个 恒等式 . 
此 定理 中 的 3 个 结论 ,也 可 分 别称 之 为 凸 中 边 形 的 正弦 定理 , 余 弱 定理 和 
射影 定理 . 


党 非 圆 内 接 平面 四 边 形 的 类 正弦 .余弦 .射影 定理 
定理 。 对 任意 平面 四 边 形 ABCD. H Hr), it AB = a,BC = b,CD = 
c,DA = d, 令 LDAB + Z DCB = a # 18, Z ADB - LACB = B,Z BDC - 
Z BAC = Y( 此 时 有 人 人 DBC - Z DAC = 8, DB - Z DCA = y) , NJ 
(28 =a BES: 
sina ` sinf ` sin y 


(2) (ac)? = (ef? + (bd) ~ 2bdefcos B,(bd)2 = (ef) + (ac? — 2acefcos y. 


Treasure N Geometry 


(3) ef = accos Y + bdcos B,ac = efcos Y + bdcos a,bd = efcos B + 
accos a. 

(4) ef < ac + bd,ac < ef + bd,bd < ef + ac. 

证 明 ”如 图 3.27, 作 和 BCE = DCA, Z CBE = 
Z CDA, Ñ 


ABCE co A DCA 
AD - BC bd 
# BE = pc = 
EC _ AC 
H BC = DC 


mi ZECA = 人 BCD, 则 
A ECA ABCD, A 
AC- BD _ ef 
DC - 


AE = 


且 LAEC = Z DBC,Z EAC = LBDC 
X a > 180 时 ,由 一 4B8C + Z EBC = Z ABC + Z ADC < 180 , 知 存在 与 
四 边 形 ABCD #E AB 同 侧 的 AABE, H. 
ZABE = Z ABC + Z EBC = 360p -a 
Z BEA = Z BEC - ZAEC = ZDAC - Z DBC = - B 
Z BAE = Z BAC - Z EAC = Z BAC - Z BDC =- y 
显然 这 三 内 角 之 和 为 180?. 
a < 180 时 , 知 存在 与 四 边 形 ABCD fE AB RMK AABE, H ZABE = a, 
LBEA = B, Z BAE = yY. 
(1) Æ AABE 中 运用 正弦 定理 , 即 证 得 (1). 
(2) 在 AABE 中 运用 余弦 定理 即 证 得 . 
(3) 由 (1) 有 


注意 到 a + B + y = 180 , 则 
accos Y + bdcos B = <£- (sin Bcos Y + cos Bsin y) = ef 
余 同 理 可 证 . 
(4) 由 (2) 并 注意 到 a < 180,1 + cos a > 0, E. 
(ef)? = (ac)? + (bd)? - 2abcdcos a = 
(ac + bd)? - 2abcd(1 + cos a) < (ac + bd)? 
即 证 得 第 一 式 . 余 同 理 可 证 . 


2< 


[x ) C g 3 br — 3 =Z = = = — Z= 


Se 一 几何 A 瑰宝 o 


iah B BERSIH 


本 


定理 中 的 (1),(2), (3) 可 看 做 是 非 圆 内 接 四 边 形 的 类 正弦 、 余 弦 、 射 影 定 
理 .(2) 中 还 有 一 式 参见 凸 四 边 形 的 类 I 型 余弦 定理 ,该 定理 对 于 凹 、 折 四 边 形 
也 是 成 立 的 . 


党 同 四 边 形 的 类 工 型 余弦 .正弦 定理 


下 面 , 我 们 设 凸 四 边 形 ABCD 的 边 长 4B = a,BC = b,CD = c,DA = d, 
HARK AC = e, BD = f. 

定理 ”以 (b,d) 表 示 边 BC 与 D4 所 成 的 角 , 余 类 推 , 则 对 是 四边 形 ABCD, 
有 

(1) a? + è = eè + f? -2bdcos(b,d). 

(2) b? + d2 = e + f? — 2accosla, c). 

(3) (a2 + 2 — b? - PY = 4ef?’cosle, f). 


(4) sin A sin C sin B + sin D 


bc f ad = cd 
证 明 (1) 由 三 角形 余弦 定理 ,有 
2bccos(b,c) = b? + 2 — f2,2cdeos(c,d)> = c? + d2 — e? 
再 代 人 平面 凸 四 边 形 余弦 定理 
a? = b? + è + d2 — 2bccos(b,c> — 2bdcos( b, d> — 2cdcos( c , dY 
整理 即 证 得 . 

(2) 类 似 于 (1) 即 证 . 

(3) 设 AC 5 BD 交 于 0, 在 公 40B, 公 BOC, 公 COD, 公 DOA 中 分 别 用 余弦 
定理 表示 a,b,c, qd?, 整 理 即 证 ,或 由 非 圆 内 接 四 边 形 的 类 正弦 \、 余 弦 、 射 影 定 
理 中 (2) 的 第 一 式 变形 而 得 . 

对 于 ABCD 结论 显然 成 立 . 对 于 非 平 行 四 边 4 
形 ,如 图 3.28 所 示 , 不 妨 设 AD 不 平行 于 BC , 延长 
AD ,BC 相交 于 点 E, 令 AB = a,BC = b,CD = c, a 
DA = d,CE = x,DE = y. 

在 公 4BE 中 ,由 正弦 定理 ,有 B 


一 ~ 


ani 
peaa 


| asin A u asin B 
则 x sin Ë b, — N 


f. A CDE 中 ,由 正弦 定理 ,有 


x _ y _ c 
sin D sin C ` sin E 


csin D in C 
则 š sin Ë ° = sin E 
asin Å csin D 
于 是 sin E b sin E 
asin B Sdz csin C 
sin E sin E 
` sin E sin4 in D sinB sinC 
所 以 rr 
sin A sinC sinB sinD 
DR be tad © d $ ab 
推论 1 梯形 的 两 条 对 角 线 长 的 平方 和 等 于 两 腰 的 平方 和 加 上 两 底 乘 积 
的 2 倍 


推论 2 平行 四 边 形 对 角 线 长 的 平方 和 等 于 四 边 长 的 平方 和 ,反之 亦 真 . 
品 凸 四 边 形 的 类 H 型 余弦 定理 


定理 。 记 凸 四 边 形 ABCD 的 四 边 长 依次 为 4B = a,BC = b,CD = c, 
DA = d, 两 对 角 线 长 AC = e,BD = f, 则 @ 


( )2 ( )2 _ (ef)? 
cos( B + D) = 经 十 £ 中 


证 明 ”如 图 3.29, 设 两 对 角 线 交角 为 0,e, f 分别 由 
pis p2 与 qi; qo 组 成 .由 余弦 定理 得 
e? = a° + b? — 2abcos B 
e? = c2 + d? - 2cdcos D 
两 式 相 减 得 
T (a, + b? - ¿2 d?) = abcos B — cdcos D @ 


设 四 边 形 ABCD 的 面积 为 $, 则 
2S = absin B + cdsin D @ 


@,G) 两 式 平方 和 得 

45? + Ta? + b2- 2 - P? = (ab)? + (cd)? — 2abedeos( B + D) 
变形 即 得 

45? + (a? - 0? + oè- d?) = (ac)? + (bd)? — 2abcdcos( B + D) 图 


O 杨 克昌 .余弦 定理 在 四 边 形 的 一 个 推广 [也 .数学 通报 ,2003(7):13. 


NO 
AN 


(x) on Oo — nwan = 


`€ 一 


Whys ËB masm É sr md 


= 
Ti! 


同时 ,由 四 边 形 面积 公式 S = L efsin 9, 则 


4S2 = ( ef)2sin?0 @ 
由 三 角形 余弦 定理 得 
a? = pi + q1 - 2piqicos 0 
b? = p2 + qi — 2p2q1cos 0 
两 式 相 减 得 
b? _ a? = p} — p? + 2eqicos 0 
同 理 d- c? = p? — pŠ + 2eqzcos 0 
上 两 式 相 加 得 
b? _ a? + d2 — c= 2efeos 0 
即 T (b a? + d — 22 = (ef)zcozb @ 
H O, © 相 加 得 
492 + T (a? b+ e - 222 = (fy? @ 
综合 式 田 ,GO) 即 得 
(ef)2 = (ac)? + (bd)2 - 2abcdcos( B + D) 
整理 即 得 式 @ 成 立 . 


注 ”显然 式 @ 也 可 以 写成 
(ef)? = (ac)? + (bd)? - 2abcdcos a 
其 中 a = Z DAB + Z DCB + 18. 
此 式 与 非 圆 内 接 平 面 四 边 形 的 类 余 汞 定理 中 的 (2) 组 成 一 个 和 谐 整 体 . 此 式 证 明 也 可 
参见 图 3.27, 运 用 余弦 定理 AE? = AB? + BE? - 2AB .BEcos a 即 推 得 . 


特别 地 ,类 似 直角 三 角形 ,我 们 在 四 边 形 ABCD 中 取 B + DHZ RE x — 
特殊 值 , 得 
推理 1 ”在 四 边 形 ABCD 中 , 若 B + D = Z RAWA 
(ac)? + (bd)? = (ef) @ 
R @ 形式 上 类 似 直角 三 角形 的 勾 股 定理 . 
取 B + D = x, 注 意 到 此 时 四 边 形 为 圆 内 接 四 边 形 ,得 
推论 2 在 圆 内 接 四 边 形 ABCD 中 ,两 对 角 线 之 积 等 于 两 组 对 边 积 的 和 , 即 


ac + bd = ef @ 
注意 到 cos( B + D) > - 1, 于 是 由 式 O 推 得 


72 C am ` 


推论 3 在 四 边 形 ABCD 中 有 不 等 式 
ac + bd > ef © 
当 且 仅 当 B + D = r, 即 四 边 形 ABCD 为 圆 内 接 四 边 形 时 , 式 O 中 等 号 成 立 . 
注意 到 cos( B + D) < 1, 于 是 由 式 O 推 得 
推论 4 ”在 四 边 形 ABCD 中 有 不 等 式 
ac-bd< ef @ 


i ”如果 我 们 注意 到 ,任意 平面 四 边 形 都 可 通过 平移 变换 变 成 以 对 角 线 为 边 的 平行 四 
边 形 ;反之 ,平行 四 边 形 亦 可 通过 平移 变换 变 成 以 相 邻 边 长 为 对 角 线 长 的 任意 四 边 形 .于 是 
前 述 定理 与 推论 等 价 于 下 列 结论 ， 

结论 1 平行 四 边 形 的 四 边 之 积 等 于 其 内 (或 4 p 


外 ) 任 一 点 到 两 组 相对 顶点 的 距离 之 乘积 的 平方 ~ g. 
和 减 去 这 点 到 四 顶点 的 距离 与 任意 一 组 对 边关 于 ` <y 
这 点 所 张 角 的 和 的 余弦 之 乘积 的 2 倍 (图 3.30). 

结论 2 ”四 边 形 对 角 线 乘积 的 平方 等 于 两 组 图 3.30 
对 边 乘积 的 平方 和 的 充 要 条 件 是 一 组 对 角 互 余 . 

结论 3 ”四 边 形 对 角 线 乘积 等 于 两 组 对 边 乘积 之 和 的 充 要 条 件 是 一 组 对 
角 互 补 . 

结论 4 ”四 边 形 两 组 对 边 乘积 之 和 不 小 于 对 角 线 乘积 . ( 托 勒 密 不 等 式 ) 

结论 5 ”四 边 形 对 角 线 乘积 大 于 两 组 对 边 乘积 之 差 . 


党 对 角 线 垂直 的 凸 四 边 形 的 八 点 圆 定理 


定理 “” 凸 四 边 形 ABCD 中 ,4C | BD,P,O,R,S 分 别 为 4B ,BC,CD,D4 
的 中 点 ,由 P,Q,R,S AXA ER, EERIE P' ,0',R',S’, 则 R',P,0， 
SP R,Q S 八 点 共 圆 . 

该 八 点 圆 是 在 1944 年 由 美国 俄亥俄 州 辛辛那提 市 的 2 
路 易 丝 : 布 兰 德 提出 的 . o 

证 明 ”如 图 3.31, 四 边 形 ABCD 各 边 中 点 P,Q,R,S 3 
是 一 个 平行 四 边 形 的 顶点 ,其 各 边 都 与 相应 的 对 角 线 AC, 
BD 平行 ,由 于 4C L BD, 所 以 DPORS 是 矩形 , 对 角 线 j FF 
PR, QS 是 矩形 外 接 圆 的 直径 . 

因为 人 PP'R = Z QQ'S = ZRR'P = ZSS'Q = 90P， 


2 


(x) p a — 3 = = = r — = 


2< 


ana B EARS ASHK 


CC 


所 以 P,Q',R',S' 都 在 矩形 外 接 圆 上 . 
因此 ,P,Q0,R,S,P' ,0' R ,S' ARRE. 


注 ”此 定理 即 是 说 , 若 凸 四 边 形 的 对 角 线 互 相 垂 直 , 则 四 边 的 中 点 以 及 这 些 中 点 在 对 
边 上 的 射影 ,这 八 点 共 圆 . 


党 对 角 线 垂直 的 平面 四 边 形 的 八 点 圆 定理 


定理 “在 对 角 线 互相 垂直 的 平面 四 边 形 中 ,过 对 角 线 交点 向 每 边 作 午 线 
得 四 垂 足 , 并 假定 每 垂 线 又 与 对 边 相交 ,得 四 交点 , 则 所 得 八 点 共 圆 . 

证 明 ”在 平面 四 边 形 ABCD 中 ,4C | BD + P , PE | AB 于 五 而 交 CD 于 
E',PF | BC 于 F 而 交 DA 于 FF',PG | CD 于 6 而 交 48 于 6 ,PP | DA +H 
而 交 BC FH (WK) 下 面 仅 证 ABCD 为 凸 四 边 形 情形 . 

联结 得 四 边 形 EFGH, H P,E,B,F 四 点 共 圆 等 ,有 

Z PFE = LPBE, /APFG = LPCG, LPHE = Z PAE,Z PHG = Z PDG 

由 AC | BD , 知 上 述 四 式 右 端 之 和 为 180? , 则 一 BFG + Z EHG = 180, Bl! 
A E,F,G,H 四 点 共 圆 . 

又 ZEG'G = LPBE + Z BPG' ,Z BPG = Z DPG + Z PCG 
从 而 人 EG'G = Z PFE + Z PFG = 人 EFC, 即 知 G' 在 圆 EFGH 上 . 

EH, H ,EE',F"' 三 点 也 在 圆 EFGH 上 . 


i ”对 于 由 \ 折 四 边 形 ABCD 的 情形 也 类 似 可 证 得 上 述 结论 .特别 地 , 当 四 边 形 ABCD 
的 顶点 组 成 垂 心 组 时 , 尽 , F ,C, E 四 点 不 存在 ,而 E, F, C,H 四 点 共 线 . 

推论 “在 对 角 线 互相 垂直 平面 四 边 形 (四 顶点 不 构成 垂 心 组 ) 中 ,对 角 线 
交点 在 各 边 上 的 射影 是 圆 内 接 四 边 形 的 顶点 . 


党 对 角 线 垂直 的 凸 四 边 形 垂 足 等 角 共 斩 点 定理 


定理 ” 凸 四 边 形 ABCD 中 , 若 AC L BD, 则 两 对 角 线 的 等 角 线 交 于 一 点 
0Q, 且 AQAB,A QBC,A QCD ,全 0D4 的 垂 心 共 线 . 

证 明 ”如 图 3.32, 由 于 AC | BD ,注意 到 :在 两 对 角 线 互相 垂直 的 四 边 形 
中 ,过 对 角 线 交点 向 每 边 作 垂 线 得 四 垂 足 ,又 若 每 垂 线 与 对 边 相交 得 四 交点 , 则 
所 得 八 点 共 圆 ;两 点 是 四 边 形 的 等 角 共 恩 点 的 充 要 条 件 是 这 两 点 在 各 边 上 的 射 


Treasure Geometry NO 
ON 
影 共 圆 .由 此 知 点 P 忆 的 等 角 共 轰 点 存在 , 设 为 0. 令 4 ! 

AQAB,AQBC,AQCD,AQDA B s l> F S| 38 H, i E 
H2, H3, H4, W] NN F 
AH, = QD -| cot Z DAO | l 
CH, = QD -| cot Z DCQ | JAEN A 

A AB - cot DAO | . cot Z CAB _ 4P B C i 
CH; cot Z DCQ cot Z ACB PC Y 

X LH,AP = Z HCP $k AAH,PO ACHP, fh 3.32 Q 

以 ZAPH, = 人 CPH;, 即 知 H,, P, H, 三 点 共 线 . r 
同 理 , H, P, H, 2, H, P, H, 共 线 . x 
故 Hi, Ha, H3, H, 共 线 . ai 

** A E 85 S fa EA R @ 


定理 1 设 自 一 点 向 一 圆 内 接 四 边 形 及 两 条 对 角 线 (所 在 直线 ) 引 垂 线 , 则 
两 对 角 线 上 的 垂 足 是 顺 次 联结 四 边 上 的 垂 足 所 成 四 边 形 的 等 角 共 恩 点 . 
证 明 如 图 3.33, 设 四 边 形 A 42434, 内 接 于 
圆 ,点 已 在 两 对 角 线 上 的 射影 为 P,P,, 点 P 在 四 边 
形 上 的 射影 为 Bi,B:,B3,B4. 因为 P,A4, B3, P2, B4 
共 圆 ( PA, 为 直径 ) ,所 以 
Z P;BsB, = Z P244B, 


同 理 Z P, BsB, = Z P,IAsB; 
X ZP,A4B, = 人 P14342, 所 以 P;Bs, P, B, 为 
ZX B;BsB, 的 等 角 线 . 图 3.33 


同 理 可 证 PB,, P1Bs 为 人 Bi1B2B3; P,B i, P, B, 为 Z B,B I B,; PBs, P, BA 

为 LB, B,Bs 的 等 角 线 . 
故 Pi, P, 是 四 边 形 B, B2B3B4 HEAHEA. 
定理 2 ” 凸 四 边 形 任 一 对 等 角 共 斩 点 联结 线 的 中 点 与 两 对 角 线 的 中 点 共 
线 . 

证 明 如 图 3.34, 设 ,P,P' 为 四 边 形 4BCD WEAH, O 为 PP' 的 中 
点 , 作 人 PXD = ZAP'D,ZPYA = 人 4P'D, 所 以 

人 PXD o A P'AD ,A PYA A DP'A 


J. f A = 


NO 
ON 


` PD2 + PA2)S 
所 以 SApPm + SApm = k a 


因为 ~BP'C = 180 - 人 AP'D( 参 见 三 角形 等 


平 MHAE) = 
hi 180 - ZAYP = Z BYP 
向 | Fu A BYP ^ ABP'C 
š 同 理 人 PKXKCcomABP'C 
2 2 
a EEA — PE Sarac 
2 2 2 2 
š KU San t Saa i Satni t er y SPG * PR) Sipi LTB Saza " 
(PD? + PA? - DA?) Sapp 
DA? i 
D (PC? + PB° - CB?) Saps ` ç r _ 
CB? + JAPDA + VAPBC = 
PD - PAcos Z APD. P'P', 
DA k. 
PC . PBcos Z CPB - P'P', 
CB — + SAPAD + SAPBC = 


cot Z APD - PP,- P'P'; + cot Z CPB +: PP)» P'P', + 
SAPAD + SAPBC = 

cot Z APD( PP, - P'P', - PP, - P'P',) + 

SAPAD + SAPBC = SAPAD + SAPBC 


S S S S 
故 Saet Sagas APDC + BE APAB + AP48 _ 


Sapan + Saree + Sappe + SAPAB S 


2 
由 凸 四 边 形 分 割 图 形 面积 关系 中 定理 4 知 0 必 在 4C 与 BD 中 点 连 线 上 . 
定理 3 设 P,Q 是 凸 四 边 形 4BCD WSA, RUE: 

(1) 和 AP4B, 和 全 08C, 人 PCD ,A QDA 的 垂 心 共 线 . 

(2)A QAB,A PBC,A QCD ,A PDA 的 垂 心 也 共 线 . 

(3) 以 上 所 得 两 直线 互相 平行 . 

证 明 (1) 如 图 3.35, 设 公 P4B, 公 0BC, 人 PCD, 公 0D4 的 垂 心 为 H.(i = 
1,2,3,4). 

fE ABCR, APCS, AH 


PH, | AB 


Teasure Geometry 
| X 
E PH, = AB | cot ZAPB |, PH; | CD 
且 PH, = CD | cot Z CPD | P 
cot Z APB = - cot Z CPD 了 
(SRZAK SARIE 1), s 
PH, _ AB _ RC M 
PH, = CD = CD T 
AFLA A PH, H, A CRD GH faii) B. PH, L 
AB,AB // RC, 所 以 H.H, | RD. 同 理 Q 
H-H, | RD(A QH, H, cm A4RD)， 所 以 > 
H, H3, H,H, 平行 或 重合 ( 同 垂直 RD). 同 理 T 
HiH,,HyH, 3 fT s E & ( I] s£ S), _ 
H,Hs, H,H, 平行 或 重合 ( 同 垂直 SQ). 
由 上 便 得 H.,H,,H,,H, kR 1 HI| DR K SQ. @ 


(2) 同上 可 证 . 
(3) 由 前 面 证 明知 ,所 得 两 直线 都 垂直 DR 及 SQ , 故 它 们 必 互 相 平行 . 


党 平面 四 边 形 对 角 线 垂直 的 一 个 充 要 条 件 


定理 ”平面 四 边 形 的 对 角 线 互相 垂直 , 则 一 双 对 边 的 平方 和 等 于 另 一 双 
对 边 的 平方 和 ,对 边 中 点 连 线 长 (中 位 线 长 ) 相等 ;反之 结论 亦 成 立 . (参见 定 差 
FREM) 

证 明 设 MN,PO 是 平面 四 边 形 ( 凸 .四 ) MQNP 的 两 条 对 角 线 ,又 设 R,S， 
7T,K,E,F 分 别 为 QN,NP,PM,MQ,PQ,MN 的 中 点 , 将 这 些 中 点 联结 , 则 
KRST , RFTE , KFSE 均 为 平行 四 边 形 ,从 而 

2(KF2 + KE?) = EF? + KS? 
2( ER? + RF?) = EF? + RT? 
则 PM? + QN? = PN? + QM2— 
4KE2 + 4KF2 = 4ER? + 4RF2—, 
KS? = RKS = RTe 
KRST 为 矩形 — KT L KR—= MN | PQ 


2 
SN 


No 


anpi B misna g ər Ela 


K 
Z: 


几何 A 瑰宝 o 


党 四 点 勾 股 差 的 性 质 定理 


— 


PQ 


对 任意 四 点 4,B8,C,D, 四 点 勾 股 差 Pieco 定义 为 
Pisco = AB? - BC + CD? - DA? 
由 此 定义 可 得 四 点 勾 股 差 的 如 下 基本 性 质 : 
定理 。 对 于 四 点 勾 股 差 Peo, A 
(1) (四 点 勾 股 差 与 四 边 形 带 号 面积 的 类 似 性 之 一 ) 
Pspgcp = — Pgcpa = Pcpan = — Ppapc = 
Ppca4 = - Papcs = Peapc = — Pegap 
(2) (四 点 勾 股 差 与 四 边 形 带 号 面积 的 类 似 性 之 二 ) 
Pasco = Paso — Pcsp = Paco — Pace 
(3) 《四 点 勾 股 差 与 四 边 形 带 号 面积 的 类 似 性 之 三 ) 
Pasc = — Prac» Passc = Pasc» Pasce = — Paca, Peasc = Pace 
(4) (一 般 色 股 定理 ,一 般 的 定 差 宪 线 定理 ) 
Pasco = 0 的 充 要 条 件 是 两 点 A.C 重合 ,或 B,D 重合 ,或 4C | BD. 
(5)( 勾 股 差 与 投影 的 关系 ) 
若 4,C 两 点 不 重合 , 且 B,D 在 4C 上 的 投影 分 别 为 P,Q, 则 Puaco = 24C . 


(6) ( 勾 股 差 的 可 分 性 ) 
若 E 为 BD 上 任 一 点 , 则 Pgcp = Pagce + Piagcp-: 


党 平面 四 边 形 各 边 的 中 点 问题 


对 于 平面 四 边 形 各 边 的 中 点 ,有 一 系列 有 趣 结 论 :例如 ,平面 四 边 形 各 边 的 


中 点 是 一 平行 四 边 形 的 顶点 .还 有 后 面 的 平面 四 边 形 的 热 尔 岗 定理 . 这 里 再 介 


绍 一 


条 定理 : 
定理 “无 外 接 圆 的 平面 四 边 形 , 若 两 对 对 边 的 中 垂 线 相交 , 则 这 两 交点 的 


连 线 垂直 于 两 对 角 线 中 点 的 连 线 ， 


事实 上 , 设 四 边 形 ABCD 的 边 4B 与 CD 的 中 垂 线 交 于 点 已 , 边 AD 与 BC 的 


中 垂 线 交 于 点 Q.,E,F,G,H 3AA AB, BC, CD, DA 的 中 点 ,M,N 分别 为 4C， 


BD 的 中 点 .由 三 角形 的 中 线 长 公式 ,有 
PM? = 二 (PA? + PC2) - AC?, PM = T (PB2 + PD?) - + BD2 
QM? = $04? + QC) - AC, QM = + (QB? + QD?) - 1 pp? 
注意 到 PA = PB,PC = PD,QA = QD,QC = 0D, 则 得 
PM? - PN? = + (BD? - AC2), QM - ON = 1 (BD? - AC?) 


从 而 PM? - PN? = QM? - ON , 故 PQ | MN. 
党 空间 四 边 形 余弦 定理 


如 图 3.36, A142434, 是 空间 任意 一 个 四 边 形 . 设 
al = Aih2,a2 = AsAÀAs;as = 4344,a4 = A4Al, O12, 073 
各 是 人 4142z43, 全 424344 的 一 个 内 角 . 如 图 3.36, 过 
顶点 4 作 与 向 量 434s 同 方向 的 射线 424'4, 并 定义 不 
大 于 180 的 ZAI42A'4 = 05,O@ < 913 < 18C. 
空间 四 边 形 余弦 定理 2 4:4243544 是 空间 任意 
一 个 四 边 形 , 且 414， = ai,Azh3 = az,4344 = as, 
4441 = a4;012,9w,01 为 上 面 所 定义 , 则 D 
ai = a? + aż + af ~ 2a)a2cos În — 2azascos On — 2a1a3cos O13 @ 
WRA 如 图 3.37, 联结 4143, 设 向 量 a, = 
A,A. a, = A,A, d = AA. as = As. HE d 的 正 
方向 与 向 量 as 的 正方 向 夹 角 为 a (0° < a < 180), 
以 线段 4344 所 在 直线 为 射影 轴 jz 其 正方 向 与 as 的 


正方 向 相同 .显然 ,9w,01 分 别 是 向 量 a2,al 的 正方 FA o i 
向 与 射影 轴 wz 的 正方 向 的 夹 角 . 因 3.37 

d = a,+a, 
£ 


射影 ,d = 射影 (az + al) = 射影 ,a, + 射影 ,ai 
射影 ,d =| d | cosa = dcos a 
射影 ,ez = | a> 1 cos 0; = acos 0z 


D 王 德 源 .空间 = 边 形 余弦 定理 [了 .中 学 数学 教学 ,1983(4) :12-14. 
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射影 ,ai = | a, | cos 05 = a)cos 013 


则 dcos a = acos În + ajcos O13 © 
在 AAAA; 中 利用 三 角形 余弦 定理 ,有 
d? = a? + a? - 2ala2c0s Ôn @ 
在 公 414344 中 ,同样 有 
ai = a + d? - 2asdecos a @ 


则 将 @ ,@ 两 式 代 入 式 @ 得 
a? = a3 + (al + aż ~ 2aia2c0s 012) - 2as(ascos Ôn + aicos 013) 
即 ai = a? + a3 + a3 - 2ala2cos 0 - 2a2a3cos n 一 2ala3cos 013 


故 命题 为 真 . 
党 简单 四 边 形 的 余弦 定理 


在 凸 四 边 形 的 正弦 .余弦 .射影 定理 中 ,已 介绍 了 凸 四 边 形 的 余 艾 定理 ,这 
里 再 介绍 简单 四 边 形 的 余弦 定理 ， 
简单 四 边 形 的 余弦 定理 i ABCD 是 平面 上 任意 一 个 简单 四 边 形 , E. 
AB =a,BC = b,CD = c,AD = d. 则 
d? = a? + b? + c? — 2abcos B — 2bccos C + 2accos( B + C) © 
证 明 ”简单 四 边 形 包括 凸 四 边 形 和 四 四 边 形 ,四 四 边 形 根据 在 哪 一 顶点 
止 ,又 分 四 种 情况 ,分别 证 明 如 下 : 
(1) 如 图 3.38,4BCD 是 一 个 凸 四 边 形 , 过 点 召 引 射线 
BE // CD J| ZABE = ĝņ. 
易 知 , 当 BE 在 下 内 时 ,935 = (B + C) - 180. 
当 BE 在 B 外 时 ,013 = 180 - (B + C). 
无 论 上 述 哪 种 情况 ,把 cl = a,as = b,ay= c,a4s= d, 
ôn = B,0, = C Řôn RAA O 即 得 
d= al+b+c- 
2abcos B - 2bccos C + 2accos( B + C) 
(2) 如 图 3.39, ABCD 是 一 个 四 四 边 形 , BESA F 
Pl. ph B 作 BE // CD, 则 一 4B = 01. 
易 证 ,03 = 180 - (B + C). 


将 ai = a,a = b,as = c,aa = d,0> = B,0» = 


C 及 013 RAR O 化 简 后 得 
d?’ = a? + b? + c? — 2abcos B -2bccos C + 2accos( B + C) 

如 图 3.40,3.41, 4BCD 是 一 个 四 四 边 形 且 分 别 在 点 B, C, DREG, nf Fd 

类 似 的 方法 证 明 . 


图 3.40 图 3.41 


由 以 上 定理 ,可 以 得 到 两 个 推论 : 
推论 1 设 4BCD 是 一 个 简单 四 边 形 , 旦 4B = a,BC = b,CD = c, DA = 
d, 对 角 线 AC = e,BD = f, 则 
b? + d? = e? + f? + 2accos(B + C) 
证 明 “在 证 明 简 单 四 边 形 余 弦 定 理 时 ,联结 AC 和 BD 总 是 可 以 得 
e? = AC? = a? + b? — 2accos B 
f? = BD? = b? + c2 — 2bccos C 
在 式 @ 两 边 同 时 加 上 b? 48 
b? + d? = (a? + b? — 2abcos B) + (b? + c? — 2bccos C) + 
2accos( B + C) 
Rp b? + d = e + f? + 2accos( B + C) 
推论 2 ABCD 是 任 一 个 凸 四 边 形 , 且 4B = a,BC = b,CD = c,DA = 
d ,对 角 线 AC = e,BD = f, 令 人 ADB = a, 人 DBC = 8, 则 
e? + f? = a? + c2 + 2bdceos(a — B) 


证 明 ”把 4DBC 看 成 是 一 个 空间 四 边 形 , 那么 bE 


B 
a, =DA = d,a = DB = f,a} = BC = b,a = < Z 
AC =e,0 = a,9w = B, 如 图 3.42 所 示 , 过 点 D 作 。 Gà em 
DE // BC,WJ ZADE = 013. 


六 SN- 一 一 
易 证 , 当 a > B 时 ,013 = 180 - (a-B); 当 a < 4 d — D 
8 时 ,ga = 180 + (a - B). 图 3.42 
无 论 bu 为 什么 角 ,由 公式 @ 得 
e? = d + f? + b? _ 2dfcos a — 2fbcos B + 2dbcos(a — 8) 
上 式 两 边 同 时 加 上 f? 有 


NO 
ON 


[x )' po a aI — 3 = u g =< = 


X s 


e? + f? = (d? + f? — 2dfcos a) + (f? + b? — 2fbcos B) + 2bdcos(a — B) 
N a? = d + f? — 2dfcos a,c? = f? + b? - 2fbcos B, W) 
e + f? = a° + c2 + 2bdcosla — B) 


s: 由 推论 2 可 得 下 面 三 个 推论 : 
x. 推论 3 ”梯形 的 两 对 角 线 平方 和 等 于 两 腰 的 平方 和 加 上 两 底 乘 积 的 2 倍 
500 (图 3.43). 
š 推论 4 ”等 腰 梯 形 对 角 线 平方 等 于 腰 的 平方 与 两 底 之 积 的 和 . 
ë 推论 5 平行 四 边 形 对 角 线 平方 和 等 于 四 边 的 平方 和 (图 3.44)， 
z IX] 
F 2 I 
— 一 一 
4 d D A d D 
(32) 图 3.43 图 3.44 
4 好 平行 四 边 形 的 余 形 定理 


平行 四 边 形 的 余 形 及 余 形 定理 ,在 欧 几 里 得 《原本 》 中 已 指出 :平行 四 边 
形 中 两 余 形 相等 ."( 卷 1 命题 43) 我 国 三 国 时 赵 爽 《 周 佣 算 经 . 日 高 图 》 注 中 说 : 
“ 黄 甲 与 黄 乙 ,其 实 (面积 ) 相等 .” 在 长 方形 中 赵 爽 的 说 法 与 欧 几 里 得 的 见解 正 
相 一 致 .什么 是 平行 四 边 形 的 余 形 ? 它 是 指 图 3.45 中 用 两 条 与 边 平行 在 形 内 互 
交 于 的 直线 ,分 平行 四 边 形成 四 部 分 ,对 角 线 AC 的 余 形 是 平行 四 边 形 EBHK 
及 GKFD; 而 对 角 线 BD 的 余 形 是 平行 四 边 形 AEKG 及 KHCF. 注意 : Segu = 
Scxrp IÈ Saeko = Sxucr 只 是 偶然 现象 .而 在 图 3.46 中 过 对 角 线 AC 上 的 点 天 所 
作 两 线段 EF, GH 分 原形 为 六 部 分 ,易于 看 出 Z EBHK 与 = GKFD 形 异 而 面积 
相等 .这 两 小 平行 四 边 形 欧 几 里 得 称 为 余 形 . 它 的 逆 命 题 应 是 :“ 如 果 平 行 四 边 
形 中 二 余 形 面积 相等 ,那么 二 者 的 公共 点 在 原平 行 四 边 形 的 对 角 线 上 .” 命 题 
是 真 的 (证 明 见 完全 四 边 形 的 牛顿 线 定理 证 法 7 中 的 引 理 1). 
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党 凸 四 边 形 为 平行 四 边 形 的 两 个 充 要 条 件 P 

ñ 

w 

定理 1 (hÉ 29 3F4Y00326 B 3838 32 f R: rh pq D 1 

边 形 两 对 角 线 的 平方 和 等 于 四 条 边 的 平方 和 . 1 

证 明 ”必要 性 .如 图 3.47, 设 0 是 号 4BCD 两 对 角 Y 

u siqa 知 有 1 y 3 

A0? = JAB? + + AD2 -Bp ep L 

故 iio + BD? = 2AB? + AD? < 
即 AC2 + BD2 = AB2 + BC2 + CD2 + DA2 


充分 性 .@D 设 AC, BD 为 凸 四 边 形 ABCD 的 两 条 对 角 线 , 它们 相交 于 O, 
OA =a,0B = b,0C = c,0D = d, 则 由 题 意 有 
(a+c) + (b +d} = AB? + BC + CD? + DA? @ 
设 人 40B = a, 则 由 三 角形 的 余弦 定理 得 
AB? = a? + b? - 2abcos a, BC? = b? + c? — 2bccos a 
CD? = c? + d? -2cdcos a, DA? = d? + a? — 2dacos a 


将 以 上 四 式 相 加 ,得 
AB? + BC? + CD? + DA? = 2a? + 2b? + 2c? + 2d2 + 2(a — c)(b — d)cos a 
© 
# RA 0,44 
2ac + 2bd = a? + b? + c? + d2 +2(a - c)(b — d)cos a 
所 以 
(a-c) + (b - d)2 + 2(a — c)(b — d)cos a = 0 @ 


4 fla - c,b — d) = (a -cY + (b - dY + 2(a —- c)(b — d)cos a, WJ 
f(a - c,b - d) > 2(a —- c)(b — d) + 2(a — c)(b — d)cos a 
此 处 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 
a-c=b-d 
则 
2(a —- c)(b - d) +2(a - c)(b - d)(1 + cos a) = O @ 
因为 1 + cos a > 0, 所 以 
2(a -ce)( - d)(1 + cos a) = O 


O 徐 道 .数学 问题 1601[J] .数学 通报 ,2006(4) :63 . 
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VA a - c 5b - d 至 少 有 一 个 为 0, 不 失 一 般 性 , 令 
a-c=0 © 
H @,@,@#š a = c,b = d, 所 以 ,四 边 形 ABCD 是 平行 四 边 形 . 
定理 2 ” 凸 四 边 形 为 平行 四 边 形 或 梯形 的 充 要 条 件 是 凸 四 边 形 一 组 对 边 
的 中 点 和 两 条 对 角 线 的 交点 共 线 . 
证 明 ”如 图 3.48, 设 M,N 分 别 为 凸 四 边 形 4BCD 的 D N C 
边 AB, CD 的 中 点 ,P 为 4C 与 BD 的 交点 . KIX 
充分 性 .车 M,P,N IR. E DC 的 平行 线 , 使 其 与 D 
PA,PB 分 别 相 交 于 C',D' ,与 PM 交 于 六 .联结 CM, JEN 
DM, 作 C'E | AB T'E,fE D'F | AB T F.H 
C'D' // CD 
六 CN PN _ ND 图 3.48 
CN ` PN ` ND 
而 CN = ND, 即 知 N 28 C'D' 的 中 点 . 易 证 
SAPCN = SAPDN s SAMEN = SAMDN » SAPAM = SA PBM 
从 而 SAAMC = S Apup 
X. AM = MB, 则 必 有 C'E = D' .注意 到 C', D' fE AB 同 侧 , 故 C'D' // AB. PD 
AB // CD.( 注 :车 作 MG // BD XAP + G, WJ G 39 AP rR sk, fE NH // DB 3 PC 
+ H,WIJ H 8 PC t k, A PGM o A PHN 可 得 人 PAM cn A PCN, BA AB // 
CD.) 
当 AB = CD Bf, ABCD 为 平行 四 边 形 ; 当 4B x CD BF, ABCD 为 梯形 . 
必要 性 .显然 ( 略 ). 


A EM F B 


定理 ”平行 四 边 形 为 矩形 的 充 要 条 件 是 平面 内 任 一 点 到 平行 四 边 形 两 双 
相对 顶点 的 距离 的 平方 和 相等 . 

证 明 ”充分 性 . 令 P 为 口 48CD 所 在 平面 内 任 一 点 , Q 为 4C 与 BD 的 交点 ， 
分 别 取 PA, PB ,PC ,PD 的 中 点 R,S,T,KK, 则 四 边 形 KPSQ , PROT 均 为 平行 四 
边 形 , 有 

2( PK2 + PS?) = PQ? + SK2,2( PR? + PT?) = PQ? + RS 

由 题 设 PB? + PD? = PA? + PB*, 即 

4PK2 + 4PS2 = 4PR2 + 4PT2 
则 RT? = KS? 


Treasure Geometry 


而 RT = + AC,KS = 十 BD, 故 
AC = BD 
即 证 . 
必要 性 . 设 P REJ ABCD 的 边 4B, DC, BC, AD 边 的 距离 分 别 为 di , d, , 
d3, d4, 由 勾 股 定理 有 
PA? + PC? = PB? + PD? 


党 简单 四 边 形 重心 性 质 定理 


简单 四 边 形 的 两 条 对 角 线 将 四 边 形 分 为 两 对 三 角形 ,两 对 三 角形 重心 连 线 
的 交点 , 称 为 简单 四 边 形 的 重心 (参见 简单 四 边 形 重心 的 作法 ). 三 角形 的 重心 
与 三 顶点 相连 ,分 成 三 个 面积 相等 的 小 三 角形 .简单 四 边 形 的 重心 与 四 顶点 相 
连 ,分 成 的 四 个 小 三 角形 面积 不 一 定 相等 (除非 为 平行 四 边 形 ). 但 我 们 有 如 下 
的 结论 . 

定理 1 设 简单 四 边 形 A A2434, 的 重心 为 G, 则 有 

SA,4, + SAG,A, = SA ,4, + SAc4 4， 
为 证 明定 理 1, 需 引 人 三 角形 的 有 向 面积 公式 . 
在 复 平面 内 , 公 4BC 的 有 向 面积 ( 记 为 Z ABC) 为 


ZABC = FIm(AB + BC + CA) @ 
其 中 4,B8,C;4,B,C Z 3378 = 4-1 XJ b 35 2k X E 38 #k ( p) F 28 
似 ). 
我 们 约定 :全 4BC 的 绕 向 为 道 时 针 方向 时 ,其 有 向 面积 为 正 数 ; 人 4BC 的 
绕 向 为 顺 时 针 方 向 时 ,其 有 向 面积 为 负数 . 且 有 


Saasc = | AABC | @ 
由 复数 的 运算 性 质 又 知 , 若 复数 z = xí + yii,z。 = xz + y2i, 则 易 得 
Im( z1z2) = XI1Y2 一 X27Y1 @ 


下 面 仅 以 凸 四 边 形 情形 证 明定 理 1:@ 

证 明 ”根据 四 边 形 重心 的 定义 知 , 凸 四 边 形 的 重心 必 在 四 边 形 的 内 部 ， 
人 Ch4142, 人 Ch4243, 全 Ch4344, 全 6C4441 的 绕 向 相 同 ， 由 此 可 知 , 公 GA14,， 
会 Ghsh3, 会 G43h4, 会 Gh4h1 同 号 . 则 根据 @ 可 知 , 欲 证 ,只 和 需 证 明 


O 曾 建国 .四 边 形 重心 的 一 个 性 质 及 推广 [ 玉 . 数 学 通报 ,2005(3) :30-31 


NO 
ON 


(x) pa — 3 = ===" 


g ——————a 


Z GALA, + A GAsA4 = Á GAA; + A GA.A1 


即 要 证 
Im(GA, + A,A; + A2G + GAs + 4344 + A4G) = 
£ Im( GA; + Ashs + ÀsG + GA4 + A,A) + A1G) @ 
A 以 重心 6 为 原点 建立 复 平面 x0y, 设 4 = x+ yil = 1,2,3,4). 根 据 四 边 
形 的 重心 坐标 公式 并 注意 到 G 为 原点 易 得 
š xX + X2 + X3 + x4 = Xi + 2 + y3 + yá = Ü @ 
K 由 于 G = 0, 则 式 @ 可 化 为 
z (414; + AA). = mli + Ad) © 
ka 根据 @ ,可 将 式 @ 写成 
X1Y2 — X2y1 + X3Y4 一 X4Y3 = %273 一 X372 + X4yı 一 X14 
Bp XIY2 + %3yY2 + X3y4 + XIY4 = X23 + X2yı + X4Y1 + X473 
(36) Bp (xi + x3)(y2 + ya) = (x2 + x4)(y1 + Y3) @ 
由 式 @ 得 
xi + x3 = — (x2 + x4), y2 + ya =- (yí + y3) 
故 知 式 @ 成 立 . 


命题 得 证 . 同 理 , 可 证 明 利 四 边 形 ABCD 的 情形 . 
定理 2” 设 P 为 简单 四 边 形 4\424344( 非 平行 四 边 形 ) 所 在 平面 内 任意 一 


点 , 则 等 式 
Z PAA, + 公 Phi44 = Á PAA; + 公 P444i @ 
成 立 的 充 要 条 件 是 :点 P 与 四 边 形 的 两 条 对 角 线 4143,4244 的 中 点 M,N 
三 点 共 线 . 


证 明 ”建立 复 平面 xz0y ,使 Ox 轴 不 垂直 于 MN, 设 hj = xj + yil = 1,2, 
3,4),P = x + yi, M = xo + yol, N = x'o + y'0i 根 据 中 点 坐标 公式 知 


xı + %3 Yı + Y3 
Su us C ooa? 
, X2 + Xa , y2 + Y4 
žo = = s yo = 2 (9 


根据 公式 @,@ 可 得 
2 从 Ph4， = Im(PA, + Aih2 + A2P) = 2y1 ~ Xi7 + wiy2 — X271 + X2y 一 Xy2 
同 理 可 得 
2A PA;As = xyz - z2y + X273 — X372 + w3y 一 XY3 
2 从 Ph4344 = xy3 - zay + X374 — Z4Y3 + xay — ZXY4 
2S Ph4441 = Xy4 一 X%4Y 十 X4yl 一 XI7Y4 二 XI 一 让 1 


将 以 上 四 个 等 式 代 人 @ 式 经 化 简 整 理 可 得 
2((y, + y3) 一 (y> + 74) )x 一 2((x] + x3) _ (x2 + x4) )y + 


(zí + z3)(y2 + y4) — (x2 + z4)(yi + ya) = O D 
利用 式 O 可 将 上 式 写成 
(yo — y'o)w - (xo - x'o)y + (xoy'o ~ x'oyo) = O Q 
依 题 设 知 xo = x'o, 则 方程 @ 表示 一 条 直线 设 为 1, 其 斜率 为 
k = BOE S kuy 
xo -— xo 


设 线段 MN 的 中 点 为 G( 即 为 四 边 形 A A2434 WED) ,容易 验证 点 G BJ se 


(et NEYO 适合 方程 中. 表明 直线 1 就 是 MN, 即 P, M,N ZARR. 

反之 ,车 P,M,N 三 点 共 线 .根据 点 G 坐标 及 MN 的 斜率 可 得 直线 MN 的 方 
程 为 Q ER 人 @, 进 而 可 知 式 @ 成 立 .命题 得 证 . 

在 定理 2 中 ,车 四 边 形 414,4344 是 平行 四 边 形 , 则 M,N 重合 为 一 点 ,平面 
内 任意 一 点 P 都 满足 式 @( 这 可 从 上 面 式 OERA). 

在 定理 2 中 , 当 四 边 形 414,4344 为 凸 四 边 形 , PP 为 其 内 部 一 点 时 , 则 有 

EEX 设 P 为 是 四 边 形 414，4344( 非 平行 四 边 形 ) 内 一 点 , 则 等 式 

SAPA, + Sara a, = Sarsa, + SAPAA, @ 

成 立 的 充 要 条 件 是 :点 P 与 四 边 形 的 两 条 对 角 线 4143,4244 的 中 点 及 ,WN 三 点 
共 线 . 

证 阴 因 P 为 凸 四 边 形 414,4344 内 部 一 点 , 则 APA A2, A PA;As, 
人 P4344, 合 PA4h1 的 绕 向 相同 ， 由 此 可 知 ,全 P414h2, 全 PA,h3, 公 PA3h4， 
APAA 同 号 .在 式 O 两 边 取 绝 对 值 即 得 式 @. 命 题 得 证 . 

在 定理 2 中 , 当 P 为 线段 MN 的 中 点 G(G 即 为 四 边 形 A A2434, 的 重心 ) 
时 ,由 充分 性 即 得 定理 1 中 的 凸 四 边 形 情形 . 


党 简单 四 边 形 重心 坐标 公式 


对 于 简单 四 边 形 的 重心 坐标 公式 ,为 讨论 问题 的 方便 , 仅 以 图 3.49 的 情形 
来 推导 , 设 四 边 形 ABCD 各 顶点 坐标 为 4(0,0) 9 B(x2,0) 3 C( X3 s ys) » D( X4， ya) . 


X2 + X4 
3 


(x) gp =p — = Z= = = m — = "g 


A 何 ~ * E 


NO 
ON 


Ti G,( = > “sty r 2, 二 


平 
N 由 于 G, G; 与 G, G, 之 交点 6 就 是 四 边 形 4BCD 之 
何 重心 .由 两 点 式 公式 可 求 出 G, G, 及 G3G4 的 直线 方程 
x $ 
š = B; _ 223 — 2314 + X473 © 
£ y = x 3x3 
> Y4 X2Y3 + X2Y4 + X3Y4 一 X%473 

F YE -n 3( x4 - x2) ° 

由 @ ,@ 两 式 可 解 得 四 边 形 ABCD 的 重心 坐标 为 

x2y3 + %2X37Y3 + x3ya — XY3X47Y3 + %3X474 一 x1y3 
@ e 3( x273 + X374 一 x4y3) 


xX2 3 + %33 4 + X3y4 一 %473 一 %47374 


3(x2y3 + X3y4 — x4Y3) 
定理 ”重心 在 对 角 线 交点 上 的 四 边 形 必然 是 平行 四 边 形 . 
证 明 ”如 图 3.49, 对 角 线 AC 及 BD 的 方程 由 两 点 式 可 得 


Yg = 


~- 把 
了 @ 
y = Y4 z — XIY4 @ 
x4 一 X2 X4 一 X2 


kORO, TR AC 5 G, G, 斜率 相同 , BD 与 G, G, 斜率 相同 , 即 
AC / Cl G2, BD / Gs C4. AC, BD , Cl G2, G3 Gs 四 线 构成 一 个 平行 四 边 形 ， E, G 
在 平行 四 边 形 相 对 的 两 顶点 上 .E,6 共 点 的 充 要 条 件 是 4C 与 G, G, 重合 且 BD 
与 G3G4 重 合 ,此 时 四 边 形 重心 6G 即 其 对 角 线 的 交点 , 即 直 线 G, G; ACRE 
相等 ;直线 G3G4 与 BD 亦 然 , 因 而 得 方程 组 
X2y3 一 XI3Y4 + X43 -0 
3xs 


X2y3 + X274 + X374 一 %473 X274 
3(x4 — x2) X4 一 x2 


化 简 得 
is — x3y4 + xáys = 0 


X273 — 2x2Y4 + z3y4 -~ x4y3 = O 


@ @ 


O 郭 幼 操 . 四 边 形 的 重心 [中 .数学 通报 ,1994(6):36-37. 


@ + @ £ 
2x2Y3 — 2x2y4 = 0 
而 xz = 0, 则 
y3 = Y4 
即 AB // CD 


把 ys = y| ÇA @ 8 
X2y4 — X374 + Xay4 = 0 
则 y4 天 0,x2 = %3 - xa AB = CD 
即 AB 与 CD 既 平 行 且 相等 , 故 四 边 形 ABCD 确实 是 平行 四 边 形 , 即 唯 有 平行 四 
边 形 的 重心 在 对 角 线 上 . 


党 平面 四 边 形 的 欧 拉 定理 


平面 四 边 形 的 欧 拉 定 理 。 平面 四 边 形 的 四 边 平方 和 等 于 对 角 线 的 平方 和 
再 加 上 两 对 角 线 中 点 连 线 的 平方 的 4 倍 , 即 吕 
a2 + b2 + c2 + d2 = é2 + f2 + 4m° 
其 中 m 是 两 对 角 线 中 点 连 线 的 长 度 . 
本 题 是 欧 拉 于 1750 年 提出 的 . 
证 明 ”如 图 3.50, 设 M,N 分 别 是 平面 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 BD ,4C 之 中 
点 ,联结 AM, CM. 


(a) (b) 


图 3.50 
由 于 AM E: A ABD 的 中 线 , CM 是 A BCD 的 中 线 , 则 


4B2 + 4D2 = F (BD? + 4AM?) © 


O 单 坪 , 数 学 名 题词 典 [Mj] .南京 :江苏 教育 出 版 社 ,2002:573-574. 


NO 
ON 


(x) g 3 — — = s = r — = 


ayy “几何 /瑰宝 
ON 
BC + CD? = + (Bp? + 4CM2) @ 
又 由 于 MN E A MAC 的 中 线 , 则 
2(AM2 + CM?) = AC? + 4MN? @ 
H 0,0,0 548 


AB? + BC? + CD? + DA? = AC? + BD? + 4MN2 


Ë “车 凸 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 , | MN |= 0, 则 AB? + BC + CD? + DA? = AC? + 
B8D2, 即 平行 四 边 形 的 四 边 平 方 和 等 于 对 角 线 的 平方 和 . 


好 平面 四 边 形 的 热 尔 岗 定 理 


Mahi B mim Š ISHK 


= 
À! 


(40) 平面 四 边 形 的 热 尔 岗 定理 BAL, M,N,K 分 别 是 平面 四 边 形 4BCD 的 
四 边 48,BC, CD,D4 的 中 点 ,P,Q 分 别 是 对 角 线 AC, BD 的 中 点 , 则 三 线段 
LN, MK, PQ 相交 于 一 点 , 且 都 被 该 交点 所 平分 . 

该 定理 于 1810 ~ 1811 年 间 被 法 国 数学 家 热 尔 岗 所 发 现 . 
证 明 ”如 图 3.51, 在 凸 四 边 形 ABCD 中 , 因 LM // AC, 
KN // 4C , 则 
LM // KN 
同 理 LK // MN 
从 而 LMNK 是 平行 四 边 形 ,其 对 角 线 LN 和 MK 互相 平分 于 
点 0. 
又 因 QM // DC, KP // DC , 则 
QM // KP 
同 理 QK // MP 
则 四 边 形 KOMP 是 平行 四 边 形 ,其 对 角 线 PO 和 MK 互相 平分 于 MK 之 中 点 0. 
故 LN, MK, PQ 交 于 一 点 , 且 都 被 该 交点 所 平分 . 
对 于 四 四 边 形 , 折 四 边 形 同 理 可 证 结论 成 立 . 


注 ”对 于 空间 四 边 形 ,上 述 结论 也 是 成 立 的 . 


Treasure `N Ceometry 


党 梯形 的 施 坦 纳 定理 


梯形 的 施 坦 纳 定理 。 梯形 的 两 对 角 线 的 交点 与 两 腰 延 长 线 的 交点 的 连 线 
必 平 分 梯形 的 上 、 下 底 . 

此 定理 由 瑞士 数学 家 施 坦 纳 首 先 提出 . 

证 法 1 如 图 3.52, 梯 形 ABCD 中 ,4B // CD, AC, BD F 
交 于 点 ,BC , 4D 的 延长 线 交 于 点 , EF 分 别 交 4B, CD + 
点 NN,M. 

由 于 4C, BD, FN 交 于 一 点 ,根据 塞 瓦 定理 ,得 

AN . BC . FD 


Ay =1 


NB ` CF ` DA À N B 
又 因 pc // AB, H) 图 3.52 


DM = MC 


证 法 2 如 图 3.52, 因 DC // AB, W| DN A ME x MC ,有 


DM _ MC 

NB ` AN 中 
DM _ FM _ MC 
由 jy = F = pA 

DM _ MC 

AN ` NB @ 


H O, O 两 式 相 乘 , 相 除 得 
DM? = MC2,AN2 = NB? 
故 DM = MC,AN = NB 


zZ 
AN 


(xr g 3-4 — 3 = = = m = g 


NO 
ON 


ei i ali- TON 


N/A < 
党 梯形 的 中 线 长 公式 


定理 ”梯形 的 中 线 长 等 于 两 腰 平 方 和 之 2 倍 与 两 底 差 之 平方 的 差 的 方 根 
之 半 . 

证 明 ”如 图 3.53, 设 M,N 分 别 为 梯形 4BCD 的 两 底 
AB, CD 的 中 点 ,过 D 作 BC 的 平行 线 DE ,与 4B 相交 于 E， 
作 A AED 的 中 线 DF , 则 


AF = 1(AB- DC) = AM - DN © 


而 AF = AM - FM © ia 
比较 中 和 四 得 DN = FM. 
又 因 DN // FM , 则 四 边 形 FMND 为 平行 四 边 形 ,从 而 MN JL DF. 
由 于 DF 为 人 45D 的 中 线 , 那 么 由 三 角形 的 中 线 长 公式 可 知 


DF = + /2(DE? + AD?) — AF2 
X DE = BC,AE = AB - DC, 则 
MN = DF = + VIBE + AD?) — (AB - DCY: 
党 梯形 的 中 位 线 定 理 
梯形 的 中 位 线 定理 ”在 梯形 ABCD 中 ,点 E,F 分 别 是 腰 4D, BC 的 中 点 ， 


MJ EF = (AB + CD). 
证 明 #mB3.54, A E, F Y3|SEEAD , BC 的 中 点 ， 


gp 
DE _ CF 
EA ` FB 
从 而 EF // AB 
联结 AC 交 EF FAM, N] M 8 AC HHA. #£E 2 ABC 图 3.54 
中 ,有 
MF = TAB 


同 理 EM = + cp 


故 EF = MF + EM = (AB + CD) 
梯形 的 中 位 线 定理 的 逆 定 理 。” 若 瓦 , 严 分 别 是 平面 四 边 形 4BCD 的 边 4D， 
BC 的 中 点 , 且 满足 EF = +(AB + CD), 则 AB // DC. 
证 明 ”如 图 3.54, 联 结 4C , 取 AC 的 中 点 C, 联 结 EG, GF. 
由 三 角形 中 位 线 定理 ,有 
EG L CD, GF LL AB 
于 是 
EG + GF = (CD + AB) 


而 已 知 EF = taB + CD), 即 有 
EG + GF = EF 
亦 知 点 GEEF 上 .从 而 EF // DC, EF // 4B, 故 AB // DC. 


党 梯形 中 位 线 定理 的 推广 


定理 1 梯形 ABCD 中 ,点 已, 正 分别 在 腰 4B,CD 上 ,BF // AD AE = 严 ， 


则 
(m + n)EF = mBC + nAD 
证 明 如 图 3.55, 过 EE 作 CD 的 平行 线 交 BC 于 P,， 8 x 4 D 

交 AD 反 向 延长 线 于 0, 显 然 OPCD 是 平行 四 边 形 ,有 ` 


QD = PC e° 
令 AQ = x,BP = y, 则 
x _ AE m 
y EB n 
即 y = xw“ © 
由 人 得 
x+ AD = BC - y @ 


H @ 5 OH x 48 


(x) g 3 b — — Z m a "g 


£ ———————— ax 


haha B masm Š INK 


Jl 
z 


m(BC - AD) 


m+n 


于 是 EF = QD = z + AD = (BC-AD) , 4p = mBC + nAD 
m+n m+n 


所 以 (m + n)EF = mBC + nAD 

特别 是 当 E, FAB, CD 中 点 时 ,mm = n, 由 公式 可 得 EF = 4D + BC BC ,这 
就 是 梯形 中 位 线 定理 . 

定理 2 # E, FF 分 别 为 四 边 形 4BCD 的 边 4B, CD 上 的 点 , 且 角 = 2E 


x = 


FC 7 
= AD = b,BC = a. AD 与 BC 所 在 直线 的 夹 角 为 a, 则 
_ (am)? + (bn)? + 2ambncos a 
EF’ = (m + a 

证 明 如 图 3.56, 联结 BD, El E fE 
EO / AD 交 BD 于 0 ,联结 0F, 则 OF // BC, | > 
且 有 F. se 

Z OFE = 人 FE0O, FE0 = Z FQD Pea e ~ 
(其 中 点 Q 为 直线 EF 与 直线 AD 的 交点 ) 从 
而 图 3.56 


Z OFE + Z FEO = LFPC + Z DQF = a 
(其 中 点 P 为 直线 EF 与 直线 BC ESA 


因 OE = ,OF = 
m+n’ m+n 
在 AEOF 中 , 依 余 弦 定 理 , 有 
2 _ bn .2 am_\2 .bn _ .am . 
F = (z n) + (= = -2 本 cos(180° — a) 
2 2 
2 _ (am) + (bn) + 2ambncos a 
Bp EF“ = EnF 


特别 地 , 若 令 EF = 1, 且 

(1) 至 =1, 则 1 = 方 V a? + b? + 2abcos a 为 任何 四 边 形 对 边 中 点 连 线 长 
AR. 

(2) = = 1,b = 0,88 1 = 2 为 三 角形 中 位 线 定理 . 

(3) 严 = 1,a = 0.48 1 = HH 为 梯形 中 位 线 定理 . 

(4) 严 = l,a = 180 ,得 ! = A 为 梯形 两 对 角 线 中 点 连 线 长 公式 . 


ey NS 
Z 


(5) a = 0, 得 1 = 


am + bn 
m+n 


S BJEN E bE 


于 是 


即 为 定理 1 分 梯形 两 腰 长 为 亚 的 线段 长 公式 . 
(6) a = 180 ,得 = m — En 为 分 梯形 两 对 角 线 为 严 的 线段 长 公式 . 


定理 ”梯形 的 重心 在 它 的 中 线 上 , 且 内 分 中 线 之 比 为 秋 土 严 . (其 中 ,mm， 


n 分 别 为 梯形 的 两 底 边 之 长 ) 

证 明 Ú; M,N 是 梯形 4BCD BJ F JS AB 与 上 底 CD 的 中 点 , 即 MN 为 其 中 
线 .而 中 线 MN 和 延长 两 腰 所 构成 的 两 三 角形 :人 4B8S 和 ADCS 的 中 线 SM 和 
SN, 三 条 中 线 共 于 一 条 直线 , 而 这 两 三 角形 的 重心 又 都 在 此 直线 上 , 故 梯形 
ABCD 的 重心 在 这 两 三 角形 的 重心 的 连 线 上 , 即 它 的 中 线 上 . 
如 图 3.57, 联 结 AC ,将 梯形 分 为 两 个 三 角形 :人 4BC 
和 人 4CD , 设 点 已 ,0 分 别 为 它们 的 重心 , 则 梯形 ABCD 
的 重心 必 在 直线 PQ 上 .由 于 点 已 和 0 分 别 在 中 线 MN 的 
异 侧 ,所 以 直线 PQ 必 与 中 线 MN 相交 , 设 点 为 C, 那 么 G 
就 是 梯形 ABCD 的 重心 了 ,从 而 


Saaqcp 


e° 


A 


m + 2n 


D 


图 3.57 


过 P, Q 分 别 作 底 边 的 平行 线 与 中 线 相 交 于 M' 和 WNW' ,由 三 角形 重心 定理 
知 , MM = NN = A MN i M 和 WN' 把 中 线 MN 三 等 分 , 即 M'N = lyn. 
H A QN'G co A PM'G ,ÍË. 


由 中 和 外 知 


M'G + N'G 


N'G 
M'N' _ 
NG = 


© 


ON 


(x) oOo nnna 


NO 


Z 
SN 


JERE misma S sisiqa 


— Af FW 


以 MN = + MN RAO, 


l yN 


3 _ DC + AB 
NG = AB 
MN AB 
所 以 a 2 
同 理 有 
+ MN + DC 
MG =” jer AB © 
1 š 
š NG _ z MN + N'G Š 
MG 1 A 
MN + M'G 


3 
将 四 ,代入 @, 化 简 得 


NG _ 2AB + DC 
MG = AB + 2DC 


即 NG s 2m +n 
MG m+2n 
推论 1 ”车 梯 形 两 底 边 长 之 比 为 IESE = k), 则 重心 将 中 线 内 分 之 比 
2k + 1 
LEER 


特别 , 当 梯形 的 一 底 边 之 长 趋 于 零 时 ,两 底 边 长 之 比 为 0 或 m , 则 重心 分 其 
中 线 之 比 为 ;二 或 2, 即 三 角形 重心 定理 . 


推论 2 梯形 的 对 角 线 交点 和 重心 分 中 线 NM 三 段 之 比 为 
NO : OG: MG = 3:2(k-1):(k+2) 


党 稳 形 蝴蝶 定理 


如 果 凸 四 边 形 ABCD 中 ,4B = BC ECD = AD , 则 称 它 为 筝 形 . 因为 它 确 像 
一 只 瓦 片 风 筝 .图 3.58 中 画 出 了 筝 形 48CD .我 们 把 对 角 线 AC 叫做 筝 形 的 横 
R, BD 叫做 筝 形 的 中 线 . 

筝 形 蝴 蝶 定理 WF ABCD 是 以 BD 为 中 线 的 筝 形 , 过 其 对 角 线 交点 M fE 
两 直线 分 别 与 AB, CD 交 于 已 ,0 ,与 4D, BC 交 于 R, 5S. 联结 PR , SQ 分 别 与 横 架 


AC3F G,H,W| MG = MH, WA 3.58 所 示 . 
如 利用 三 角 知 识 ,可 给 出 一 个 简单 证 明 : 
证 法 1 E MA = MC = a,MG = x,MH = y, 由 面积 ,人 

关系 及 正弦 定理 可 得 

x „a-y _ MG CH _ Samre , Sacos u 


SAHMPR . Sacos _ 
SAiMos SA4PR 
MP - MR CO CS _ 
MQ -MS 4P.4R ` 
MP MR CO. CS _ 
AP AR MQ MS ` 
sin y | sin ô sina , sinf _ 
sina sing sin siny ~ 
(RE a, f, y, 8 诸 角 如 图 3.58 所 示 ) 即 x(a - y) = yla - 
x), 由 此 推出 ax = ay, B} x = y. 
证 法 2 iC MA = MC = a,MG = x, MH = y, 在 图 3.59 
中 用 面积 关系 可 得 
_% ,ga-Yy MG CH SAMPR  Sacos _ 
a — x y AG MH Sam Sams ` 
MP MR, CS: CQ _ 
MQ MS AP':AR 
Saapc , Saare . CS ° CQ _ 
Saage Saase APAR | 
Saare . Saare , CS - CQ _ 
Saase Saage AP > AR i 
AP - AC AR-AC, CS: CQ _ 
CS-AC CQ: AC AP -AR `” 


1 
FH. 


学 四 边 形 蝴蝶 定理 


边 形 蝴蝶 定理 MHE ABCD 中 对 角 线 4C, BD 交 于 4C 之 中 点 只 .过 
M 作 两 直线 分 别 交 4B,DC * P, 0 ,2 AD, BC 于 R,S. 联 结 PR 与 QS 分 别 交 


[x )g a — a= g m — =" 


2< 


L 瑰 = 


AM,CM 于 G,H, 则 MG = MH.D 
证 明 iÉ MA = MC = a,MG = x,MH = y, WA 


x 


.a-y _ MG CH _ Sanpn , Sacs 


“° a-x y AG MH Sar Sams | 
JL SA MPR . Sacos ' SAcpp I SAABD 本 
8 Samos SaAcBp SA4BD SAAPR — 
名 MP- MR CQ - CS MC AB. AD _ 
£ MQ : MS ` CD- CB ` MA ` AP - AR = 
pA Sarac , Sarac , Sagac , Sasic . MC . Sarac , Samac _ 
E Sagac Sasac Sapac SA pac MA SAPAC SARAC s: 
理 
MC _ 

(F) MA = 

FK. 

* 

@ 必 四 边 形 蝴蝶 定理 的 推广 


四 边 形 蝴蝶 定理 的 推广 。” 设 M 是 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 的 交点 .过 M E 
两 直线 分 别 与 4B, CD 交 于 P,Q, 与 4D,BC 交 于 R,5. 联 结 PR, QS 分 别 与 M4， 


MC ZF G, H, WA 3.60,3.61 所 示 , 则 2 . CH _ MC 


证 明 


AG ` MH ` MA ` 


图 3.60 图 3.61 


只 要 把 四 边 形 蝴蝶 定理 的 证 法 去 头 截 尾 留 中 段 即 可 . 

图 3.60 中 ABCD 是 凸 四 边 形 .如 果 是 止 四 边 形 、 折 四 边 形 呢 ? 

AAR 3.61, OHE ABCD 的 两 条 对 角 线 交 于 M. 过 M 作 两 直线 分 别 交 
直线 4B , CD FP, 0 , 交 直 线 4D , BC 于 R,S. 直 线 PR , QS 分 别 与 直线 4C 交 于 


C, 刀 .那么 ,是 不 是 仍然 有 等 式 MC . CH - MC 成 立 呢 ? 


AG `MH ` MA 


O 井中 .蝴蝶 定理 的 新 故事 [中 .中 学 数学 ,1992(1) :1-5. 


T — C fam eee I l s C C 3 s. 


有 趣 的 是 ,可 以 依 样 画 戎 芦 ,一 字 不 改 地 写 出 证 明 
MG . CH _ Samer , Sacos _ 
AG MH Saar Sams ` 
SAMPR . Sacos , Sacen , Sas 
Samos SacBp SA4BD SA4PR 
MP- MR CQ- CS MC AB:AD _ 
MQ: MS CD- CB MA AP :-AR — 
SA4PC . SA4RC , SA40C . Saase , MC . Sassc . Saaspc _ MC 
Saage Saase SAADC SAABC MA Saare SAARC E MA 
再 看 图 3.62, 折 四 边 形 ABCD 的 两 对 角 线 交 于 ,过 M 作 两 直线 分 别 与 直 
线 AB, CD 交 于 已, Q ,与 直线 AD, BC 38 R ,S. ER PR, QS 分 别 交 直 线 4C 于 


C, 甩 ,我们 希望 有 22 . CH = ME 是 不 是 对 呢 ? 
我 们 一 字 一 字 地 检查 ,前 述 证 明 仍 适合 于 这 种 情形 . 
还 有 变化 吗 ? 如 果 在 图 3.60 中 ,用 直线 PS 与 RQ 代替 PR, 05 ,得 到 图 3.63 


MG CH _ MC 
RG CMC .CA = MC 成 立 ? 


图 3.63 


回答 是 肯定 的 ,但 证 法 却 不 能 再 如 法 炮制 了 ,不 过 手法 仍 有 点 雷同 . 
MG , CH = Samps . SACRO _ 
AG `MH ` Sass Saw ™ 
SAHPs , Sacro _ MP , MS , Sacro 


Samo Saas MQ MR Sass ~ 


Sapac , Sacro , MS 
Sagac Saas MRT 


Samc . Saco , MS _ 
S aars SAoac MR ` 


BC RD MS _ Sasuc , Sanm , MS 


BS ` AD ` MR ` Sargus Sapma MR ` 


(xr gap — 3 = = = xr = 


3 GC 


ishpa B mis OO 


BM - MC DM: MR MS _ Mc 


DM- MA MA ` BM - MS ` MR = 
有 了 这 个 证 明 过 程 作 蓝本 ,把 图 3. 63 BRE 所 加 二 RIN 
一 字 不 改 地 证 明 同 样 的 结论 .读者 不 妨 一 试 . 


党 四 边 形 蝴蝶 定理 的 演变 


四 边 形 蝴蝶 定理 的 演变 有 下 述 情形 : 

定理 1 过 两 直线 间 线 段 AB 的 中 点 M, 引 两 直线 间 的 任意 两 条 线段 CD 和 
EF(C,E 在 同一 条 直线 上 ), 又 CF ,ED 分 别 交 4B 于 P,0, 则 PM = MQ. 

这 条 定理 即 为 直线 对 上 的 蝴蝶 定理 ,其 证 明 在 后 面 的 相应 条 目 中 . 

定理 2 ”线段 AB 两 端点 分 别 在 公 KGH 的 边 KG, KH 
上 ,PP 是 48B 的 中 点 ,过 PP 作 直 线 CD,EF 交 GH 于 C,E, 交 
HK 于 D, 交 KG 于 F. 联结 FC ,DE 并 交 4B 于 M,N, 则 
PM = PN. 

事实 上 ,如 图 3.64 所 示 , 可 类 似 于 定理 1 而 证 . 


Ë ”此 命题 即 为 三 角形 中 的 贿 蝶 定理 . 


尝 四 边 形 坎 迪 定理 


定理 1 如 图 3.65(a),(b) ,在 任意 四 边 形 ABCD 中 ,经 过 对 角 线 AC , BD 的 
交点 0 任 作 两 条 直线 ,分别 交 直 线 AD, BC ,4B , CD 于 E,F,G, 昌 ,GF ,EH 分别 
交 BD 于 1,J, 则 OO@@ 

OI: OB _ OJ OD 
BI 一 


£ b ot E 
或 OI ` OB 7 0J ` OD 
: S S S S 
证 法 1 S .DI _ Saros | Sapen _ Saroc , Sapen , Samac , Saase _ 


BI OJ Sapre SAEO  SAEOH TSA me SA4BC SABFG 


定理 的 新 故事 [J]. r s AN :1-5, 
道 全 国 冬令 营 选 的 推广 H: 学 教研 ,1992(1) :43. 
边 形 中 的 蝇 蝶 定理 和 坎 迪 定理 [ 忆 . 中 学 数学 (苏州 ),1995(5) :22-23. 


(a) 


图 3.65 
OF: OG _ DE - DH , OD _ BC - AB _ 
OE- OH DA: DC OB BF: BG ` 


SABED Ç SABCD 


NO 
ON 


[> ) g Lele — 3 = = = m — = "g 


Sagep SAaHp 
SA BED ; SA BHD . 0D. SA BCD N SA4BD _ 0D 
SA4D Sapo OB Sapp SAapcp OB 
故 OI- OB _ OJ- OD 
BI ` DJ 


证 法 2 分 别 过 G,F,E,H 作 平 行 于 AC WERE: his h'i haha, TEA 
BG AB:h! BF BC'k, OE ho OH h> 


DE ` AD - h’ DH ` CD- h'y'OF ` k'i’ OG hi 
x BI. OJ _ SaprG , Saogu BG: BFsin Z ABC +: OE - OH _ 


BC .BF .OE , OH _ sin ABC _ 

DE DH OF OG sin ZADC ~ 

4B h BC hi h k2 sin ZABC _ 
AD-h, CD: h, h, h. sin ADC ° 
AB - BC - sin Z ABC _ Saagc _ OB 

AD - CD - sin Z ADC Seipc OD 

BI DJ OB-OI _ OD - 0J 


因此 OI - OB ` 0J - OD'OI- OB ` 0J- OD 
即 S E es 
OI ` OB 7 OJ ` OD 
定理 2 ”如 图 3.66, 四边 形 ABCD 的 对 角 线 4AC, BD 
相交 于 点 0 ,直线 MN 过 点 0 且 与 对 边 BC ,4D 分别 交 于 
点 M,N, 过 0 任 作 两 条 直线 EF , GH 分别 交 对 边 4B , CD 
于 点 E, F,G, H, %4 GF, EH 分 别 交 直 线 MN 于 点 1,J， 
如 果 有 MO = NO, 那 么 I0 = JO. 
证 明 没 40 = a,BO = b,CO = c,DO = d, 


X s ss 


EO =e,F0 = f,GO = g,HO = h,ZE0N = a,LHON = B,Z COM = 7, 
Z BOM = 0,Wj#E A GF0 中 ,由 三 角形 角 分 线 计 算 公 式 有 
1 _ gsin 8 + fsin a © 
IO ™ gfsin(a + B) 
同 理 , 在 人 40B8 和 A COD 中 ,分 别 有 
absin(x — 8 - 7) absin(0 + y) @ 
asin(r ~ B — y) + bsin(8 — 0) T asin(8 + y) + Bein(B = 0) 
E cdsin(x ~ 0 - 7) = cdsin(0 + 7) @ 
f= csin(a — y) + dsin(r ~ 0 — e) ` csin(a — Y) + dsin(0 + a) 
将 四 ,@ 代 人 式 ,整理 得 


sin asin(B - 0) sin asin(8 + y) sin Bsin(0 +a) sin Bsin(a — y) 
+ b + d 


1 a c = S 
10 = sin(0 + y)sin(c + B) + sin(0 + y)sin(a + B) 
同 理 可 得 


g 三 


Jumper gS mk 


sin sin(a + 0) sin Bsin(a — 7) 
ES 
JO ~ sin(0 + y)sin(a + B) + 

sin Bsin(B - 0) sin asin( f + 7) 

+ 
c d 
sin( + y)sin(a + - 


(+4 = ÑL)sin 0 + (i T)sin y 
1 1 b 

故 有 4-b- ae 
又 因为 


— 加 _ csin y + bsin Â _ asin y + dsin 0 _ 
MO ` 而 ~ besin( + y) adsin(O +y) ` 
(+ - 二 )sin 0 + (+ = T)sin y 
sin(0 + y) 
1 1 1 1 
则 10 ` J0 7 MO ` NO 
而 MO = NO, 故 I0 = JO. 
从 上 面 的 证 明 过 程 可 以 发 现 ,我 们 已 经 证 明了 一 个 更 一 般 的 结论 , 当 点 0 
M a S s asnan 
不 一 定 是 MN 之 中 点 时 , 仍 可 得 南 - J6 = go - 南 - 因 此 有 : 
定理 3 ”如 图 3.66( 其 中 点 0 不 一 定 是 MN 的 中 点 ), 四 边 形 ABCD 的 对 角 


线 相交 于 点 0 ,直线 MN 过 点 0 且 与 对 边 8BC, AD 分别 相 交 于 点 M,N, 过 0 任 作 
两 条 直线 EF, GH， ae pos AB,CD TA E,F,G,H,BSs GF ,EH 分 别 交 直 


R MN FAIL J MWAL - 36 = 390 - Ro 


Treasure Geometry 


沿用 上 述 证 法 ,不 难得 到 另 一 结论 ; 

定理 4 如 图 3.67(a) , (b) ,四 边 形 
ABCD 的 对 角 线 4C , BD 相交 于 点 0 ,直线 
MN 过 点 0 且 与 对 边 BC ,4D 分别 相交 于 
点 M,N, 过 点 0 任 作 两 条 直线 EF , GH #Y 
别 各 交 对 边 4B, CD 于 点 E,F, 交 BC, 
AD FA G, H, EER GF, EH 分 别 交 直 


RMN FAL JMET - 70 = wo- H 3.67 


0- 特别 地 ,如 果 MO = NO, 那 么 J0 = JO.( 证 明 略 ) 


显然 ,在 上 述 定 理 4 中 , 当 直 线 MN 与 BD 重合 时 ,结论 仍然 成 立 , 故 对 于 图 
3.67(a) 可 变 成 一 些 有 趣 结论 ( 略 ); 对 于 图 3.67(b) , 则 相应 可 得 

定理 5 ”如 图 3.68, 在 四 边 形 ABCD 中 , 若 过 两 对 角 线 
交点 0 任 引 两 条 直线 , 它们 分 别 各 交 一 组 对 边 于 点 E,F, 
G,H, 联结 GF, EH 并 分 别 延长 交 直 线 BD FAIL J, WA 
T0 - 70 = 南 - 南 ;特别 地 , 当 0 为 BD 之 中 点 时 , 则 有 
IO = JO. 

若 过 点 O 的 任意 两 条 直线 中 有 一 条 与 对 角 线 重合 时 ， 
还 可 得 如 下 推论 : 

推论 ”如 图 3.69, 四 边 形 ABCD 的 对 角 4 
线 AC, BD 相交 于 点 0 ,直线 MV 过 点 0 且 与 Kh 
对 边 相 交 于 点 M,N, 过 0 任 作 直 线 EF 交 四 D 


M 化 
边 形 中 一 组 对 边 于 E, F, EHR BF, DE 分 RN 


1 1 F D C D 
别 交 直 线 MN 于 点 I,J, WA To 到 JO = (a) (b) 
wO - pg’ INE, WR MO = NO, 那 么 图 3.69 
IO = JO. 
e [Ú JK H E PB RJ 4E) 


定理 1 过 四 面 角 S - ABCD 对 角 面 的 交 线 SO 的 任意 三 平面 分 别 与 四 面 
角 的 面 或 棱 交 于 SM, SN, SE , SF , SG, SH, SG,SF 及 SE , SH 所 确定 的 平面 分 别 


No 
ON 


(x) “g 3; — 3 = === =" 


几 # £ 


NZ 
IN 


与 SM , SN 所 确定 的 平面 交 于 SI, SJ, 且 SI, SM 在 SO 的 
同 旁 , SA 与 SM , SN 不 共 面 (图 3.70) , 则 0 
RY ER Ee ER 
cot Z ISO ™ cot Z JSO = cot Z MSO ` cot ŽNs0 Č 


平 

面 

p 1 1 四 

题 cot( M — SA — O) ` cot( N — SA - 0) 

m 其 中 (1 - SA - 0) 322 SI, SA 确定 的 平面 与 SO ,4 图 3.70 

条 | 。 确定 的 平面 所 构成 的 二 面 角 的 平面 角 ,以 此 类 推 . 

rA 证 明 #— Ifl SO,SA,SB,SC,SD,SE,SF,SG,SH,SM,SN,SI,SJ 
分 别 交 于 0,4,B,C,D,E,F,G, 有 H,M,N,1,J 了 ,在 四 边 形 4BCD 中 ,由 坎 迪 定 
理 得 

@ a z JO g Ha z NO 


1 1 1 1 
I AláOU 1 _ 1 1 
则 I0 MO JO NO 


把 上 式 两 边 通 分 .化 简 、 整 理 , 得 
MI _ NJ , MO 
IO ~ JO NO 
由 三 角形 面积 公式 可 把 上 式 化 为 
MSsin < MSI _ NSsin —NSJ , MSsin < MSO 
OSsin Z ISO ~ OSsin Z JSO NSsin Z NSO 
则 sin Z MSI sin NSJ @ 
sin Z ISOsin Z MSO ` sin Z JSOsin Z NSO 
sin Z MSI = sin( Z MSO - Z ISO) = 
sin Z MSOcos Z ISO — cos Z MSOsin Z ISO 


1 1 
ROZU = cot Z ISO ` cot Z MSO 


同 理 可 证 
1 1 
AOAN = cot Z JSO T cot 人 NSO- 
由 以 上 两 式 易 知 @ 成 立 . 
在 三 面 角 S - MAI 和 S - OAI 中 ,由 正弦 定理 ,得 


sin MSI is sin Z ISA 
sin(M —- SA - I) ` sin( O — SM - A) 


O 张 典 书 . 四 面 角 中 的 晨 早 定理 和 坎 迪 定理 [J] .中 学 数学 (苏州 ) ,1996(9):19-20. 


wa 
ü 2 


ON 


sin Z ISO " sin Æ ISA 
sin( Z — SA — O) ` sin( I — SO - A) 


P 
两 式 相 除 ,化 简 、 整 理 得 
sin AMSI _ sin(1 - SO — A) .sin(M - SA - 1) @ 5 
sin ISO ~ sin(0 - SM - A) sin(1 - SA - O) B 
同 理 可 证 
sin 人 NSJ _ sin(J - SO -4) sin(N- SA - J) @ 1 
sin JSO sin(4 - SN — O) sin(J - SA - O) Q 
在 三 面 角 S - M40 和 S - NAO rH , H ERE Ü 
sin MSO J. sin Z ASO L 
sin(M — SA - O) ` sin( 0 - SM - A) x 
sin < NSO sin Z ASO 
sin( N —- SA - O) “` sin(A — SN - 0) 
两 式 相 除 ,化 简 .整理 得 @ 
sin MSO _ sin(A - SN - 0) _ sin(M - SA - 0) @ 
sin Z NSO ~ sin(0 - SM - A) sin(N - SA - 0) 
x sin( 7 — SO -4) = sin( J — SO - A) 
把 @ 化 为 
sin < MSI _ sin Z NSJ , sin Z MSO 
sin Z ISO ~ sin Z JSO sin Z NSO 
把 田 ,@,@ 代 人 上 式 , 化 简 整理 得 
sin( M — SA - I a sin( N — SA - J) © 
sin( 7 — SA ~ O)sin(M - SA - O) `“ sin(J — SA - O)sin( N — SA - O) 


sin( M — SA - I) = sin((M - SA - 0) - (I - SA - 0) ) 
sin( N — SA — J) = sin((N- SA - 0O) - (J - SA - 0)) 
把 以 上 两 式 右边 展开 再 代 人 @ ,经 化 简 .整理 就 得 @. 
H O4, # Z MS0 = 人 NSO, 则 
ZIS0 = Z JS0 
Rh Q #81,#F(M - SA - 0) = (N - SA - 0), 则 
(I — SA - O) = (J - SA - 0) 
这 时 的 坎 迪 定理 就 成 为 蝴蝶 定理 . 


£ 一 下 和 ¿(Ra*x* 


Bn BË mane ISHK 


二 
zZ 


党 是 四 边 形 四 顶点 组 成 的 三 角形 问题 


定理 “” 凸 四 边 形 四 顶点 组 成 的 四 个 三 角形 ,O 

(1) 其 四 重心 组 成 的 四 边 形 与 原 四 边 形 相似 ， 

(2) 每 一 顶点 与 其 他 三 项 点 组 成 的 三 角形 的 重心 的 连 线 共 点 . 

(3) 其 四 个 内 切 圆 中 任 两 圆 的 公 切 线段 ,等 于 其 余 两 圆 的 公 切 线段 ,但 这 
些 公 切 线段 以 落 在 各 边 或 对 角 线 上 为 限 . 

(4) 对 四 边 形 ABCD 中 的 ABCD ,A ACB ,A BDA , A ABC 的 面积 和 外 接 圆 
半径 依次 记 为 54, Sa, Sc, Sp, RA, Ra, Re, Ro, W 

D a?SsSp + biSpSc + c2ScçSp + dSpS4 = e2S4Sc + f2SpSp. 

© ac(R © Rp + Rg > Re) + bd( R, + Re + Rg > Rp) = ef(R, ` Rp + 
Rc ` Rp). 

证 明 (1), (2) 如 图 3.71, 设 四 边 形 ABCD 中 
ABCD,AACD,A BDA, A ABC 的 重心 依次 为 64，, Gs， 
Gc,Gp, 取 4C,BD 的 中 点 M.N, 则 在 A MBD 中 , 有 


GoGs = 二 8D. 由 梯形 的 斯 坦 纳 定 理 (也 可 看 做 梯形 的 性 
质 ), 知 CsB 与 GpD 的 交点 P 在 MN 的 中 点 . 同 理 , GA 与 
GcC 的 交点 也 在 MN 的 中 点 , 即 证 得 AGa, BCB, CGc, DGp ^ 
共 点 于 MN 的 中 点 , 即 知 四 边 形 4BCD 与 G4GpGcGp 是 以 图 3.71 
P 为 位 似 中 心 的 位 似 形 . 故 两 个 结论 即 证 . 


注 ”车 联结 4Cs 延长 交 CD + Q, Q, Ca, BIRRA G,G, = 十 4B, 同 理 有 其 余 3 
式 , 亦 可 证 得 (1). 

(3) HA P,Q,R,S,E,F,G,H,N,M,K, L 如 图 
3.72 所 示 , 则 


AP = (4B + AC - BC), BS = (BA + BD -~ AD) 


CO = 方 (CA + CD - AD), DR = T (DB + DC - BC) 
而 图 3.72 


O 沈 文 选 .平面 几何 证 明 方法 全 书 [M] .哈尔滨 :哈尔滨 工业 大 学 出 版 社 ,2006:376-378. 
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PQ = AC - (AP + CQ) = +((AD + BC) - (AB + CD)) 


RS = BD - (BS + DR) = 3((AD + BC) - (AB + CD)) 


故 PQ = RS 
同 理 EF = MN,LK = GH 
(4) 设 AC 与 BD 相交 于 0 ,交角 为 6, 则 有 


a? = 042 + OB? - 204 . OBcos 0, S, = BD . DCsin 0 
等 这 样 的 各 四 式 代 入 求证 式 @ 两 边 , 则 有 
Te2f2( O04 - OC + OB - OD)sin 0 


便 证 得 ;再 利用 S, = i 等 四 式 代入 O 便 证 得 @. 


iË ”对 于 (4)@, 当 4,B,C,D 共 圆 时 ,RR = Rs = Rc = Ro, 此 即 为 托 勒 密 定理 .此 结 
论 由 杨 路 先生 给 出 . 


党 简单 四 边 形 四 项 点 组 成 的 三 角形 重心 四 边 形 定理 


定理 “在 四 边 形 48CD 中 , Cl, G2, G3, C4, 分 别 为 人 BCD, 人 CD4 ,A DAB, 
AABC 的 重心 ,如 图 3.73 所 示 , 则 〇 


1 
3 四 边 形 6G:CC，= “g S 四 边 形 4BCD 


L234 


B 


图 3.73 
证 了 明 (1) 若 四 边 形 为 凸 四 边 形 , 取 BC 的 中 点 M ,联结 AM , DM , G4, Gi% 


O 贯 福 春 .四 边 形 的 一 个 性 质 [ 相 . 中 学 数学 ,2004(9) :封底 . 


ON 


(x) g == — = Z = 8 = — = a: 


No 
AN 


ishpa B masm =r—Eids 


H AM, DM k, HEC = 1 M = 1 所 以 


所 以 0 - 
同 理 G G 


所 以 


C2C4 // EF 

C4C2 2 这 

EF 3 
a pusa 
又 名 = 去, 所 以 


jes] 
5 

I 
w| 一 


由 中 ,@,G@ 得 

GG _ GaC _ G.G. 

AB BD ` AD 

则 A G,GiG; A DAB 

同 理 会 G4G2G3 co A DBC 
所 以 ,四 边 形 Gi G; G; G, 四 边 形 ABCD ,所 以 

S 四 边 形 6 cy cc， 

SS 四 边 形 4BCD 


GiG 1 1 
= CAB) = (3) = 9 


1 
Bp Sywingo,G,G,G, = 可 四 边 形 4BCD 


(2) 若 四 边 形 为 止 四 边 形 ,沿用 上 面相 同 的 记号 及 方法 ,可 得 
A G.G, G; cO A DAB, A G, G; Gs cO A DBC 


所 以 Zagan 1 Sanaa i 
Sang ~ 9’ Sapsc ~ 9 


SAEC CC, _ Sac,s,o, - Saç,G,G, 
S 四 边 形 4BCD 


1 
SApBc — SAmB 9 


即 命题 得 证 . 
党 凸 四 边 形 四 顶点 组 成 的 三 角形 的 内 ( 旁 ) 心 四 边 


平面 四 边 形 ABCD 中 ,以 四 顶点 组 成 的 人 BCD ,人 4CD, 人 4BD ,和 人 4BC 的 
内 切 圆 圆心 分 别 记 为 ,1,63,14, 内 切 贺 半径 分 别 为 mrzyrayr4. 人 BCD， 
AACD,AABD,A ABC 中 4C,BD 一 侧 的 旁 切 圆 圆心 分 别 记 为 有 ,15,1c,1D. 旁 
切 圆 半径 分 别 记 为 ra4, rp, re, rp. 

定理 1 ”四边形 ABCD rR ,# r, + rs = rm + r4; 则 四 边 形 
L, L, 1, E.O 

证 明 如 图 3.74, 作 7G | BC T G,LH | BC TH, 
IN 1 nc 于 N, 则 


BH = T (AB + BC -~ AC) 


CG = + (BC + CD - BD) 
则 GH = BC - BH - CG = +(BD + AC - AB - CD) 
X IN =l ri - r4, $ 
LB = (r, - r4) + + (BD + AC - AB - CD? 
同 理 
L, = (r2 - r3} + tsp + ÀC - AB - CDY} 


M. ri + rs = r> + ra, M 


ry — F4 = T2 = T3 


即 hl = hh 
同 理 hL = Ll 
从 而 四 边 形 I LI L, 是 平行 四 边 形 . 


又 作 IE | BD FE,hLF| BDFF, M L BF 于 M, 则 


LM = rr + rs 


O sE3691.3 E uE 690 tasta [J]. PE ,2005(12):37-38. 


(x) p 3 = = = = m= = 


anp B mane Š => sia 


本 
zZ 


而 EF = | BD - DE- BF | 
又 DE 


T (Bp + DC - BC) 


BF = (BD + AB - AD) 
则 EF = + | AD + BC - AB - CD | 
从 而 hñ = (r, +r)? + EAD + BC - AB - CDY? 
同 理 A = CE tap + BC - AB - CD} 
则 hh = hla, K Olih Il, 是 矩形 . 
定理 2 四边形 ABCD 中 , 若 r, + rc = ra + rp, l| Ar--======-----M 
四 边 形 11slclo EEH. Qp. ss. 
证 明 ”如 图 3.75, 作 LE | BCFE, IDF L BCT | sq | 
F, IM | F FM,» i E 
nE EEE NEE E B C F 
图 3.75 
EF = EC + CF = + (BC + CD + BD) + 
T (AB + BC + AC) - BC = 
taB + CD + AC + BD) 
则 7 taes + CD + AC + BD} 
同 理 Isl; = (rg — rc}? + tag + CD + AC + BDY 


MI ra + rc = rg + rp! 
TA — Tp = Tg - TC 
Rp lplc = alp 
同 理 Ilg = Iclp 
从 而 四 边 形 1slclp 是 平行 四 边 形 . 同 理 
Ll = If, = (ra + rc)? + + (AD + BC - AB - CD) 


故 O lalelclp 是 矩形. 


党 西 姆 森 定 理 


西 姆 森 定理 。 过 三 角形 外 接 圆 上 异 于 三 角形 顶点 的 任意 一 点 作 三 边 的 垂 
线 , 则 三 垂 足 点 共 线 (此 线 常 称 为 西 姆 森 线 ). 

证 明 ”如 图 3.76, 设 P 为 全 4BC 的 外 接 圆 上 任 一 点 ， 
从 PP 向 三 边 BC, CA, AB 所 在 直线 作 垂 线 , 垂 足 分 别 为 了 工 ， 
MM,N. 联 结 Ph4, PC, 由 P,N,A4,M 四 点 共 圆 ,有 

Z PMN = LPAN = LPAB = Z PCB = Z PCL 

X P,M,C,L 四 点 共 圆 ,有 

LPML = Z PCL 
W Z PMN = Z PML,ËII L, N, M 三 点 共 线 . 图 3.76 


Ë ”此 定理 有 许多 证 法 .例如 ,有 上 述 证 法 . 
如 图 3.76, 联 结 PB, 令 人 PBC = a, 人 PCB = B, 人 PCM = y, 则 
Z PAM = a, PAN = B,Z PBN = y 
H BL = PBcos a, LC = PCcos 8, CM = PCcos y 
MA = PAcos a ,AN = PAcos B, NB = PBcos y 
对 人 4BC, 有 
BL CM AN _ PB > cosa , PC- cosy , PA -cosp _ | 


故 由 梅 混 劳 斯 定理 之 道 定理 , 知 L, N, M 三 点 共 线 . 

西 姆 森 定 理 还 可 运用 托 勒 密 定理 , 张 角 定理 斯 特 瓦尔 特定 理 来 证 ( 略 ). 

西 姆 森 定 理 的 逆 定 理 。 若 一 点 在 三 角形 三 边 所 在 直线 上 的 射影 共 线 , 则 
该 点 在 此 三 角形 的 外 接 圆 上 . 

证 明 ”如 图 3.73, 设 点 PP 在 公 ABC 的 三 边 BC, CA , AB 所 在 直线 上 的 射影 
分 别 为 L, M, N, ARZA. H PN | 4B 于 N,PM | AC 于 M,PL | BC 于 
L, 知 P,B,L,N 及 P,N,A,M 分 别 四 点 共 圆 , 而 AB 与 LM 相交 于 N, 则 
Z PBC = PBL = Z PNM = 人 PAM, 从 而 P,B,C,A WRA, BA P E 
A ABC 的 外 接 圆 上 . 

罗伯特 . 西 姆 森 是 英国 数学 家 . 他 在 几何 学 和 算术 方面 都 有 一 些 贡 献 . 作 
为 希腊 数学 的 信徒 ,他 曾 于 1756 年 校订 过 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》. 但 是 ,要 想 
从 他 的 著作 中 发 掘 出 上 述 定 理 却 是 徒劳 的 . 据 麦 凯 考 证 , 西 姆 森 定理 实际 是 
1797 Æ h3 + (W. Wallace, 1768—1843) 发 现 的 .归功 于 西 姆 森 , 是 因 这 种 通 
称 既 久 , 故 仍 沿袭 至 今 . 
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A 何 瑰宝 


党 西 姆 森 线 的 性 质 定理 


西 姆 森 线 有 许多 有 趣 的 性 质 ,例如 ,三 角形 任 一 顶点 的 西 姆 森 线 就 是 过 这 
点 的 高 ;一 个 顶点 的 对 径 点 的 西 姆 森 线 ,是 这 个 顶点 所 对 的 边 等 .下 面 ,我 们 以 
定理 的 形式 介绍 西 姆 森 线 的 有 趣 性 质 : 

定理 1 如 图 3.77, 设 P 为 全 4BC 的 外 接 圆 贺 0 上 
异 于 顶点 的 一 点 ,P 在 BC ,CAh ,4B 上 的 射影 分 别 为 L,M， 
N. 延 长 PL 交 圆 0 FA 联结 AA, 则 西 姆 森 线 LM // 
A A. 

证 明 ”考查 圆 内 接 四 边 形 PAA C 和 PMLC 可 知 

Z PA,A = 人 PCc4 = 人 PCM = Z PLM 

则 LM / AA. 


Ë (1) 类 似 地 ,还 有 LM // BB,, LM // CC. 图 3.77 

(2) 若 自 点 P 引 三 直线 分 别 平行 于 BC, CA, AB 交 外 接 圆 于 4 ,8 ,C' ,点 P 的 西 姆 森 线 
为 MN. H'D = PC,# Z BAA' = Z PBC. X. ZANL = 人 BPL( 由 P,N,B,L 四 点 共 圆 ), 知 
44' | NL. 同 理 有 BB' , CC’ 均 垂 直 于 NL. BB AA , BB' , CC 均 与 点 己 的 西 姆 森 线 垂 直 . 

定理 2 ”三 角形 垂 心 与 其 外 接 圆 上 一 点 的 连 线 , 被 此 点 的 西 姆 森 线 所 平 
分 . 

证 法 1 如 图 3.78, 设 P 为 全 4BC 的 外 接 圆 上 异 
于 顶点 的 任 一 点 ,其 西 姆 森 线 为 LMN, 公 4BC 的 垂 心 
为 H. 

作 A BHC 的 外 接 圆 , 则 此 圆 圆 BHC 与 圆 4BC < 
于 BC 对 称 , 延 长 PL 交 圆 BHC FP , 则 工 为 PP' 的 中 
点 , 设 PL 交 圆 BHC 于 点 0 ,联结 P'H. 

由 P,B,L, M 四 点 共 圆 ,有 PLM = 人 PBM = 
LPBA 2 PÀ = QH = ZQP'H. 

从 而 直线 LMN // P'H. 注意 到 直线 LMN 平分 
PP' , 故 直 线 LMN 平分 PH. 

证 法 2 ”如 图 3.79, 设 已 为 全 46C 外 接 圆 上 异 于 
顶点 的 任 一 点 ,其 西 姆 森 线 为 LWMN, 妃 为 人 4BC HE 
D. 


Treasure N Ceometry 


设 PL L BC 于 L, 交 贺 于 另 一 点 ,延长 EP 至 FF， A 
使 PF = LE. 设 0 为 人 4BC 的 外 心 , 作 OD | BC 于 < 
D, H 0 作 LF 的 垂 线 必 过 EP 的 中 点 , 亦 即 过 LF 的 中 

点 ,所 以 LF = 20D, 又 AH = 20D, LF JL 4H, 从 而 > 

AHLF 为 平行 四 边 形 . Ë Z 


设 PN | AC T. N, LN XAH T. S' ,联结 PS. H 
AE // LN, 而 LE // AS, WJ LEAS 为 平行 四 边 形 , 即 知 
PF = EL = 4S, 故 LHSP 为 平行 四 边 形 , 从 而 PH 被 直 图 3.79 
线 LMN 平分 . 
证 法 3 ”如 图 3.80, 联 结 AH HIEKE BC FE, Z 
外 接 圆 于 FF, 联结 PF 交 BC 于 6, 交 西 姆 森 线 于 Q. 
H P,C,L,M 四 点 共 圆 ,有 人 MLP = 人 人 MCP = 
Z AFP = 人 LPF, 即 A QPL 为 等 腰 三 角形 , 即 OP = 
QL. 
又 HE = EF,ZHGE = ZEGF = ZLGP = 
Z QLC, W] HG // NL, 即 本 5 与 西 姆 森 线 的 交点 天 为 
PH 的 中 点 . 
证 法 4 联结 PM 并 延长 交 外 接 圆 于 天 , 联结 图 3.80 
BK, 过 B 作 BD | AC 于 D, 延 长 BD 交 外 接 圆 于 7T, 则 重心 在 B87 上 ,如 图 3. 
80 所 示 . 
联结 AP, 由 4,M,P,N 四 点 共 圆 , 知 人 MNB = 人 MNA = MPA = 
Z KPA = /KBA,Mm BK // MN. 
B H#kEHR // BK XPK 于 R, 则 RHTP 为 等 腰 梯 形 .而 HD = DT, 则 知 AC 
是 HT 的 中 垂 线 , 从 而 知 M 是 PR 的 中 点 . 
注意 到 ML // KB // RH ,#E A PRH 中 ,ML 必 过 PH 的 中 点 , 故 PH 被 直线 
LMN 平分 . 
证 法 5 ”如 图 3.81, 设 一 4CP = 90, 西 姆 森 线 LMN 与 高 线 4D 交 于 点 E, PH 
交 西 姆 森 线 LMN FAX. FUE X H PHAPA. 
注意 到 PL = PC .sin(C + 0) = 2R : sin( B — 0) . sin( C + 0) 
Z ELB = Z MPC =% - 0 
DL = b + cos C — 2Rsin( B — 0) - cos( C + 0) = 
2R(sin B +: cos C ~ sin( B — 0) + cos(C + 0)) = 
R(sin A + sin( B — C) — sin A — sin( B — C - 20)) = 
2R - cos( B — C - 0) ` sin 0 


`° 
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从 而 
ED = DL ` cos 0 
sin 0 


HD = 2R °: cos B : cos C 
EH = 2R(cos( B - C - 8) » cos 0 — cos B + cos C) = 
R(cos( B — C) + cos( B — C - 20) — cos( B + C) — 


= 2R `: cos( B — C - 6) - cos 0 


cos( B - C)) = 
2Rsin( B — 0) - sin( C + 0) = PL 
又 EH // PL, 则 
PS _ PL _ 1 图 3.81 
SH 7 EH 
故 S 为 PH 的 中 点 . 


证 法 6 如 图 3.82, 设 直线 AH 28 B| O 于 F, 则 
S D A HF 的 中 点 , 作 PL | BC T L, E2 PL 交 圆 
0 于 4'. 过 右 作 HK // AA' 28 PA' 于 K, 则 HKPF 为 
等 腰 梯 形 , 且 LD 为 其 对 称 轴 , 从 而 工 为 KP 的 中 
点 


又 KH // A'A // 点 P 的 西 姆 森 线 1, 故 1 与 PH —5⁄ç= 
的 交点 X H PH 的 中 点 . 


注 ” 设 R,T 分 别 为 BH,4H 的 中 点 ,由 A, B, P, F Ë 图 3.82 
圆 , 知 7,R,,D 亦 共 圆 ,此 圆 即 全 4BC 的 九 点 圆 , 即 X ERARE. 

证 法 7 在 图 3.83 中 五 是 垂 心 ,D 是 边 BC 上 高 
线 的 垂 足 . AD ZE ABC 于 天 ,联结 PK, 交 西 姆 森 线 于 
0, 交 边 BC 于 7T, 则 人 1 = Z2 = Z5 = ZX6(P,B,L, 

MM 共 圆 , PL // AK, X. 人 2, 人 5 为 同 弧 所 对 圆周 角 ). 于 
E PQ = LO. 从 Rt 人 PLT 知 PO = QT,Z4 = 9. 又 ZA! 
BC | AK,HD = DK,4į4 ATDK 2 ATDH, W Z7 = N L 
Z8 = L9 = Z4,LN // HT.0Q 是 PT 中 点 ,过 0 的 西 
姆 森 线 LN 平行 于 全 PHT 底 边 HT, 必 交 另 一 边 PH 的 
中 点 无 ,这 就 是 说 PH 被 点 P 的 西 姆 森 线 平分 . 图 3.83 

推论 ”定理 2 证 明 中 的 西 姆 森 线 上 的 点 了 在 三 角形 的 九 点 圆 上 . 

事实 上 ,图 3.83 中 ,从 定理 2 知 天 是 PE 被 西 姆 森 线 LN 所 等 分 的 中 点 ， 
PX = XH. Kiho 0 和 垂 心 五 .我 们 知道 九 点 圆 圆心 U 在 OH 中 点 上 , 九 点 圆 
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半径 是 外 接 圆 半径 之 半 .图 3.83 中 UX = 六 OP, 因 此 于 在 九 点 圆 上 . 


定理 3 在 全 4BC 外 接 圆 上 任意 二 点 P,P' 对 
应 的 西 姆 森 线 SS, S15'| 交 于 点 天 .二 者 交角 等 于 
I PP' 所 对 圆周 角 . 

证 明 图 3.84 中 P,M,N,4 共 圆 ,人 APM = 
Z KNN' , PP 的 圆周 角 为 
Z PAP' = Z PAM + Z M'AP = 

(90° - ZAPM) + (9 - Z AP'M') = 
180 - Z APM - Z AN:M' 
(4,P',N',M' 同 圆 ) = 

180 - Z KNN' — Z NN'K 
(4,P,M,N 同 圆 ) = 和 LKL 

定理 4 三 角形 外 接 圆 直径 两 端点 所 作 西 姆 
PREX, 交点 在 三 角形 的 九 点 圆 上 .( 正 交 的 西 
RREA) 

证 明 从 定理 3 易 知 二 者 是 正 交 的 . 

图 3.85 中 , SS, SS'i 分别 为 P,P' 对 应 的 二 
西 姆 森 线 , 且 SS' LSS SEXT K, HAEL. B 
定理 2 说 SS , S15'1 分 别 平分 PH,P'H 于 X,X'. 定 
理 2 的 推论 说 X,X' 都 在 A ABC 的 九 点 圆 上 ,图 
3.85 中 Z XKX' = 90P, 可 见 KK 也 在 九 点 圆 上 . 图 3.85 

定理 5 三 角形 的 三 个 外 角 平 分 线 与 其 外 接 圆 交点 的 西 姆 森 线 共 点 .中 

证 明 如 图 3.86, 在 公 4BC(4B > AC) 中 ， 
X,Y,Z 分 别 是 人 4BC 三 个 外 角 Z DAB, ZABE, 
Z BCF 的 平分 线 4AX, BY , CZ 5 A ABC 外 接 圆 的 交 
A, HA X, Y, Z(G = 1,2,3) 分 别 是 点 了 ,7Y,Z 在 
直线 AB, BC, CA 上 的 射影 .联结 BX, CX, 由 AX É 
分 Z DAB K XX, L BC, 易 知 ,点 Xs 是 边 BC 的 中 
点 , 且 BX, = CX, = ZC px = CX. 

在 四 边 形 AXBC 中 ,由 托 勒 密 定理 ,得 

AB - CX = BC - AX + AC. BX 


O ” 李 耀 文 . 西 摩 松 线 的 一 个 性 质 [ 相 . 中 学 数学 ,2003(9) :41. 
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— 几何 R 


BO. AX 2CX, : AX 
则 AB - AC = y = — y e° 
由 XX, L AB, XX, | BC, 则 易 知 有 


A AXX, o A CXX; 


则 总 
即 AX. = CH, - AX @ 
由 式 O,Q@, 48 
AX, = (AB - AC) @ 
x BX, + BX; = (AB - Ax.) + ËC @ 
将 @ 代 人 @,48 


BX, + BX, = T (AB + BC + CA) 


这 表明 :线段 XI X, Fh) A ABC 的 周 长 ,又 直线 XI X, Pl A ABC 的 边 BC 的 
中 点 X. 

所 以 说 :直线 XI X, 是 人 4BC 的 周 界 等 分 线 . 

辣 理 可 证 :直线 Y, Y3, Z, Z, 也 是 人 4BC 的 周 界 等 分 线 . 

此 时 ,它们 共 点 ( 即 为 人 4BC 的 第 二 界 心 J,, 如 图 3.78 所 示 ). 

由 上 所 述 ,我 们 还 不 难 推 证 : 

推论 ”三 角形 的 三 个 外 角 平 分 线 与 其 外 接 圆 交点 的 西 姆 森 线 的 交点 是 原 
三 角形 的 中 点 三 角形 的 内 心 . 

证 明 ”如 图 3.86, 联 结 X,Y3,Y321, ZiX2, 得 中 点 信和 XY321. 由 于 XXs 平 
分 A ABC WAK, WA 

po s < 
X Ys X, 4B, 所 以 
ZX iX,Y, = ZX,X,Z, = LX XZ 

即 X, X, 为 Z Z X, Y; 的 平分 线 . 

同 理 Y, Y, Zi Z, 分 别 是 Z Z Ya X, , Z Y, Z X, 的 平分 线 . 

所 以 , 西 姆 森 线 X XX3, Y YY, Z Z;jZ, 的 交点 JAF Ü) 是 中 点 
A X;Y,Z, 的 内 心 . 

定理 6 设 人 48BC 的 垂 心 为 召 , 延 长 CH 和 外 接 圆 的 交点 为 也 .在 外 接 圆 上 
取 异 于 顶点 的 一 点 P, 车 PD 与 48 的 交点 为 E, 则 EH 平行 于 关于 点 P 的 西 姆 森 
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线 NLM. 
证 明 ”如 图 3.87, 因 五 为 垂 心 , 则 五,D 关于 4B 4 P 
对 称 ,从 而 
Z DHE = Z HDE = ZX PBC O p ni 
H B,N,P,L 共 圆 ,有 B 
LPBL = LPNL @ 于 
又 PN, CH #EsE ËL T'AB ,从 而 PN // CH. 设 IM 3 C J 
HC 于 点 F, 于 是 ,有 Q 
LPNL = DFN @ ú I 
H O,@,@ š Z DHE = 人 DFN, 故 EH // Ë 图 3.87 L 
NIM x 


定理 7 若 一 条 直线 通过 三 角形 的 垂 心 , 则 这 条 直线 交 于 三 边 的 对 称 线 必 
交 于 外 接 圆 上 一 点 ,这 点 对 于 三 角形 的 西 姆 森 线 平行 于 已 知 直线 . 

证 明 ”如 图 3.88, 公 ABC 的 外 接 圆 为 圆 0 , 设 妃 为 人 4BC 的 垂 心 ,过 已 的 
直线 1 分 别 交 BC, C4 ,4B 于 G,L,K. 设 1 关于 C4 的 对 称 线 交 圆 0 + P. A P ZE @ 
BC,CA,AB 上 的 射影 分 别 为 D,E,F, 则 D,E,F 共 线 , 即 为 点 P 的 西 姆 森 线 . 


图 3.88 

设 点 PP 关于 BC, CA, AB 的 对 称 点 分 别 为 Pi,P2, P3, W D, E, F 分 别 为 
PP, PP,, PP, 的 中 点 ,从 而 Pi, P2, P, 共 线 . 

联结 PH 交 EF 于 MM, 由 西 姆 森 线 的 性 质 定理 2 知 ,M 为 PH 的 中 点 ,从 而 
P3H // FM,P,H // DM ,P,H // EM, 即 知 直线 P, P, Ps 与 直线 1 重合 , 且 与 直 
线 FDE 平行 . 

又 PK, PG, PL 为 ! RF AB, BC, CA 的 对 称 线 , 则 此 三 线 交 于 圆 0 上 的 点 P. 

定理 8 ” 圆 上 三 点 对 于 同一 内 接 三 角形 的 西 姆 森 线 所 交 成 的 三 角形 ,与 该 
三 点 连 成 的 三 角形 相似. 

证 明 ”如 图 3.89, 三 点 Pi, P,P; 对 于 公 4BC 的 西 姆 森 线 所 交 成 的 三 角形 
为 人 00203. 

由 定理 3 得 人 0 = ZPPP}, ZQ = 人 PiP2P3, 所 以 
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n fm m = 


AQ QQA AP, P2P3 

定理 9 ” 圆 上 任 一 点 对 于 两 个 固定 的 内 接 三 
角形 的 西 姆 森 线 , 它们 的 交角 大 小 不 因 该 点 的 位 
置 而 改变 . 

证 明 ”如 图 3.90, 设 交 l, 于 R,i 由 交 才 于 
G, 3, FP, LÆ’, T Q, 3 P, TF K. HE 
34, Pi, P2X} OABC 与 人 4'B'C' KIR L 
与 h, l 与 P 的 交角 均等 于 P, P, 弱 所 对 的 圆周 
角 , 即 两 角 相 等 ,所 以 Z PRQ = ZX PKG. 

又 P, X} A ABC 5j AA'B'C' 的 西 姆 森 
线 11 与 1 的 交角 为 人 PGK, P, 为 人 4BC 与 
AAB'C 的 西 姆 森 线 L 与 P, 的 交角 为 
Z RQP. 

# A PGK 5 A PQR 中 , 因 ZX PRQ = 
PKGC, 所 以 人 PCK = ZX PQR. 

故 点 在 圆 的 任意 位 置 ,其 对 两 个 固定 
的 内 接 三 角形 的 西 姆 森 线 有 固定 的 交角 . 

定理 10 ” 圆 上 一 点 对 于 内 接 三 角形 的 
西 姆 森 线 夹 于 该 三 角形 任 两 边 ( 所 在 直线 ) 
间 的 线段 ,等 于 第 三 边 在 该 西 姆 森 线 上 的 射 
影 


证 明 ”如 图 3.91, FDE 为 点 P X} A ABC 的 西 姆 
松 线 , DE 是 夹 在 BC, CA 间 的 西 姆 森 线段 ,4'B' 是 AB 
在 西 姆 森 线 上 的 射影 . 

在 以 PC 为 直径 的 圆 中 , 作 DG = PC 且 DG 过 PC 
的 中 点 ,联结 GE , 则 A pGE 为 直角 三 角形 . 

过 4 作 BB' 的 垂 线 , 垂 足 为 工 , 交 圆 于 天 ,联结 
AK, 则 A AKL 亦 为 直角 三 角形 . 

因为 ~4BK = -E / prp BEZZI 
Z PBC, U, AK = PC = DG. 

又 LAKL = ZACB = LDPE = LDGE,PWM A AKL SO A DGE. É DE = 
AL = A'B'. 
同 理 , FE = B'C',FD = A'C'. 


3.91 


— X 


注 ZABK = Z B'FA — %P = Z BFD - %P = Z PFD. 

定理 11 ÉH E AABCW3ET M,N E A ABC 外 接 圆 上 两 点 ,已 是 这 两 
点 的 西 姆 森 线 的 交点 ,KK 是 五 关 于 P 的 对 称 点 , 则 A KMN 的 垂 心 工 在 人 4BC 的 
SMALE, H. L 对 A ABC 的 西 姆 森 线 垂直 于 MN 而 通过 点 已. 

证 明 如 图 3.92, 设 M,N 对 
AABC 的 西 姆 森 线 分 别 为 iy,in, 其 与 
HM, HN 分 别 交 于 S,T, 则 S,7T 分 别 为 
HM, HN 的 中 点 . 又 P 是 HK 的 中 点 , 则 
PT // KN, PS // KM. 

p N fE KM BJ3£R 26 B] + L, ZHR 
MK F G, LM , LK. H + Z TPS 为 直 
线 lu 与 ly 的 交角 a 的 补 角 , 则 

Z NKM = Z TPS = 180 -a = 

180 - Z NLM 

作 天 关于 NW 的 对 称 点 KK' , 则 知 K 

在 外 接 圆 上 ,延长 LK ZAF K , 则 
Z NLK" = 9%p - Z LKG = 9% - Z K'KM = 
Z NMK = Z NMK' 

又 LNLK = 人 NMK', 即 有 人 NMK' = 人 NMK", 即 K 与 Kr 重合 . 

而 KK' | NM, 即 KK" | NM, 亦 即 LK | NM ëk N 28 2 KNM 的 垂 心 . 

令 工 对 A ABC 的 西 姆 森 线 为 1, 其 与 Iy 的 交角 等 于 弦 LN 所 对 的 圆周 角 
Z LMN. HT. Z LMN = LLNK,H PT // KV, 所 以 1 NA LK. 

又 1 过 LH 的 中 点 , 故 1 过 点 P. 因 LK | NM, 故 1 L NM. 

推论 1 Ü M,N E AABC 的 外 接 圆 上 两 点 , 自 M 引线 垂直 于 NN 的 西 姆 森 
RLA WwW 引线 垂 直 于 W 的 西 姆 森 线 , 则 所 引 两 线 交 于 圆 上 一 点 工 , 且 二 的 西 姆 
森 线 垂直 于 MN 而 与 前 两 条 西 姆 森 线 共 点 . 

事实 上 , 作 ML | PT,NL L PS,JIJ Z MLN = Z TPS 的 补 角 ( 或 人 人 TPS), 故 
在 外 接 圆 上. 同 定 理 12 的 证 明 , 可 得 1 | MN 上 且 过 点 P. 

推论 2 设 工 是 全 4BC 的 外 接 圆 上 一 点 , MN EEATT L 的 西 姆 森 线 1 的 
一 条 蓄 , 则 工 ,M ,AN 三 点 的 西 姆 森 线 共 点 . 

事实 上 , 作 公 LMN 的 重心 K, 可 得 LM L iy, IN Llu, PAL LK, 故 有 工 ， 
M,N 三 点 的 西 姆 森 线 共 点 于 P. i 

定理 12 ”两 三 角形 有 共同 的 外 接 圆 , 则 一 个 三 角形 的 三 顶点 对 于 另 一 个 
三 角形 的 三 条 西 姆 森 的 交点 及 另 一 个 三 角形 三 顶点 对 于 此 形 的 三 条 西 姆 森 线 
的 交点 凡 六 点 共 圆 ,圆心 是 两 三 角形 的 垂 心 联结 线 的 中 点 . 


[*)' g 3; — 3 = = = r — =" 


NO 
ON 


ispa B MARS ISEK 


证 明 ”如 图 3.93, 令 H,,H, 分 别 为 
AABC, ADEF 的 垂 心 ,其 连 线 的 中 点 为 
以 ,各 顶点 对 A DEF 与 A ABC 所 作 西 姆 
森 线 分 别 为 la, lg,lc,lp,le, lr, H, 55 
D,E,F 联 结 线 的 中 点 分 别 为 D' ,E', F; 
H, 与 4, B,C 连 线 的 中 点 分 别 为 4' , B'， 
C. 

由 定理 4 知 , 所 得 六 个 中 点 分 别 为 
lp,les les has lpslc 5 HD, HE, HF, 
H,A,H,B , HC 的 交点 . 

又 设 X,Y,Z 为 ,lp,lc 三 线 的 交 
AT, U, VÄ lp, le, lr 三 线 的 交点 ,于 是 
MA’ // HiA, MB’ // HIB, MC’ // HiC, 
B'C' // BC, C'A' // C4, 从 而 

LB'MC' = LBHIC = 180 - Z BAC 

由 定理 3, 知 is,ic 的 交角 BX'C = 180p - 了 BAC, 故 有 B',M,X,C' 四 点 
共 圆 . 同 理 C', M, Y, 四 点 共 圆 , 所 以 人 MXY = 人 MB'C' = ZH AC = 
MA'C' = 人 MYX, 从 而 MX = MY. 

同 理 , MY = MZ = MX, 即 X,Y,2Z 共 圆 ,圆心 为 M. 同 理 7,U,V 共 圆 , 圆 
心 为 M. 


以 下 证 明 MX = MT. 因 AMB'C nA HiBC, 其 相似 比 为 户 , 而 AH,BC S 
A ABC 有 相同 的 外 接 圆 半径 R, 故 A MB'C' 的 外 接 圆 半径 为 仿 . 由 正弦 定理 ， 


MX = 2- +R ‘sin ZMC'X = R - sin ZMC'X 


同 理 MT = 2. +R ,sin LMF'T = R - sin ZMF'T 

H + Z MC'X 53 HIC 与 1 所 交 成 的 角 , 而 Z MF'T S£ H, F 5 lr 所 交 成 
的 角 , 且 H,C,L S lr, HF 28 C, F 两 点 对 A ABC 5 ADEF 的 西 姆 森 线 ,由 定 
理 12, 知 Z MC'X = 人 MF'T, 故 MX = MT. 

推论 ” 若 两 三 角形 有 共同 的 外 接 圆 , 且 其 中 一 形 的 三 顶点 对 于 另 一 形 的 
三 条 西 姆 森 线 交 于 一 点 , 则 另 一 形 三 顶点 对 于 此 形 的 三 条 西 姆 森 线 亦 交 于 同一 
点 ,这 点 是 两 三 角形 垂 心 连 线 的 中 点 . 

定理 13 已 知 公 4BC. 设 直线 IX BC,CA,AB T X, Y, Z , 则 

(1) 在 4,B8,C 分 别 引 圆 4YZ , 圆 BZX, 圆 CXY 的 切线 交 人 4BC 的 外 接 圆 上 
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一 点 ,这 点 对 于 OABC 的 西 姆 森 线 与 1 垂直 . 

(2) B A,B,C 分 别 作 圆 4YZ , 圆 BZX, 圆 CXY 的 直径 (所 在 直线 ) 也 交 于 
A ABC 的 外 接 圆 上 一 点 ,这 点 对 于 OABC 的 西 姆 森 线 与 1 平行 . 

证 阴 如 图 3.94,01, 02, 0, 分 别 为 三 圆 圆心 . 

(1) 在 点 4 引 圆 4AYZ 的 切线 交 圆 0 于 已, 联结 PB WJ Z PAB = Z AYZ. 

H F ACB 与 人 Ph4B + Z PBA 均 与 人 4PB 互补 ,所 以 ,人 PBA = 人 BXZ， 
从 而 知 PB 是 圆 O, 的 切线 . 

同 理 , PC 是 圆 O, 的 切线 . 

YE P X} A ABC 的 西 姆 森 线 1,( 即 直线 EF), M P,4,E,F 四 点 共 圆 ,有 
LYEF = ZAPF,J L | 1. 

(2) 联结 40; 交 圆 0 于 0, 则 QA | 4P, 从 而 一 PBO = 9%0p, 而 PB 是 圆 0 
的 切线 , 则 QB ERN O, 的 直径 所 在 的 直线 . 

同 理 , Qc 是 圆 O, 的 直径 所 在 的 直线 . 

fE Q XT A ABC 的 西 姆 森 线 10, 则 4,0,E',F' 四 点 共 圆 , 且 因 A4G 是 圆 0 的 
直径 而 有 OP // 62 ,于 是 

LAE'F = ZAQF' = ZAGZ = LAYZ 

KA lọ // 1. 


3.94 
定理 14 ”将 圆 上 四 点 两 两 连 成 四 个 三 角形 ,而 这 圆 上 任 两 点 对 于 该 四 个 
三 角形 中 每 形 的 两 条 西 姆 森 线 分 别 交 于 一 点 , 则 这 样 的 四 个 交点 共 线 . 
证 明 如 图 3.95, P, P.P.P, 为 圆 内 接 四 边 形 M,N 为 圆 上 另 两 点 ,点 M 
对 A P, Ps P, 的 西 姆 森 线 记 为 m RAHE A N 对 A P, P, P, 的 西 姆 森 线 记 为 
ni, 余 类 推 . Cl, C2, C3, Ca, Di, D, 分 别 为 直线 ms 与 m, mi 与 m, m 与 mo, mo 
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与 m,m 与 m,m 与 m 在 直线 
Pı P2, P2P3, P3P4, PAPI, P I Ps, 

P, P. + 的 交点 541，,42,43,44， Bl, 
B, 分 别 为 直线 ns 与 may ml 与 na,ni 
与 nz, n> 与 ns, m 与 na, ni 与 n3 在 直 
线 P ,P;, P,Ps, P3P4, PaPi, PI Ps, 
PaP, 上 的 交点 ,Qi 为 mi 与 n, 的 交 
点 , 余 类 推 . 

由 于 直线 C444, D2B2, C343 共 
点 于 已 , 即 A C,D,C, 与 AA.B;A; 
对 应 顶点 的 连 线 共 点 , 则 由 戴 沙 格 定 
理 , 知 这 两 个 三 角形 对 应 边 所 在 直线 
的 交点 01, Q2, Q3 共 线 . 

同 理 , Q2, 03,Q4 共 线 . 故 Qi, 
Q2, Q3, Q 共 线 . 


党 共 线 点 的 萨 蒙 定理 


定理 ” 自 圆 上 一 点 引 三 弦 ,并 以 它们 为 直径 画 圆 , 则 所 画 三 圆 的 其 他 三 交 


点 共 线 . 

WRA i$ PA,PB,PC 为 已 知 圆 上 的 三 
弦 , 如 图 3.96 所 示 , 点 Z,X,Y 为 以 这 三 弦 为 直 
径 的 圆 的 其 他 交点 . 

联结 PX, PY, PZ, 则 由 人 PXC 与 人 PXB 
均 为 直角 , 知 B,C,X ZARR. 

同 理 4,Y,C 及 4,Z,B 分 别 三 点 共 线 . 

HF X,Y,Z EAP HE A ABC 三 边 上 的 射 
影 , 故 由 西 姆 森 定理 知 X, Y, Z 三 点 共 线 . 


党 西 姆 森 定 理 的 推广 


定理 1 h A ABC 的 三 顶点 引 互相 平行 的 三 平行 线 , 它 们 和 A ABC 的 外 
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接 圆 的 交点 分 别 为 4' ,B' ,C' .在 A ABC 的 外 接 贺 上 任 取 一 点 P, 设 PA ,PB', 
PC' 与 BC, CA, AB 或 其 延长 线 分 别 交 于 D,E,F, 则 D,E,F 共 线 .中 

证 明 ”如 图 3.97. 因 : 

Z PCE = LABP = ZA' 
又 44' // BB' ,有 
ZA = Z BGD 

则 Z PCE = Z BGD 

X. Z CBB' = Z CPB' ,从 而 在 全 BGD 5 APCE 中 ， 
# Z BDP = Z CEP. 图 3.97 

于 是 D,P,E,C 四 点 共 圆 . 人 PDE = PCE = /4h', 故 AA' // DE. 

同 理 可 证 ,44' // DF. 所 以 D , E, FHR. 


注 ”可 以 证 明 , 当 PA | BC 时 ,定理 1 就 成 为 西 姆 森 定 理 . 
定理 2 车 P,Q 为 个 ABC 外 接 圆 半 径 或 延长 线 上 两 点 , OP. 00 = R2, 0 
为 外 心 ,R JE, P FBC, CA, AB KIRANA, V, W, QU, QV, OWS 
别 交 BC, Ch4,4B 于 D,E,F, 则 D,E, FRR. 
证 明 ”如 图 3.98, 联 结 CO , 则 
OP. 00 = 0C2 
X ZP0C = 人 CO0 , 则 
和 人 OPCom 和 CO0 
Z 0CP = 人 00C 
设 00 与 圆 c 交 于 天 , 则 
Z 0KC = Z 0CK 
x LOKC = ZX 0QC + Z KCQ 
Z 0CK = Z 0CP + Z KCP 
Z 0CP = Z 00C,ZPCK = Z KCQ 


则 Z QCV = 2Z KCE 
同 理 Z QBW = 2 人 KB4 
又 AKCE = LKBA, 则 
Z QCV = Z QBW 
即 Sage _ CV: CQ _ PC - QC 


Sag “QB - WB ` PB- QB 
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NO 
AN 


(x) p 3 ra — 3 = = = m — = 


2< 


Sihpa B mane 8 = mia 


几何 /A 瑰宝 


同 理 有 Sagaw _ PA QA Saggu _ PB - QB 
Saqcu E: PC ° QC'Saqv ~ PA ° QA 
则 BD . CE , AF _ Sagsu . Saqcv , Saow _ | 
DC EA FB Seoc Saqv Sagew ` 
故 D,E, F 共 线 . 


显然 , 当 PO Q) 在 圆周 上 时 ,此 定理 即 为 西 姆 森 定 理 . 

由 多 边 形 414243…… A, 所 在 的 平面 上 一 点 P, 向 多 边 形 的 各 边 14;,， 
A243,… ,4A,41 FER, BEEN B1,B8,,…, B,, 则 称 多 边 形 B.B, B, 为 点 P 
关于 多 边 形 414，…4， 的 一 阶 垂 足 多 边 形 (简称 垂 足 多 边 形 ). 

H P 再 作 B Bre B, BARKER, 设 垂 是 为 C1, C2, Cro, 则 多 边 形 
CiC2… C, 称 为 点 P 关于 多 边 形 414，… A, 的 二 阶 垂 足 多 边 形 . 

依 此 类 推 ,可 定义 点 P 关于 多 边 形 414，…4, 的 n 阶 垂 足 多 边 形 . 

定理 3 ” 设 点 了 与 是 四 边 形 414，4344 的 四 个 顶点 4 
同 在 一 个 圆周 上 , 则 点 P 关于 四 边 形 414，4344 的 二 阶 
垂 足 四 边 形 的 四 个 顶点 在 同一 直线 上 . 

证 明 ”如 图 3.99, 联 结 414;3, 过 P 作 414; 的 垂 线 ， 
垂 足 为 0 ,由 题 设 知 . Danan 

点 P 关 于 AAAA 的 西 姆 森 线 为 BBQ ,同样 ，/ ° s> 
点 尸 关于 AAAA, 的 西 姆 森 线 为 B,QB,. 8 

ZA B.P = ZA QP = LAiBIP = 9% 图 3.99 
则 点 P # A QB, B, 的 外 接 圆 上 .由 西 姆 森 定 理 , 点 PE A QB, B, = E Bls E: 
C1, C3, C4 共 线 . 

同 理 可 证 Ci, C2, C4 也 共 线 . 

故 Ci, C2, Cs, C, 四 点 共 线 . 

这 条 直线 叫做 点 P 关于 圆 内 接 凸 四 边 形 A A4344 的 西 姆 森 线 . 

更 一 般 的 有 

定理 4 车 P 与 号 rn 边 形 4142…4, 的 所 有 顶点 在 同一 圆周 上 , 则 点 P 关 于 
n WÉ A Are A, 的 (n — 2) 阶 垂 足 n 边 形 的 n 个 顶点 共 线 . 

显然 当 n = 3 时 为 西 姆 森 定 理 .这 一 定理 还 可 采用 复数 方法 和 极 坐 标 方法 
来 证 明 .我 国安 徽 的 程 李强 1984 年 ,在 读 初中 时 发 现 了 它 .并 给 出 了 n = 4,5 时 
的 平 几 证 明 . 

天 津 的 杨志明 老师 ,借助 于 笛 氏 坐标 系 ,还 把 西 姆 森 定 理 中国 上 的 点 向 任 
意 点 推广 ,得 到 

定理 5 设 公 4BC 三 边 的 方程 分 别 为 :ax + by + c; = 0(i = 1,2,3), 则 
由 平面 上 的 任 一 点 P(x,y) 向 三 边 引 垂 线 所 得 的 垂 足 三 角形 的 面积 3S = k` 


l f(x,y) 1,f(x,yY) Æ A ABC 外 接 圆 的 方程 . I 
| a?b2b3Al + a2bsb Ao + a2b,b;As i 
2(af + bl)(a2 + b2)(a3 + b3) 


a3 bs 


k = 
a, bz aj bi 


;A = s43 = 


a3 bs al b, a2 b; 


西 姆 森 定 理 的 推广 ,还 有 后 面 的 清宫 定理 、 卡 诺 定理 、 奥 倍 尔 定理 以 及 奥 售 
尔 定理 的 推广 等 . 


清宫 定理 ” 设 P,0 是 个 4BC 外 接 圆 上 异 于 4 ,B,C 的 两 点 ,点 已 关于 三 
边 BC, CA, AB 的 对 称 点 分 别 是 L, M,N, 联 结 QL, QM , QN X BC, CA , AB 或 其 
延长 线 于 D,E,F, 则 D,E, F 三 点 在 一 条 直线 上 . 

这 个 定理 是 日 本 数学 家 清宫 俊 雄 在 16 岁 时 (1926 年 ) 发 现 的 关于 西 姆 森 定 
理 的 一 个 推广 , 即 若 P,Q 重合 , 则 D, E, F 三 点 成 为 从 点 P(Q) 向 BC, CA, AB 
或 其 延长 线 所 引 垂 线 的 垂 足 ,D,E,F 所 在 直线 就 是 点 P 关 于 A ABC 的 西 姆 森 
线 .这 个 定理 的 物理 意义 是 :将 A ABC 的 三 边 或 其 延长 线 作为 镜面 ,于 是 从 点 
P 出 发 的 光线 照 到 D 经 BC 反射 后 通过 0 ,从 点 已 出 发 的 光线 照 到 点 五 经 C4 反 
射 后 通过 CO ,从 点 PP 出 发 的 光线 照 到 点 下 经 4B 反射 后 也 通过 Q. 

清宫 定理 可 以 用 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 来 证 明 . 

证 明 ”如 图 3.100, 由 4,8,P,C 四 点 共 圆 , 知 人 PCE = Z ABP. 

H P 5 M X#+ CA 对 称 ,得 了 PCM = 2 人 PCE. 同 理 N 


得 
Z PBN = 2ZABP 
所 以 LPCM = LPBN ZASS u 
因为 人 PCQ = 人 PBQ, 所 以 k'u PN 
LPCM + LPCQ = LPBN + Z PBQ 9 
得 Z QCM = Z QBN Æl 3.100 


由 于 A QCM 和 A QBN 有 一 个 顶点 相同 ,因此 


Saocy _ CM .CO 
SAgBN 7 BN > BQ 


而 CM = CP,BN = BP, 于 是 得 


Saou _ CP - CQ 
SAoaw = BP - BQ 


(x) pi. — 3 = = = m — = g 
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hh B misi Š a 


辣 理 可 得 
SaoAN _ AP» AQ 
Saga CP - CQ 
SAoBL _ BP: BQ 
Saom AP - AQ 
于 是 BD .CE AF _ Sags, , Saocy , Sagan 
DC EA FB Seoc Seow Sagen 
SA oei Í Sago i Sagan 
SAQM SAoBw Saget 


BP: BQ , CP- CQ ,AP-AQ _ ) 
AP - AQ ` BP - BQ ` CP - CQ = 


根据 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 , D,E,F 三 点 在 同一 条 直线 上 . 


注 ”显然 , 当 P 与 0 重合 时 ,清官 定理 就 成 为 西 姆 森 定理 . 


党 卡 诺 定理 


卡 诺 定理 。 过 AABC 外 接 圆 上 一 点 已 ,向 三 边 所 在 直线 引 斜 线 分 别 交 
BC,C4 ,4 有 FD,E,F,H. ZPDB = 人 PEC = /PFB, 则 D, E, F 32. 

证 明 ”如 图 3.101, 因 人 PDB = ZPFB,WJ B, P, 
D,F 四 点 共 圆 ,又 

LPFB = Z PEA 

H P,F,A,E 四 点 共 圆 ,有 

LPFD = PBD = Z PBC = Z PAE = Z PFE 
故 F, D,E 共 线 . 


Ë 4 ZPDB = 人 PEC = PFB = 9 时 , 卡 诺 定理 即 为 西 
姆 森 定 理 . 

同样 可 证 明 ,其 逆 命 题 也 成 立 . 

据说 此 定理 是 卡 诺 发 现 的 , 卡 诺 是 法 国 军 事 技 术 家 、 政 治 家 、 他 的 《位 置 几 
何 学 》 和 《 横 截 线 论 》 对 近代 综合 儿 何 的 基础 作 过 有 价值 的 贡献 .以 发 现 热力 学 
第 二 定律 著称 的 卡 诺 是 其 长 子 . 
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学 奥 倍 尔 定理 


奥 倍 尔 定理 是 关于 圆 内 接 三 角形 的 一 个 定理 , 它 作为 西 姆 森 定 理 的 一 个 推 
广 ,已 被 矢 野 健太郎 收入 4 几何 的 有 名 定理 》( 陈 永明 译 ,第 86 页 ) 一 书 . 

奥 倍 尔 定理 M OABC 的 顶点 4,B8,C 引 互 相 平行 的 直线 , 设 它们 与 
ZA ABC 的 外 接 圆 的 另外 三 个 交点 分 别 为 4' ,有 B' ,C' ,在 人 4BC 的 外 接 圆 上 取 一 
点 了 , 设 PA' ,PB' ,PC' 与 A ABC 的 三 边 BC, CA, AB 或 其 延长 线 的 交点 分 别 为 
D,E,F,WJ D, E, F 三 点 共 线 . 

证 明 ”如 图 3.102, 因 P,4’,C,4 四 点 共 圆 , 则 

LPCE = Z PA'A 
延长 PA' 与 BB' 交 于 点 0, 由 44' // BB' , 知 


Z PA'A = ZDQB 
则 Z PCE = Z DQB 
XH ZCPE = Z CBB' Š + CR , Wl 图 3.102 


Z PDC = ZX DQB + Z DBQ = 人 DOB + Z CBB' = 
Z PCE + Z CPE = 180 - Z PEC 
故 有 P,D,C, E 四 点 共 圆 , 因 此 
Z PCE = LPDE 


即 有 PDB = ZX PA'A 
所 以 DE // AA' 
同 理 DF // AA' 


于 是 ,D,E,F 在 同一 条 直线 上 . 


$ WMR PA | BC ,联结 C4’ 并 延长 至 5, 由 A, B, C,A' AMZ SAA = Z FBD. H 


A4' // CC' 得 LS44 = Z ACC, H CAR 所 对 的 圆周 角 , 知 ACC = 人 DPF, 所 以 有 
Z FBD = 人 《人 DPF. 于是,D,P,B,F 四 点 共 圆 , 则 有 人 PFB = 人 PDB = 9pP. 同 理 , 人 PEC = 
90 ,这 时 直线 DEF 就 是 西 姆 森 线 , 所 以 奥 倍 尔 定理 是 西 姆 森 定 理 的 推广 . 


党 奥 倍 尔 定理 的 一 个 推广 


定理 ”如 图 3. 103, 设 平面 上 任 一 点 由 与 公 4BC 三 顶点 的 连 线 MA, MB, MC 
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交 其 外 接 圆 的 另外 三 点 分 别 为 A ,B', C, P 是 外 接 
贺 上 的 任 一 点 , PA', PB' ,PC' 与 人 4BC 的 三 边 BC, 
C4 ,4B 或 其 延长 线 分 别 交 于 D,E,F, 则 D,E,F,M 
四 点 共 线 .@ 

证 明 利用 帕斯卡 定理 来 证 . 

对 于 圆 内 接 六 边 形 44'PB'BC ,由 帕斯卡 定理 ,有 
AA' 与 B'B 38T M ,4'P 与 BC 交 于 也 , PB' 与 CA 交 于 
E 三 点 共 线 . 

对 于 圆 内 接 六 边 形 44'PC'CB , 同 理 有 A 与 CC' 交 于 MM,A'P 与 CB 交 于 DD， 
PC 与 BA 交 于 正三 点 共 线 . l 

综 上 , 故 D,E, F, M 四 点 共 线 .为 叙述 方便 ,我 们 称 这 条 直线 为 A ABC 关 
FAM, P 的 奥 倍 尔 线 , 记 作 ly.p. 

在 这 个 定理 中 ,由 于 点 M 可 以 在 平面 上 任 取 , 当 点 M 取 某 特殊 点 时 ,就 会 
派生 出 特殊 的 性 质 ,如 将 点 M 取 为 人 A4BC 的 五 心 ( 垂 心 .重心 .外 心 . 内 心 、 旁 
心 ) 时 ,相应 的 就 可 以 得 到 五 个 定理 .通过 对 点 P 的 特殊 选择 ,这 五 个 定理 又 可 
以 演化 得 出 很 多 有 趣 的 结论 . 上 面 奥 倍 尔 定理 就 是 当 M 取 为 无 穷 远 点 时 的 结 
果 . 下 面 仅 以 点 M J: A ABC 的 垂 心 时 为 例 ,给 出 几 个 推论 . 

推论 1 i H E: A ABC 的 垂 心 ,PP 是 人 4BC 外 接 圆 上 任 一 点 , 则 点 P >< 
于 .人 4BC 三 边 BC, CA , AB #IXTER A" , B" , C" ZE A ABC FH, P HRR 
ly.p 上 ,并且 ly.p 平行 于 全 4BC 关于 点 P 的 西 姆 森 线 Ls. 

证 明 ”如 图 3.104, 不 失 一 般 性 ， < 


设 P 是 BC 上 的 任 一 点 .就 iy.p 和 直线 
PA' (对 PB' , PC' 也 一 样 ) 来 说 ,分 别 
位 于 这 两 条 直线 上 的 点 HAMA 关于 
直线 BC 成 对 称 点 ,而 点 D 是 关于 BC 
的 自 对 称 点 ,因此 ,直线 ly.p PUPA’ 2Š 
于 BC 成 对 称 .而 点 A" 和 已 是 关于 BC 图 3.104 
的 对 称 点 , 故 点 A" DE PA' 关于 BC 的 对 称 直线 ly.p 上 . 同 理 可 证 ,点 P 关于 
CA , AB 的 对 称 点 B”, C" 也 在 ly.p E. 

再 设 PD' , PE' , PF' 分 别 垂 直 于 BC, CA, AB 所 在 直线 于 D’,E',F, 则 DD'， 
E ,FF 三 点 共 线 ,这 条 直线 就 是 点 P RF A ABC HARRE s. HFA A", B, 
C 分 别 是 点 已 关于 BC, CA , AB 的 对 称 点 , 则 点 D' ,E' ,F' BIY PA” , PB" ,PC 的 


图 3.103 


DO 邓 稚 年 , 姜 树 民 , 奥 倍 尔 定理 的 一 个 推广 [中 .中 学 数学 (苏州 ) ,1990(7-8) :37-38. 


中 点 , 据 三 角形 中 位 线 定理 知 , D'E’ // A'B ,BI ly.p / ls. 

推论 2 ABC 的 欧 拉线 ls 关于 A ABC 任 一 边 的 对 称 直线 与 A ABC 的 外 
接 圆 一 般 交 于 两 点 ,其 中 一 点 必 为 人 A4BC 的 垂 心 有 H 关 于 该 边 的 对 称 点 , 设 另 一 
点 为 P, 则 OABC X-T H, P 的 奥 倍 尔 线 ly.p 就 是 该 人 4BC 的 欧 拉线 IF. 

证 明 ”如 图 3.105, 设 公 4BC 的 欧 拉线 左 关 B' 
于 边 BC( 关 于 边 CA, AB 边 同 理 可 证 ) 的 对 称 直 
线 交 OABC 的 外 接 圆 于 4' , P, F A' E: A ABC 
的 垂 心 H 关于 BC 的 对 称 点 .由 推论 1 所 证 , PA =P= 
和 如 ,p 关 于 BC 成 对 称 ,而 一 条 直线 的 对 称 直线 具 
有 唯一 性 , 故 lu p Ml 必 为 同一 条 直线 . 图 3.105 

推论 3 iP A P, A ABC 外 接 圆 上 任意 
一 对 对 径 点 ,有 H 为 A ABC 的 垂 
Ù, H] OABC RFH, P, 的 奥 倍 
尔 线 ly.p,, 与 关于 H, P, 的 奥 
倍 尔 线 ty.p, 互相 垂直 . 

证 明 ”如 图 3.106, 设 AH 
交 A ABC 的 外 接 圆 于 另 一 点 
4', 则 P14' 和 Wp.p 关于 BC 成 
对 称 , P24' 和 iy.p, 关于 BC 成 
对 称 .由 于 PiP, 是 公 ABC 外 接 
圆 的 直径 , 故 ZPAP, 是 直 
角 ,根据 成 轴 对 称 图 形 具 有 保 角 性 ,可知 ly.p 和 ly.p, 的 夹 角 也 为 直角 , BD 
lu.p, Llu-p, 
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图 3.106 


托 勒 密 定 理 “” 圆 内 接 四 边 形 的 两 组 对 边 乘积 之 和 
等 于 两 对 角 线 的 乘积 . 
证 法 1 如 图 3.107, 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 0 ,在 
BD 上 取 点 已 ,使 人 P4B = ZX CAD , 则 
AABP ^ AACD 
于 是 


X GC 


AB _ BP 
AC = CD 
即 AB - CD = AC > BP 
平 又 A4BCcn AAPD,# 
la BC - AD = AC. PD 
5 ”上 述 两 乘积 式 相 加 ,得 
各 AB +: CD + BC - AD = AC(BP + PD) = 4C.BD © 
Ë 证 法 2 如 图 3.107, 作 AE // BD 交 圆 0 于 已 ,联结 EB , ED , 则 知 BDAE 为 
£ 等 腰 梯形 ,有 
s EB = AD,ED = AB,ZABD = Z BDE = 0 
(下 | H. Z EBC + LEDC = 180 ; 
<£ Z BAC = ọ,AC 与 BD 交 于 6, 则 
@ Sasco = +AC * BDsin Z AGD = 


L 4C- BDsin(8 + 9) = ŁAC - BDsin Z EDC 


Segco = Saggc + Saec = 


TEB - BCsin Z EBC + + ED . DCsin Z EDC = 


+ (EB . BC + ED - DC)sin Z EDC = 


T (AD . BC + AB - DC)sin Z EDC 


易 知 Sasco = Sggcp 
从 而 有 AB - DC + BC + AD = AC : BD 
证 法 3 如 图 3.108, 在 48B 延长 线 上 取 点 P, 使 
Z PCA = Z DCB, W 
AACP o A DCB 
了 是 gg 
Bp P C 
AC - BD = CD - AP 0) 
图 3. 108 
又 由 人 人 CBP = ZADC,Z BPC = Z CBD = Z CAD, 
得 
AACD o AÁ PCB 
则 AD - CD 
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即 AD. BC = CD. PB © 
0-04 
AC - BD - AD - BC = CD(AP - PB) = AB - CD 
即 4C.BD=4B.CD+BC.4D 
证 法 4 ”如 图 3.90, 设 AB = a,BC = b,CD = c,D4 = d,AC = m,BD = 
n,Z ABC = 0,# A ABC fll AADC 中 应 用 余弦 定理 有 


m? = a? + b? _ 2abcos 0 @ 
m = c? + d? — 2cdcos(180° - 0) = 
c? + d? + 2cdcos 0 @ 


@ - <d + @ - ab 48 
(ab + cd)m? = cd(a2 + b?) + able? + d) 


_ j ac + bd)(ad + bc) 

ss ab + cd ° 
_ (ab + cd)(ac + bd) 

aS, ad + bc @ 


两 式 相 乘 即 得 mn = ac + bd. 
运用 西 姆 森 定 理 我 们 还 可 以 给 出 托 勒 密 定理 的 有 趣 的 证 明 . 


同 理 有 


注 HO @# 


ad + bc 
= ab + cd © 


对 于 托 勒 密 定 理 , 我 们 有 如 下 推论 : 
推论 1( 三 弦 定 理 ) ”如 果 4 是 圆 上 任意 一 点 ,4B8 ,4C ,4D 是 该 圆 上 顺 次 的 
三 条 弦 , 则 


ACsin Z BAD = ABsin Z CAD + 4Dsin Z CAB @ 
事实 上 ,由 式 @ ,应 用 正弦 定理 将 BD, DC, BC 换 掉 即 得 式 @. 
推论 2( 四 角 定 理 ) ”四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 0 , 则 
sin Z ADCsin Z BAD = sin Z ABDsin Z BDC + sin Z ADBsin Z DBC @ 
事实 上 ,由 式 @ ,应 用 正弦 定理 将 六 条 线段 都 换 掉 即 得 式 O. 
推论 3{ 三 角 中 的 加 法 定理 ) ” 凸 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 0 , 令 Z ABD = a, 
4DB = B, 则 


sin(a + B) = sin a ° cos £ + cos a * sinp 


事实 上 , 设 圆 0 的 半径 为 R, 过 4 作 圆 0 的 直径 4E 交 CD +E WJ AE = 2R, 
联结 DE, BE , 则 
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AD » BE + AB - DE _ 
2R -2R = 


sin a * sin Z BAE + sin 8 > sin Z DAE = 


sin a * cos f + cos a ` sin 8 


推论 4 Æ A ABC 是 等 边 三 角形 ,P 在 公 4BC 的 外 接 圆 的 BC 上 , 则 PC = 
PA + PB. 


推论 5 3 D#EAB = AC 的 等 腰 公 ABC 的 外 接 圆 的 也 上, 则 -_ 24 


PB + PC `” 
AB 
BC 为 定 比 . 


一 PA+ PC PD 
推论 6 # P EEDI ABCD 的 外 接 圆 的 4B +, 则 pp PD = PE: 


推论 7 3 P 在 正 五 边 形 4BCDE 的 外 接 圆 的 4B 上 , 则 
PC + PE = PA + PB + PD 


推论 8 若 己 在 正六 边 形 4BCDEF 的 外 接 圆 的 仍 上, 则 
PD + PE = PA + PB + PC + PF 


注 ”以 上 推论 的 证 明 均 是 一 次 或 多 次 运用 托 勒 定理 即 可 . 


党 托 勒 密 不 等 式 与 托 勒 密 定理 的 逆 定 理 


四 边 形 中 的 托 勒 密 不 等 式 “” 设 ABCD 为 任意 凸 四 边 形 , 则 AB ` CD + 
BC -AD > AC - BD, 34 BHAL A,B,C,D 四 点 共 圆 时 取 等 号 . 

证 明 ”如 图 3.109, 取 点 EE 使 人 BAE = Z CAD, 
LABE = LACD, 则 


AABE o^ AACD 
AD _ AC 
AC _ CD 
H AB ` BE 
即 AB - CD = AC ` BE @ 


X DAE = Z CAB, AADE ^ 介 4CB, 亦 有 
AD .BC = AC - ED @ 


Pear Nery 


由 式 @ 与 式 @ ,注意 到 BE + ED > BD ,# 

AB - CD + BC : AD = AC - (BE + ED) > AC - BD 
H+H EBD E,ËBl Z ABD = ZACD 时 成 立 .此 时 4,B,C,D 四 
点 共 圆 .由 此 , 即 有 

托 勒 密 定理 的 逆 定 理 《在 凸 四 边 形 ABCD 'R,# AB + CD + BC.4D = 
AC .BD, 则 4,B,C,D 四 点 共 圆 . 


Ë “对 于 托 勒 密 定 理 及 其 逆 定 理 ,我 们 可 以 运用 反 演 变换 来 证 明 : 

设 4,B8,C,D 为 任意 四 点 ,以 D 为 反 演 中 心 , 令 4,B8,C,D 的 反 演 点 分 别 为 4', B.C, 
D . 当 且 仅 当 4,B8,C,D 共 圆 时 ,4' ,B',C' 共 线 . 车 这 一 条 件 满足 , WAAR + BC + 
TË =0. 利 用 反 演 变换 的 性 质 (可 参见 调和 四 边 形 问题 中 的 式 @) ,有 


ek SNN aa 
AB - DA - DB * PC * DR- pc * (A ` pe DA "> 0 


去 分 母 ,得 
AB - CD + AC > DB + AD + BC = 0 

当 且 仅 当 AA,B,C,D 四 点 共 圆 时 ,这 一 等 式 成 立 . 

托 勒 密 (C.Ptolemy, 约 90 一 168) 是 埃及 天 文学 家 ,地 理学 家 ,也 是 三 角 学 的 
先驱 者 之 一 .他 的 研究 对 科学 的 许多 领域 (数学 、 物 理学 、 地 理学 ,特别 是 天 文 
学 ) 都 具有 重要 意义 .他 是 古代 天 文学 的 集大成 者 ,他 继承 前 贤 、 特 别 是 吉 巴 尔 
赫 和 梅 涅 劳 斯 的 成 就 ,并 加 以 整理 发 挥 , 写 了 一 本 名 为 《数学 汇编 》 的 书 ( 阿 拉 
伯 人 称 之 为 《大 汇编 》) .该 书 共 有 13 篇 ,其 中 第 一 篇 主要 讲 球面 三 角 . 在 讨论 如 
何 计算 弧 所 对 的 弦 的 长 度 时 , 托 勒 密 把 这 个 定理 作为 引 理 提 了 出 来 .但 也 有 的 
资料 说 ,这 个 定理 是 吉 巴 尔 赫 先 提出 的 , 托 勒 密 只 是 摘 引 了 它 . 在 《数学 汇编 》 
一 书 中 , 托 勤 密 利用 该 定理 导出 了 包括 加 法 公式 在 内 的 一 系列 重要 三 角 公 式 . 

托 勒 密 继承 了 吉 巴 尔 赫 的 算 弦 术 以 及 孟 纳 与 毕 达 哥 拉 斯 的 几何 成 果 , 同 时 
利用 上 述 定理 有 效 地 改进 了 计算 弦 长 的 方法 .他 根据 两 个 已 知 弧 所 对 的 弦 长 ， 
求 出 这 两 个 弧 的 和 或 差 所 对 的 弦 长 ,以 及 已 知 约 一 半 所 对 的 弦 长 .并 使 用 60 
进 制 的 分 数 , 列 出 从 0° 到 180? 每 相差 0.$” 的 弦 长 表 , 这 就 是 第 一 个 三 角 函 数 
表 . 拿 他 的 这 张 表 与 今天 的 正弦 函数 表 比 较 , 便 可 知 他 的 计算 是 十 分 精确 的 . 

另外 , 托 勒 密 还 以 下 列 事实 而 闻名 ,他 第 一 个 怀疑 欧 几 里 得 平行 线 公 设 的 
明显 性 ,试图 推 证 出 它 的 正确 性 来 ,这 为 后 来 许多 几何 学 家 类 似 的 尝试 开 了 个 
头 , 一 直到 罗 巴 切 夫 斯 基 (JIo6aueBcxkn 半 ,1792 一 1856) 才 从 这 种 失败 的 尝试 中 
“醒悟 ”而 发 现 了 非 欧 几何 . 


洗 托 勒 密 定理 的 推广 


定理 1( 直 线 上 的 托 勒 密 定理 ) 若 4,B,C,D 为 一 直线 上 依次 排列 的 四 
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点 , 则 4B - CD + BC - AD = AC - BD.D — M T: ET 
证 明 ”如 图 3.110, 有 图 3.110 


AB - CD+BC:AD= AB » CD + BC +: (AC + CD) = 
AB - CD + BC + CD + AC + BC = 
(AB + BC) : CD + AC » BC = 
AC - (CD + BC) = AC : BD 


注 “此 定理 有 时 也 称 为 直线 上 的 欧 拉 定 理 . 
定理 2{ 凸 四 边 形 的 类 H 型 余弦 定理 ) ”在 四 边 形 ABCD 中 , 恒 有 
(AC - BD} = (AB - CD} + (BC + ADY -2(48 .CD)(BC - AD)cos a 
其 中 a = B+ D( 或 4 + C). 


证 明 ”如 图 3.111, 在 4B,4C,4D 上 分 别 取 点 B'， A 
C',D' 使 4B: AB' = 4C.4C' = AD- AD' = 1,W] B,B', 
D',D A, TEK 人 4B'D' co A ADB ,从 而 有 B 
B'D' _ AB' _ AB' :AB 1 "Sto Ses 
BD ` AD >= AD- AB ` AB. AD' p 
C' 
BD 
Ë B'D' = 五 一 一 一 
P AB » AD D Æ 3.111 
同 理 , 有 B8,B',C',C 共 圆 ,C,C',D',D 共 圆 , 故 有 
a a BG 
BC a R AG © 
ON 
da rT ® 


在 AB'C'D' 中 运用 余弦 定理 ,有 
B'D'2 = B'C'? + C'D'2 - 2B'C' - C'D' cos Z B'C'D' 
又 ABC'D' = ZB'C'A+ LAC'D' = ZABC + ZADC = a, HKA O,@, 
@ 代入 得 
EFT } = re + G A ü IEE i m p” a 
两 边 同 乘 以 (4B - AC - ADY 44 
(AC - BD} = (BC *: ADY +(4B，CD) — 2(AB - CD)( BC > AD)cos a 


Ë ”此 定理 也 可 以 运用 反 演 的 方法 证 明 : 设 以 D 为 反 演 中 心 ,对 4,B,C 的 反 演 点 4 ， 
B', C 写 出 余弦 定理 式 水 C” = A'B? + B'C'? - 2A'B' - B'C' + cos Z A' B' C' ,再 利用 线段 的 


D 汪 江 松 , 黄 家 礼 ,几何 明珠 [M] .武汉 :中 国 地 质 大 学 出 版 社 ,1988:67-70. 
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反 演 长 度 代 人 即 得 欲 证 结论 . 
定理 3 在 空间 四 边 形 ABCD 中 , 恒 有 
AB +: CD + AD -+ BC > AC - BD 
证 明 如 图 3.112, 只 要 将 A ABD Š BD 旋转 到 4 
ABCD 所 在 平面 内 ,然后 注意 AC < A'C 即 可 得 证 . 
定理 4 在 空间 四 边 形 ABCD 中 , 记 二 面 角 4 - 
BC -D 为 9, 人 BAD = A, BCD = C, 则 pas Z 
(AC : BD}? = (AB - CD) + (BC - DAY - ; 
2(AB - CD)( BC - DA)(cos Osin Asin C + 图 3.112 
cos Acos C) (6D) 
定理 的 证 明 可 应 用 三 面 角 余弦 定理 而 得 ( 赂 ). 
由 公式 @ 不 难看 出 ,前 面 的 几 个 定理 都 是 它 的 特例 . 
当 A,B,C,D 共 面 时 , 即 9 = 180, 此 时 
(AC - BD} = (AB - CDY + (BC - DAP - 
2(AB - CD)(BC. DA)cos(A + C) @ 


(x) ga; — a= = === 


即 为 定理 2. 
LË 0 = 180?, 且 4+C= 18p, 即 4,B,C,D 共 圆 (或 共 线 ) , 则 
AC - BD = AB - CD + BC - DA 

LË 0 = 180 ,将 @ 变形 ,有 

(4C.BD) = (AB - CD+BC.D4) - 2(AB - CD - BC - DA)(1 + cos a) < 
(AB - CD + BC » DAY 
则 4C.BD<4B. CD+BC. DA 

仿 此 ,从 式 @ 出 发 ,同样 可 以 导出 定理 3. 

定理 5 设 一 个 圆 内 接 凸 六 边 形 的 对 边 为 a,a’ ;6b,b';c,c' HARA e, 
fog IF e 与 a,a’ 无 公共 顶点 ,f 与 5,b' 无 公共 顶点 , 则 

efg = aa'e + bb'f + cc'g + abc + a'b'c' 

证 明 “” 设 圆 内 接 凸 六 边 形 为 LMNPQR,LM,MN ERKA a,b ,c,a',b, 
c', 则 NR, LP, MQ 分 别 为 e,f,g. 又 令 LN, NQ, QL, MP 分 别 为 x,y,z,u, 则 由 
托 勒 密 定理 ,有 b'f + ac = ux,cg + ab = uy. 

ERAADA b,c 再 相 加 ,得 
cc'g + bb'f + abc + a'b'c' = u(bx + c'y) = uez = euz = e(fg - aa') 

由 此 即 得 结论 . 


注 ”此 定理 可 以 看 做 是 托 勒 密 定理 对 六 边 形 的 推广 . 
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定理 6 ”对 于 两 个 大 小 不 同 的 圆 , 从 大 圆 上 相 异 三 点 A, 8,C 向 小 圆 引 切 
线 4P,BQ, CR, 切 点 分 别 为 P,Q,R, 则 两 圆 内 切 的 充 要 条 件 是 
AB - CR + BC - AP + CA ° BQ = 0 
证 明 ”必要 性 . 设 圆 ABC 与 圆 POR 内 切 于 点 工 , 令 圆 ABC 与 圆 POR 的 半 


径 分 别 为 R,r, 则 R > r, 又 令 = | E , 则 由 内 切 两 圆 的 性 质 定理 6, 有 
AP = kAL,BQ = kBL,CR = kCL OD 
由 A,B,C, LOAA, TR B 与 1 为 相对 的 顶点 , 则 由 托 勒 密 定理 ,有 
AB - CL + BC +: AL — CA - BL = 0 
对 上 述 式 两 边 同 乘 以 上 ,并 代 人 人 前述 式 0,44 
AB + CR + BC - AP — CA ° BQ = 0 
由 于 选择 与 也 为 不 同 的 相对 顶点 ,上 述 式 中 各 项 的 符号 相应 变化 ,从 而 必 
要 性 获 证 . 
充分 性 . 设 有 AB - CR + BC - AP + CA + BQ = 0. 下 证 圆 4BC 与 圆 POR 相 
切 . 


由 于 满足 全 = 做 的 点 X 的 轨迹 是 一 个 贺 ( 可 参见 点 的 轨迹 部 分 ) ,这 个 加 


与 圆 ABC 相交 ,在 AC 的 两 侧 各 有 一 个 交点 . 设 M 为 与 B 异 侧 的 交点 , 则 


AM _ CM _ 
AP 7 CR `! © 


由 托 勒 密 定 理 , 有 
BM - CA = AM: BC + CM : AB 
将 © 代入 得 
BM - CA = MP - BC + tCR - AB 
此 式 与 条 件 式 比较 ,可 知 BM = 1tB80. 从 而 B 也 在 同一 个 圆 圆 4CM 上 , 即 过 4， 
B, C HASA POR REA M 共 轴 .但 M 在 圆 4BC 上 ,所 以 这 共 轴 圆 组 是 第 亚 
类 的 (参见 共 轴 圆 ) ,组 中 的 圆 都 在 点 M 相 切 .结论 获 证 . 


注 ”此 定理 可 以 看 做 是 托 勒 密 定 理 对 顶点 之 一 推广 到 圆 的 情形 . 若 将 四 顶点 都 推广 到 
圆 , 则 为 后 面 的 凯 西 定理 . 


党 遍 西 定理 (一 ) 


EEO ”如 图 3.113, WRA w4, wg, wc, op 分 别 与 
圆 w 内 切 (外 切 ) FEA w 的 内 接 凸 四 边 形 4BCD 的 顶点 4， 
8B8,C,D, 则 两 两 成 对 的 圆 的 外 公 切 线 长 由 下 式 相 联系 
d(waswBg) ° d(oc,op) + d(way we) d(wp,wa) = 

d(was we) > dlwg,wp) @ 

注意 ,在 这 个 定理 中 , 圆 w ,wsg,owc,wp 中 的 有 的 (或 
许 所 有 的 ) 圆 可 能 半径 为 零 ( 零 圆 ) ,也 就 是 点 . 换 句 话 
说 ,w 上 的 点 ,可 以 看 做 在 这 点 与 w 相 切 的 “ 零 圆 ”. 

证 明 ”人 先 看 一 条 引 理 . 

引 理 ”已 知 圆 w(0,R) 以 及 两 个 在 点 4 与 8 内 切 于 它 的 圆 wx( Or) 和 
wgl O>, r>) , 则 图 w4 与 ws 的 外 公 切 线 长 dlwa wg) 为 


d( wa, ws) = 4 /(R-r)(R = r) @ 


事实 上 , 设 外 公 切 线 与 w EAA 相 切 ,与 ws EAB 相 
切 ,如 图 3.114 所 示 , 则 
d2( wa , ws) 三 A,B} = 0,03 = (ri =: r2)? 


其 次 

0,02 = (R - r1) + (R - 2) - 2(R - rı)(R - r2)cos ọ 

并 且 AB? = 2R2 - 2R2cos ç 3.114 
其 中 mp = Z A0B. 


由 所 列 出 的 方程 ,消去 O,O, 和 cos p 之 后 推 得 等 式 
MB =- (ri = 1a)? + (R — r)? + (R - s): -AR - r)(R - r)G - ABD) 
由 此 经 过 简单 变换 后 得 到 
d(wa,ws) = 人 VR- rO(R = r) 
现在 来 证 明 凯 西 定理 . 在 圆 o 内 面 出 四 边 形 ABCD , 并 作 四 个 圆 w ,ws， 


中 EER HEERKE [J]. 中 学 教研 (数学 )1989(6) :33-34. 
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wc,wp, 在 点 A,B,C,D ADFA o ,根据 公式 @ 有 
d( oa op ) = 4, (R _ ri)(R 一 r2) 


E 
mn d( ws, oc) = E (R 一 r2)(R - r3) 
何 C4 
500 dlwc,wa) = RY (R- r3)( R _ 11) 
š @ 
= RS 
m D24} = R 4 1 
s d(wp, oB) = PB ARR- m) 
(下 ) DC 

d(op, oc) = R (R = r.)XR - r3) 

@ 对 于 四 边 形 ABCD , 托 勒 密 定理 成 立 
AB.: CD + BC : DA = AC. BD @ 


在 表达 式 d(oa op) ` d( oc; op) + dlwg, wc) ° d( op, oa) — d( o) Qc) ° 
d(wg,wp) PRAR @ 中 相应 的 表达 式 , 并 考虑 到 式 图, 化 简 后 ,这 个 表达 式 
如 果 两 圆 o, 与 ws 外 切 于 圆 w , 则 


d(wa,wa) = Æ (R+ri)(R +r) 
这 就 能 对 外 切 于 圆 w 的 四 个 圆 证 明 关 系 式 O. 


党 勾 股 定理 的 拓 广 


定理 1 如 图 3.115, 设 圆 O 的 直径 BC = 2R, 0 01, 圆 0,, 圆 0; 分 别 与 贺 
0 内 切 于 B,C,4, 则 圆 O, , 圆 02,0 O; 间 两 两 外 公 切 线 长 有 如 下 关系 从 
dh(R- r2) + ds(R-r) = db(R - R3) D 
其 中 d;(i sz j) 表示 圆 O, 与 圆 0; 的 外 公 切 线 长 , r; 是 圆 0; 的 半径 , 且 圆 0; 中 
的 某 一 个 (或 全 部 ) 可 能 是 “ 零 圆 ", 如 图 3.116 所 示 . 


O ” 黄 全 福 . 勾 股 定理 的 一 个 拓 广 []]. 中 学 生 数 学 ,1991(5):31. 
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证 明 ”联结 48,40,4C, 设 ZAOB = ,由 余弦 定理 有 Q 
AB? = 2R? ~ 2Rĉcos a Qy LA 
设 圆 0, , 圆 O, 的 外 公 切 线 分 别 切 圆 o, , 圆 03 于 Bi,41, 则 ds = A1B1. 由 L 
计算 知 x 
dis = A1B? = 0,0} - (r, - r3)? @ 
其 中 
0,02 = (R-rn)2+(R-np)2-2(R-r)(R-r)cosa ® 图 
由 式 @,@,@ 可 得 
2 
da = 全 (CR ETE SD 
以 及 
Rz d R? d? R? d? 
r — —— a E- — x=: 255: — S M 
AB’ = R nR- r) O RnR- n)’ = (RZ nR- r 
由 勾 股 定理 有 
AB? + AC = BC? 
所 以 
R? dt, R? d>, _ R2 dz, 
(R-rO(R-r) T (R-rO(R- r) ` (R -r)(R - r>) 
即 dh (R - r2) + d5(R - ri) = di,(R - r3) 


显然 , 当 圆 O, , 圆 O,, 0 O, 均 是 “ 零 圆 " 时, 式 @ 所 反映 的 就 是 勾 股 定理 . 
定理 2 fE AAB 中 ,车 CD 是 边 4B 上 的 高 ,D 为 垂 足 , 则 
BC? = AB? + 4C2 干 248 : AD 

证 明 ”如 图 3.117, 由 BC = CD? + DB? = AC? - AD? + (AB + ADP = 
AC? + AB? + 2AB - AD 即 证 . 

推论 1 三 角形 一 边 的 平方 等 于 、 小 于 或 大 于 其 他 两 边 的 平方 和 , 视 该 边 
的 对 角 是 直角 、 锐 角 或 钝 角 而 定 . 

推论 2 ”三 角形 的 一 角 是 直角 、 锐 角 或 钝 角 , 视 该 角 对 边 的 平方 等 于 、 小 于 
或 大 于 其 他 两 边 的 平方 和 而 定 . 
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C C 
平 
m 
i B D A B 
Ey (a) (b) 
题 
ë 图 3.117 
条 
s. 必 囊 四 边 形 为 加 内 接 四 边 形 的 儿 个 充 要 条 件 
定理 1 上山 四 边 形 为 圆 内 接 四 边 形 的 充 要 条 件 是 对 角 互 补 (或 任 一 外 角 等 
O 于 其 内 对 角 ). 


推论 1 梯形 内 接 于 圆 的 充 要 条 件 是 等 底 角 . 

推论 2 平行 四 边 形 内 接 于 图 的 充 要 条 件 是 内 角 为 直角 . 

定理 2 ”从 AABC 形 外 一 点 D( 在 边 BC 外 侧 ) 与 三 顶点 连 线 , 则 点 DD 在 
A ABC 的 外 接 圆 上 的 充 要 条 件 是 4B8 . DC + AC : BD = BC- AD. (HEHEH 
密 定 理 及 逆 定 理 ) 

定理 3 J AABC 形 外 一 点 了 (在 边 BC 外 侧 ) 引 三 边 BC ,4B ,4C 所 在 直 
线 的 垂 线 , 垂 足 为 工 ,M,N, 则 点 也 在 人 4BC 的 外 接 贺 上 的 充 要 条 件 是 L, M,N 
共 线 , 即 LN = LM + MN.( 此 即 为 西 姆 森 定 理 及 逆 定 理 ) 

定理 4 ”四 点 4, B,C,D 为 圆 内 接 四 边 形 的 顶点 的 充 要 条 件 是 对 于 异 于 
这 四 点 的 一 点 P, 有 PA- PB = PC- PD.( 圆 宕 定理 及 逆 定 理 ) 

如 下 的 定理 5 与 6 即 为 后 面 的 四 边 形 内 接 于 圆 与 其 三 角形 切 圆 半径 相关 的 
定理 . 

定理 5 在 凸 四 边 形 4BCD 中 , 公 B8CD, 公 ACD, 公 4BD, 公 4BC 的 内 切 圆 半 
径 分 别 为 Frl1yr2，73， r4, 则 四 边 形 ABCD 为 圆 内 接 四 边 形 的 充 要 条 件 是 m +r = 
T2 + f4. 

定理 6 在 凸 四 边 形 ABCD R, ABCD, AACD,A ABD ,A ABC 的 位 于 4C， 
BD 一 侧 的 旁 切 圆 半径 分 别 为 m,rs,rc,rp, 则 四 边 形 ABCD 为 圆 内 接 四 边 形 的 
充 要 条 件 是 m + rc = rg + rp. 

定理 7 ”对 边 不 平行 的 凸 四 边 形 内 接 于 圆 的 充 要 条 件 是 四 边 形 的 边 的 延 
长 线 所 形成 的 角 的 平分 线 互 相 垂 直 . 
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定理 8 ”对 边 不 平行 的 凸 四 边 形 内 接 于 圆 的 充 要 条 件 是 四 边 形 的 边 的 延 
长 线 所 形成 的 一 个 角 的 平分 线 与 对 角 线 所 形成 的 一 个 角 的 平分 线 平行 . 

定理 7 与 8 的 必要 性 证 明 可 参见 完全 四 边 形 凸 四 边 形 内 接 于 圆 定理 ,充分 
性 证 明 可 参照 必要 性 逆 推 . 


学 全 莹 圆 问题 


É D X A ABC 的 边 BC 上 一 点 ,0 ,01,0; 分 
别 为 人 4BC, 人 4BD ,人 4DC 的 外 心 , 则 4,01,0， 
02 四 点 共 圆 . 

事实 上 ,如 图 3.118, 由 三 角形 外 心 的 性 质 知 ， 
边 AB 上 的 中 点 五 ,0 0 三 点 共 线 , 边 4C 上 的 中 
点 下 , 0, 0; 三 点 共 线 ,从 而 

Z E0,A = Z BDA,Z F0,A = 180 - Z ADC 
即 知 E014 = 人 F0,4， 从 而 它们 的 余 角 图 3.118 
Z EAO; , Z FAO, 相等 , 即 Z01402 = ZX BAC. X. 
Z 0,00, = L0104 + ZA00; = ZC + Z B = 180p - Z BAC 
故 Z 0, A0, + Z 0,00, = 180 
即 知 A, 0,1, 0,0: 四 点 共 圆 . 

此 时 ,过 A, 01, 0,0: 四 点 的 圆 称 为 关于 点 D 的 萨 蒙 圆 . 

定理 1 设 D 为 全 4BC 的 边 BC 上 一 点 ,0' 为 关于 点 也 的 萨 蒙 圆 的 圆心 ， 
则 0'D | BC 的 充 要 条 件 是 4D 恰好 过 A ABC 的 九 点 圆 圆心 . 

证 明 ”参见 图 3.118, 设 公 4BC, 公 4BD, 公 ADC 的 外 心 分 别 为 0,01,0，,， 
则 4,01,0,0; 四 点 共 圆 ( 萨 蒙 圆 ), 易 知 信 4010, 人 4BC, 且 010; 是 AD 的 
垂直 平分 线 , 作 顶点 4 关于 边 BC 的 对 称 点 4', 则 易 知 人 40'D cn A A04'. 

又 设 边 BC 上 的 高 的 垂 足 为 C, 取 AO 连 线 的 中 点 L, 则 LG 是 AAA 的 中 
位 线 , 进 而 知 A A0'D co A ALG , BIA 

Z 0'DA = Z LGA SY 

再 作 外 心 0 关于 BC 的 对 称 点 0 t H H A ABC 的 垂 心 , M 为 BC 的 中 点 ， 
V 2 A ABC 的 九 点 圆 圆心 , 则 由 和 48BVY 空 人 OOY, 有 4 = 20M = 00" .又 由 
LM // AO" Nl Z ADC = LIMG. 

在 直角 梯形 AOMG 中 ,有 ENG = ZX LGM , 故 

Z ADC = Z LGM @ 
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Til Z LGM + Z LGA = 90 ,将 四 ,四 代 人 得 人 0'Dh4 + Z ADC = 9. PRA 
O'D | BC. 

定理 2 D 2 AAB 的 边 BC 上 一 点 ,Y 为 人 4BC 的 九 点 圆 的 圆心 o 
为 关于 点 D 的 萨 蒙 圆 的 圆心 E 为 0' 在 边 BC 上 的 射影 , 则 VE // AD. 

证 明 参见 图 3.118, 设 0 , 互 分 别 为 A ABC 的 外 心 和 垂 心 ,联结 AO , 作 
O'L | AO FL, LK | AH T. K,fE OM | BC T M ,fE VF | BC + F. H 


AH =20M, VF = (OM + HG)( 其 中 G 为 边 BC 上 高 的 垂 足 ) , 易 知 
AK = VF @ 
又 因为 O'L #EBC 上 的 射影 是 EF M AL 在 4G 上 的 射影 是 4K, 且 两 者 夹 角 
相等 (都 等 于 方 1 ZB - ZC 1) , 故 
OL AL 


EF "AK @ 
H @,@ A RÁ A0'L S° RA VEF ,# 
LAO'L = VEF @ 
又 注意 到 
40 = ZADC @ 


H @,@ ## ZX VEC = 人 4DC, 所 以 VE // AD. 

定理 3 设 巨 为 和 全 4BC 的 垂 心 ,D 为 人 4BC 的 边 BC 上 一 点 ,0' 为 关于 点 
D 的 萨 蒙 圆 的 圆心 , 0' 在 边 BC 上 的 射影 为 E,V, Vi, 记分 别 为 人 4BC ,全 4BD， 
AADC 的 九 点 圆 圆心 , 则 H.E, V, V, V, 五 点 共 圆 . 

证 明 ”参见 图 3.118, 设 0,01, 0 分别 为 全 4BC, 公 4BD, 公 ADC 的 外 心 . 

注意 到 :车 0 关于 边 BC 的 对 称 点 0 , 则 了 为 40" 的 中 点 . 作 点 4, O01, 0, X 
于 BC 的 对 称 点 4' , 0'1, 0'2, WA A , 0'2, 0" ,01 四 点 仍 共 圆 .再 以 4 为 位 似 中 
心 , 作 位 似 比 为 十 的 位 似 变换 , 即 可 知 所 得 点 万 ,V, Vi, Va 一定 共 圆 ( 且 顺便 得 
知 所 共 圆 的 大 小 恰 是 萨 蒙 圆 的 一 半 ). 

又 在 萨 蒙 圆 圆 0' 上 取 点 少 , 使 44" // BC ,因此 ,0'E 所 在 直线 是 44" 的 中 


垂 线 . 作 A" 关于 边 BC 的 对 称 点 4”, 易 知 44” 的 中 点 恰 是 E, 于 是 EE 也 在 上 述 位 
似 后 的 圆 上 .从 而 结论 获 证 . 


党 圆 内 接 四 边 形 的 边 与 对 角 线 关系 定理 


内 接 四 边 形 边 与 对 角 线 的 关系 ,除了 托 勒 密 定理 外 ,还 有 如 下 定理 . 


Treasure Geometry 


定理 1 圆 的 内 接 四 边 形 中 , 夹 每 条 对 角 线 的 两 组 邻 边 乘积 之 和 的 商 , 等 
于 两 条 对 角 线 之 商 .OOO) 
如 图 3. 119, 若 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 , 则 


DA :- AB + BC - CD _ AC 
AB. BC + CD > DA ` BD 


证 法 1 〈 利 用 正弦 定理 ) 如 图 3.119, 四 边 形 4BCD 内 /4 D 
接 于 圆 , 设 DA = a,AB = b,BC = c,CD = d,AC = 
BD = f.I8 
Z DAB + Z BCD = 180 
则 sin Z DAB = sin LBCD Se 
X. Z ABC + Z CDA = 180, l 图 3.119 
sin Z ABC = sin Z CDA ==, 


H S A pag + S ABCD = SAABc + Saca ,有 
1 1 1 1 


2 obm + z cdm = 2 ben + z dan 
a +cd ž n 
则 be + da ` m 
设 > 为 圆 的 半径 ,由 正弦 定理 
£ = 2r = f 
n m 
` E S A 
所 以 r 
ab+ cd e 
w bc + da ` f ARa 
注 “可 直接 由 面积 等 式 ,有 
adf , bof _ abe _ cde 
4r 4R 4r år 
即 证 . 
证 法 2 (利用 余弦 定理 ) 记号 同上 . 因 
Z ABC + Z ADC = 180? 
则 cos Z ABC + cos Z ADC = 0 
由 余弦 定理 
全 š = 理 研究 ,2005(8) :42-43 . 
P PEN FUNERARE ma PENER RTT m 
@ 尚 强 .初等 数学 复习 及 研究 (平面 几何 ) 习题 解答 [M1. 哈尔滨 : 哈尔滨 工业 大 学 出 版 社 ,2009: 
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(x) gap — 3 = = ===" 


Z — 几何 瑰宝 
< m = 


NO 


e? = b? + c? — 2bccos Z ABC 
e? = a? + d2 — 2adcos Z ADC 


则 Pie-e otd-e_ 
平 2bc 2ad z 
m Bp ad(b2 + c? — e?) + bela? + d2 —- e)=0 
£ ”整理 后 得 
š (ab + cd)(ac + bd) = ez(ad + bc) 人 
Ë 同 理 可 得 
r: (ad + bc)(ac + bd) = f2(ab + cd) @ 
s Q + @ 并 化 简 即 得 (* ) >Ç. 
(下 ) 证 法 3 (利用 相似 形 性 质 ) 如 图 3. 119 ,四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 , 设 DA = 
a,AB = b,BC = c,CD = d,PA = e,PB = f,PC = g,PD = h. 由 
A PAD c> A PBC, A PAB co Á PDC 
D e_ h_ ae _ f_ b 
有 f g& ch g d 
a.b <... 
故 at+cd _ c d _ f g _e+g 
bc + da ` 2,2 š: TE fth 


采用 证 法 1 中 所 设 字母 ， 家 注意 到 托 勒 和 定 到 则 有 


2 _ (ac + bd)(ad + bc) Cee + bg) eb + cd) 
推论 。 = ab + cd f = ` 


定理 2 ”四 边 长 度 一 定 的 四 边 形 中 ， 能 内 接 于 圆 的 四 边 形 
的 对 角 线 乘积 最 大 . 

证 明 如 图 3.120, 已 知 四 边 形 ABCD 的 四 边 长 分 别 为 a， 
b,c,d, 设 对 角 线 AC = e,BD = f. c 

以 C 为 顶点 CD 为 一 边 作 人 DCP = 一 BC4 ,再 以 DD 为 顶点 
DC 为 一 边 作 Z CDQ = ZX CBA , 设 CP 与 DO 交 于 E, 于 是 有 


A DCE — ABCA 
CD _ CE 
因而 CB = C4 
E ZBCD = 人 ACE ,联结 AE, 所 以 有 
ABCD o A ACE 

因此 ,有 

bb _ e 

f/ AE 
即 AE = £ 


Treasure Geometry ` 


S 
ON 


另外 ,由 全 DCE cm A BCA ,可 得 


DE _ CD P 

BA ` CB M 

Bp DE = = T 

因此 ,得 M 

DE: AE : DA = $: É: d = ac: ef: bd ; 

由 于 AE < DE + DA ,所 以 得 g 

ef < ac + bd (*) D 

易 知 ,由 托 勒 密 定理 有 :车 四 边 形 ABCD 内 接 于 一 个 圆 时 , 则 er = ac + bd. L 

因此 ,由 式 (*#* ) 得 :四 边 长 度 一 定 的 四 边 形 中 , 能 内 接 于 圆 的 四 边 形 的 对 角 线 x 

乘积 为 最 大 . 

定理 3 设 尺 为 凸 四 边 形 48CD 的 外 接 圆 半 径 ,4B = a, BC = b,CD = c, 

DA = d,AC = e,BD = f, 则 @ 


(1)R = A~ (ab + cd)(ac + bd)(ad + bc), 其 中 5 为 凸 四 边 形 45CD 的 
mÆ. 

(2)2R2(a2 + b? + c? + d2) > (ac + bd’. 

(3)R2(ab + cd)(ad + bc) > abcd(ac + bd). 

l 1 1 1 2⁄2 

Cebes K 

证 明 (1) 如 图 3.121, 过 4 作 4E // BD 交 圆 0 + E , WJ 
AB = DE,AD = EB 


H Sase = AB AC BC Saane = APAC- DC 相 加 ,再 
利用 托 勒 密 定理 有 

DE*: BC + BE - DC = BD - CE 
得 到 p = 4C ° BD > CE 


4S 
再 对 AC, BD , CE 运用 定理 1 的 推论 即 得 证 . 
(2) 注意 到 0 < e < 2R,0 < f < 2R,# 


tiii 
e? f? = 2R? 


H a? + 2 + 22 + d° > ë + f? = (ac + dY + 85) 


f? 
即 证 (其 中 用 到 ac + bd = ef). 


(3) BPB =- 4 = Pk] 


iah B mine Š aa Eida 


zl 
z 


H PA- PC < RRE - Sam _ ady 


AC BD _ ad+bc ad+ced _ ef . aļlac + bd) 
PC ` PD be cd PC: EPA = R? 
由 此 即 证 . 
(4) f? = (2Rsin A) = a? + d? — 2adcos A > 2ad(1 - cos A) 
f? = (2Rsin A) = b? + c2 — 2bccos C > 2be(1 + cos A) 
上 述 两 式 相 乘 有 
(2Rsin 4)4 > 4abcdsi 2 A 
即 有 abcd < 4R*si A < 4R2 


t.u EE sk pa 
+j t. T q>“AJ abd” R 
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蝴蝶 定理 。 如 图 3.122,M 是 圆 0 的 弦 4B 的 中 点 , CD, 
GH 是 过 点 M 的 两 条 蓄 ,联结 CH, DG 分 别 交 4B 于 P,Q 两 
点 , 则 MP = MQ. 

蝴蝶 定理 作为 一 道 著 名 的 平面 几何 题 , 有 人 称誉 它 为 
欧 氏 几何 园地 里 的 “一 棵 生机 勃勃 的 常 青 树 ”. 早 在 1815 年 ， 
英国 伦敦 出 版 的 数学 科普 刊物 《先生 日 记 》( Gentleman’ s 
Diary) 中 ,同时 刊登 了 蝴蝶 定理 的 两 个 证 明 . 第 一 个 是 英国 
著名 的 自学 成 才 的 数学 家 霍 纳 (W.G.Homer 1786—1837) 的 
解法 .和 霍 纳 只 受过 中 等 教育 ,18 岁 时 担任 他 的 母校 的 校长 .中 

证 法 1 ( 霍 纳 证 法 ) 如 图 3.123, 作 OG 上 CF + G, 
OH | DE 于 万 .联结 OM, OP,00,MG,MH, 则 OM | AB, 
G, H 分 别 为 弦 CF , DE 的 中 点 . 

易 知 A CMF — A EMD, MG, MH 为 这 两 个 相似 三 角形 
对 应 边 上 的 中 线 , 所 以 人 GMF co AHMD, W| ZFGM = 
LDHM. 


O 周 春 萄 .蝴蝶 定理 [本 .数学 通报 ,2004(1) :16-20， 
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又 0,G,P,M 四 点 共 圆 , O, H, Q, M 四 点 共 圆 ,有 
LPOM = 人 PCM = ZQHM = 人 00M 

由 此 得 Rt 人 POM O Rt 人 00M, 所 以 PM = QM. 

《先生 日 记 》 中 的 第 二 个 解法 是 泰勒 给 出 的 (将 泰勒 的 图 顺 时 针 旋 转 180, 
字母 与 我 们 用 的 一 致 ): 

证 法 2 (泰勒 证 法 ) 如 图 3.124, 过 0,M,D 作 圆 与 原 
圆 交 于 C, 也 .联结 GQ 交大 圆 于 .因为 

Z QMD = ZX DGN = 人 DCN 


所 以 AB // CN 

因为 Z CDE = Z HGN 
因此 CHE = NEH 
于 是 CH = NE 
所 以 HE // CN // AB 

由 于 M 在 三 的 垂直 平分 线 上 ,得 

MH = ME 
联结 HF , EG ,由 
LHFE = ZEGH,ZHMF = Z EMG,MH = ME 

知 A HMF 2L A EMG 
则 MF = MG 


最 后 ,由 A MFP 2 A MG0 ,得 证 PM = MQ. 
1819 年 , 迈 尔 斯 : 布 兰 德 (Miles Biand) 在 《几何 问题 》 一 书 中 给 出 了 一 种 不 
同 寻常 的 证 明 : 
证 法 3 ”如 图 3.125, 过 0 作 CF 的 平行 线 交 EF TFH, Z 
CD 的 延长 线 于 G. 
易 知 A CPM — A G0M ,A FPM c> A HQM , PF). 
CP _ GQ FP _ HQ 
PM ` QM'PM = QM 
两 式 相 乘 得 


CP: FP _ GQ- HQ D 
P — QM 


但 

CP - FP = AP +: PB = (AM - PM)(AM + PM) = AM? - pM° @ 
由 于 LE = ZC = 人 6, 易 知人 GDQ AEN 00 = EO. 
于 是 


SN 
Z 


IN 


(xr g ab — nz = = m — = g 


GQ - HQ = DQ - EQ = AQ - BQ = (AM + MQ)(AM - MQ) = AM? - MQ? 


@ 
HOORAD 
H AM? - PM? _ AM? - MQ? 
几 PH MO 
D 。 化 简 整理 得 PM = MQ 
š 此 后 ,有 不 同时 代 的 数学 家 不 断 公布 新 的 证 法 ,比如 1919 年 《中 学 数理 》 发 
= 表 了 用 梅 涅 劳 斯 定理 的 简单 证 明 : 
r. 证 法 4 ”如 图 3.126, 考 虑 APN 被 直线 EF 所 截 ,有 
š MP EQ FN _, 
(F) MQ ` EN ` FP ` 
考虑 APN 被 直线 CD 所 截 , 有 
MP DQ CN _ | 
@ MQ ` DN ` C 
相 乘 得 
MP? > EQ: DQ * FN: CN _ | 
MQ?» EN : DN: FP - CP `” 
由 割 线 定理 ,有 
FN : CN = EN. DN 
所 以 MP? . EQ - DQ i 


即 


于 是 


则 
所 以 
因此 有 


证 法 5 ”如 图 3.127, 过 D 作 48B 的 平行 线 交 圆 于 点 E, 联 
结 ME,PE. 作 OT | DE 于 7T, 联 结 OM, 则 OM | AB TM. 
TD = TE, 易 知 0,M,T 三 点 共 线 , MT E: DE 的 中 垂 线 , 所 以 


MQ? » FP - CP ` 


MP? - BQ ` QA _ MP'(BM + MQ)(BM - MQ) _ | 
MQ2: BP. PA  MQ?(BM + MP)(BM - MP) ` 


M MP 
BM? _ BM? 
MQ? MP 
MP? = MQ? 
MP = MQ 


MD = ME,ZAME = ZMED = EDM = Z DMB. 联结 图 3.127 
EH, 易 知人 EHC + Z EDC = 180, 所 以 Z EHP + Z EMP = 


180, k, H.E,M,P 四 点 共 圆 ， 于 是 ZMEP = ZMHP = ZXMHC = 
Z CDG = Z MDQ, aH AMEP L A MDQ 可 得 MP = MQ. 

证 法 6 (斯 特 温 证 法 ) 设 PM = MQ = a,MQ = x,PM = y. Xi A EPM, 
A CMQ,A FMQ,2 DMP WERA Sı, S2, S3, S4 M LE = ZC,ZD = ZF, 
Z CMQ = PMD, ZFMQ = Z PME, WA 


pp PE - EM -sin E , MC : MQ -sin CMQ , DM : DP -sin D _ 
MC » CQ -sin C MP - MD > sin ZPMD MF - FQ °: sin F 
MQ : MF - sin Z FMQ _ PE: DP - (MO _ | 
AE - PM - sin Z PME ` CQ - FQ - (PM)2: ` 


K ¿i 
Ng 
tn 
w 
Ká 
[x ) par — = FAE- ea) 


就 是 PE - DP.(MHO) = CQ > FỌ - (MPY 
由 相交 弱 定 理 有 
CQ - FQ = BQ - QA = (a — x)(a + x) = a -x @ 
PE - DP = AP » PB = (a —- y)(a + x) = az- 入 
所 以 有 (aè -yx = (a? - x2)y2 
即 a? y? = a°x, A x,y 都 为 正 , 则 x = y,BD 
PM = MO 


证 法 7 如 图 3.128, 列 出 与 MQ 有 关 的 面积 方程 
SAMDE = Sampo + SAMQE 
用 三 角形 面积 公式 代 人 得 
1 


+ MD - MEsin(a + B) = 3 MD + MOsin B + 二 ME. MQsina “ 


其 中 a = ZEM0,B = 人 DMNoO. 将 上 式 两 端 乘 以 2, 再 除 以 
MD . ME - MQ 得 


sin(a + £) _ sin8 sina © 
MO “= ME + MD 
sin(a + 8) sinB sina 
同 理 MP = MF + MC © 
@ -@, 得 
sin(a + P) ° (i - 南 ) = (MF - ME) - TË € G (MD - MC) 
@ 


G, H AAE DC, EF 的 中 点 , 则 显然 有 
ME - MF = 2MH = 20Msin a,MC - MD = 2MG = 20Msn 8 @ 
ERA OAH, AX ME - MF = MC - MD, 所 以 图 右边 为 0, 即 


awpa B masm ər Bida 


a 


E PEN T C ERE E 9 


MQ ` MP 
又 sin(a + B) < 0, 所 以 
-L _ l -0 
MQ ` MP ` 
因此 易 知 MP = MQ. 
证 法 8 如 图 3.129 所 示 对 角 作 一 些 标记 , 则 
AM? - PM? _ (AM + PM)(AM ~ PM) _ 
BM? - QM? ` (BM + QM)(BM ~ QM) ` 
PB - PA _ PC - PF _ 
AQ - QB ` QE- QD ` 


PM B. PM . 
sin C P sin FTO PM _ 
M . M. 7 OM = 
Masin a * LE sin B QM 
AM? 
BMi = 1 
所 以 PM = MO 


其 中 ,利用 了 对 同 弧 的 圆周 角 相 等 ,正弦 定理 和 AM = BM 的 条 件 ,运算 简 
洁 明 快 . 

证 法 9 (图 略 ) 作 OG L CF ,OH | DE, WEE G, HASA CF, DE 的 中 
点 , 且 M,Q,G,0 共 圆 ,M,0,H,P 共 圆 . 联结 00,OM,MG,0OP,MH, 又 令 
LMOQ = Z1,ZMO0P = Z2,ZMEQ = Z3,ZMHP = 人 4, 于 是 Z1 = 23, 
2 = Z4.[X. AMCF AMED, G, H H FC, DE 的 中 点 , 则 

FM FC FG 


MD DE ` DH 


从 而 AMFGccmn 和 人 MD 
从 而 MP = MQ 


证 法 10 ”如 图 3.130, 自 P, QIE CD 的 垂 线段 依次 
为 xiy B P,Q 分 别 作 EF 的 垂 线 段 依次 为 xz,yz，, 再 记 
AM = BM = a,PM = x,QM = y, 则 由 成 对 的 相似 的 直角 
三 角形 ,可 得 


— ~ = —— g "T PC m — mE 


y yy y, EQ'yi DQ 


ld 
x Žž xı %2 ý CP-FP AP.PB 
Pim PF nn y ` EQ- DQ ` BQ - AQ `” P 
(a-x)Xa +a) -2 É] x 
(a-y)(a+)) ao- 和 e” H 
所 以 x = y 4 
即 PM = QM ~ 
在 沈 康 身 教 授 的 《历史 数学 名 题 赏 析 》 中 , 载 有 如 Wi J 
下 的 蝴蝶 定理 的 解析 证 法 . = xı, ki xı) Q 
证 法 11 如 图 3.131, 取 M HAA , 3% AB 为 * 轴 ， 
视 圆 0 为 单位 圆 ,建立 直角 坐标 系 , 各 有 关 点 坐标 记 "L Hp L 
为 M(0,0), Q(q,0), P(— p,0), DC, FE # B RREH F sv bx) 2 
k1,k2, 则 圆 方程 为 
Pe si D Æ 3.131 
直线 CD 为 @ 
y = kx @ 
直线 EF 为 
y = kx @ 
E, © 分 别 代入 中 得 
(1 + ki)?’ x? — 2kiax +a -1=0 @ 
(1 + k.)2x2 -2jax+a - 1 = O @ 


设 CD 与 圆 0 交点 坐标 为 (x1, kix1),(x2,k1x2) , 同 理 设 EF 与 圆 0 交点 坐 
标 为 (x3,k2x3),(xa,k2x4), 其 横 坐 标 各 应 满足 @ 与 @. 从 四,@ 及 韦 达 关于 根 
与 系数 的 定理 有 


和 1X2 a? -1 _X3X4 a -1 © 


Xi + X2 g 2kia ” x3 + x4 T 2ka 


由 于 E, P, DREH tra 得 


X2 + p 7 ki1x2 
(ki — ko) x2%4 


NU. kixz gi k;x4 © 
由 C,0,F 共 线 ,同样 可 得 
(ki pe: k2) x1%3 
z kixi = k;x3 @ 
kixix A k,;x3X4 ñ 
由 Oz +X2 3 + ma 变形 得 
X1X4 N= XIN @ 


kixı = k;x4 T kix2 = k;x3 


ppp B man Š JmK 


s 


几何 瑰宝 


比较 @,@, 回 得 p = gq, 即 MP = MQ. 

此 外 还 有 很 多 证 法 ,此 处 不 费 述 了 .据说 ,一 位 不 知名 的 诗人 数学 家 发 现 这 
个 问题 的 图 形 像 蝴蝶 的 翅膀 , 想象 出 “ 果 蝶 定理 ”这 个 美妙 的 名 字 . 本 题 作 为 
1944 年 2 月 号 《美国 数学 月 刊 》 的 征 解 题 就 直接 冠 以 “蝴蝶 定理 ”的 美 名 ,随后 
“蝴蝶 定理 ”的 名 称 广 为 流 传 . 1946 年 本 题 曾 成 为 美国 普 特 南 大 学 生 数 学 竞赛 
的 试题 .由 于 蝴蝶 定理 形象 淘 美 , 蕴 理 深刻 , 近 两 百年 来 ,关于 蝴蝶 定理 的 研究 
成 果 不 断 ,引起 过 许多 中 外 数学 家 的 兴趣 . 


党 直线 对 上 的 蝴蝶 定理 


直线 对 上 的 蝴蝶 定理 若 过 两 直线 间 的 线段 AB 的 中 点 MM, 任 引 两 直线 间 
的 两 条 线段 CD 和 EF(C,E 在 同一 直线 上 ) ,联结 CF, ED 分别 交 48B FP, Q, N 
PM = MO.D 

证 明 ”两 直线 平行 时 ,由 平行 四 边 形 的 性 质 即 可 证 明 . 

设 两 直线 交 于 $ ,如 图 3.132(a) ,分 别 对 AMAD 与 截 线 CPF ,对 A MCB 与 
截 线 DQE ,对 A SCD 与 截 线 EMF ,以 及 对 A SAB 与 截 线 EMF ,由 梅 涅 劳 斯 定理 
得 


MP . AF . DC MD , CE , BQ _ | 
PA FD CM ` 'DC EB `QM ` 


SE. CM , DF | SF , AM , BE 
EC MD FS ` 'FA MB ES — 


四 式 相 乘 ,化 简 得 
PA ` MB ` QM = 
H AM = MB, 得 
则 AP + PM _ BQ + OM 


即 Du = Aa 
所 以 PM = QM 
对 于 图 3.132(b) 的 情形 ,上述 证 明 仍 适用 ,但 最 后 略 有 改变 . 


O 刘 般 . 梅 涅 劳 斯 定理 和 塞 瓦 定理 [M] .长春 :长 春 出 版 社 ,1997:106-107. 


坎 迪 定理 ”如 图 3.133, 过 圆 O 纺 48 上 任意 一 点 M, 作 c 
PIRI CD, EF K% ED, CF ,如 果 它 们 与 AB 分 别 交 于 Pp,，4[] N\A 
Q.H AM = a,MB = b,MQ = x,MP =y, 则 

E S A E F 


a b x y 
此 定理 的 证 明基 本 上 可 套用 蝴蝶 定理 的 证 法 6 的 途径 . a 
并 可 得 出 蝴蝶 定理 是 此 定理 的 一 种 特殊 情形 , 即将 此 定理 
的 条 件 定 为 a = 68, 则 得 x = y. 


党 蝴蝶 定理 . 坎 迪 定理 的 推广 


蝴蝶 定理 中 ,把 弦 AB 移 到 圆 外 , M 是 圆心 在 直线 4B 上 的 射影 ,H,N 在 直 
2 AB 上 , 且 HM = NM ,这 个 问题 就 变 成 : 
定理 1 /是 圆 0 外 一 直线 , 且 OM | 1, M E B 
线 1 上 有 HM = MN ,过 已 ,W 分 别 向 圆 作 割 线 ECD , HEF, 
联结 FC, DE 并 延长 分 别 交 ! 于 P,0, 则 MP = MO ,如 图 
3.134 所 示 . 
— Sacpa ` Sagen EN . SADHo . SAPFw =æ 
证 明 1 2 SAEQN Sagpn SAFNP SA PCH E 
CP - CH QE. QN . DH - DQ , 
EQ - EN QD- QH ` FN- FP 
PF: PN _ 
PC - PH `” 


NO 
ON 


(x ]" g += — — = = = m — = 


>K 


ishpa B wis ISEK 


TE S e 


CH - DH. , QN .PN D 
EN > FN ` QH - PH 


由 OM | I,B. HM = MN, 知 
OH = ON 
设 HAA o 的 切线 为 ty,N AE O 的 切线 为 iy, 则 
tu = V OR - 2, t, = VON - P 
其 中 ,r ER O 的 半径 . 即 


ty = ty 
而 t4 = CH > DM,ú = EN : FN 
则 由 O 可 得 
QN - PN = QH .PT @ 


设 PH = x,NQ = y, HM = MN = a, 则 
PN = x +2a,QH = y +2a 


因此 ,Q@ 可 改写 成 

y(x +2a) = x(y + 2a) 
则 x = y 
即 PH = QN 


又 由 HM = MN, 故 
PM = QN 

若 将 坎 迪 定理 中 AB 上 的 点 好 Bi AB 外 ,但 点 M 在 圆 内 ,于 是 有 
定理 2 ”如 图 3.135, 点 M 是 圆 0 内 任意 一 点 , 且 不 在 弦 
AB 上 ,过 M 作 两 条 弦 CD , EF 与 弦 AB 分 别 交 于 上 ,NN, 联 结 A 
ED,CF $j AB 分别 交 于 P,Q, 且 AH = a, HB = b,,AN = |/ 

a2, NB = b;,QH = x,PN = y, 则 
EL 


a2b2 x al CE ab) y u b; 


Sanep Sar San Sa 
证 明 1 = > 人 AEP , 2A , > 人 HPD . D AC0H 
Sanso SaApip Sange SAENP 


NE - NP FN- FO HP: HD _ CQ - CN _ 
NF - NQ ` DH- DP ` HQ ` HC EN- EP ~ 


NP - HP FQ: CQ , NP- HP AQ- QB D 
NQ - MQ ` DP - EP ` NF - NQ ` AP + PB 


H AH = a, HB = bi,HQ = x,AN = a, BN = b;,HP = y, 则 
AP = a+ y,BP = b - y,AQ = a- x, BQ = b, + x 
PH = BH - BP = bı - b2 + y, QN = AN - AQ = a — a + x 


则 @ 可 改写 成 
y(bi- b;+ y)(ai- z)(bi + zx) = x(a- aí+ z)(b,- y)(az + y) 
化 简 整理 得 
biy(bi- bx + y + x)(ai- z) = a2x(az- a + x + y)(b;, — y) @ 


XH a — a; = AN - AH = NH = BH - BN = b, - b 
因此 ,人 为 
biy(aí- x) = ax(b2 y) 
1 ,1 1 1 ,1 1 
故 aka x "al “ Q rb y 7 t) 
现在 我 们 又 回 到 蝴蝶 定理 ,过 图 形 中 距 弦 AB HAM SERAH , NYER 


条 弦 , 有 下 面 的 命题 . 
定理 3 ”如 图 3.136, 圆 0 的 弦 48 PAM, H, NA 
3% AB 上 两 点 , 且 HM = NM, 过 五 ,N 分 别 作 两 条 弦 CD, EF 4 
联结 DE, CF 分 别 交 4B 于 Q,P, 则 MP = MQ. 
此 题 证 明 利 用 
Sapo . Sapen , Sacru , SAQEN _ | 
Sarry Sapcu SAEow Seop 
又 用 “共和 角 定 理 ” ,通过 换算 可 得 结论 . 
蝴蝶 定理 又 为 定理 3 的 特殊 情况 , 即 蝴蝶 定理 是 MN = MH = 0 的 情形 . 
我 们 仍 又 回 到 蝴蝶 定理 ,将 图 3.136 rh5X AB 向 两 边 等 距 延 长 ， 人 
定理 4 |H] O 的 弦 AB 的 中 点 是 1 ,延长 AB 的 两 端 
使 HA = NB,PË H,N 分 别 向 圆 作 割 线 HCD, NEF ,联结 y ENT Ñ 


ED, FC 分 别 交 4B8 F P,Q, W) MP = MOQ, 如 图 3.137 所 W Z 


IR. 

证 明 Z HCO + Z PEN = 18, ZD + ZF = 180 

l= SAcon , Saner Saron , SAagnpp _ 图 3.137 
SA EPN ` Sawro Saek SAgqC 


CQ- CH NE: NP FQ: FN HP: HD _ 
EP - EN ` NF -© NQ ` DP - DH ` HQ - HC `” 


图 3.136 


CQ - FQ _NP - HP _ AQ: BQ | NP - HP © 


EP. DP ` NQ ` HQ “ AP - BP ` NQ- HQ 
É AM = BM = a,HM = NM = b,QM = x,PM = y, 
AQ =a-x,BQ =a+x,AP s a+y BP =a-y 
HP = b+y,NP=b-y, HQ =b-x, NQ =b+x 
于 是 @ 改写 为 


[x ) g 3 O — — = = = m — = "g 


iha B mam Ë TomK 


几何 瑰宝 


(a - x)(a + x)(b + y)(b - y) = (a + y)(a - y)(b + z)(b — x) 
化 简 ,整理 得 


(a? - b2)(<2 —- 2) = O @ 
EROP a -b 0 (Ba s b), bk 
x = y 


在 定理 4 中 是 向 圆 作 两 条 割 线 ,若是 向 圆 作 一 条 割 线 ,一 条 切线 ,又 有 下 面 
的 结论 . 
定理 5 圆 0 的 弦 48 的 中 点 为 可 ,延长 AB 的 两 
端 ,使 得 HA = BN, iÈ H,N 分 别 向 圆 作 制 线 HCD, 切 H ILLAN 
线 NE ,联结 EC ,ED 分 别 交 HN 于 P,Q, 则 MP = MQ, 
如 图 3.138 所 示 . 
WRA ZD + Z CEN = 180? 
Z HCP + Z QEN = 180 
| = Sac . SAoEy , Sapon , Saren 
Sagon Sagon Sagpy Sarca 


CP - CH , QE - QN . DQ : DH PE- PN _ 
EQ - EN ` QD - QH ` EP - EN ` PC - PH = 


CH- DH , QN: PN _ HQ: HB QN : PN _ 
EN “QH:PH™ EN `QH`PH `” 


NB- NA , QN- PN _ QN - PN Ey 
EN QH - PH ` QH. PH 
设 PM = x,MQ = y,HM = MN = a, 则 
QN=a-y QH =uar+yPH= a - x,PN = a+%x 
于 是 (* ) 改写 成 


(a + x)(a — y) = (a — z)(a + y) 
化 简 ,整理 得 
2a(x— y) = 0 

故 x= y 

如 果 将 定理 5 中 线段 HN 移 至 过 圆心 ,点 M 与 圆心 
重合 ,这 个 问题 就 变 成 

定理 6 设 EF 为 人 ECD 外接 圆 的 直径 ,过 点 下 作 
切线 FH 与 DC 的 延长 线 交 于 互联 结 HO 并 延长 分 别 交 
EC, ED 及 过 点 的 切线 于 Q,P,N, 则 00 = OP, mE 
3.139 所 示 . 图 3.139 


Treasure N Geometry 》 


ON 


容易 证 明 公 OFHQ 人 OEN, 则 OH = ON ,那么 就 是 定理 5 中 的 图 3.138 的 


线段 HN 过 圆心 , 且 ON = OH, 点 H,N 分 别 向 圆 作 割 线 HCD ,切线 NE ,联结 P 
EC, ED 分 别 交 HN 于 @,P, 应 该 有 OP = 00. 说 明了 定理 6 是 定理 5 的 特殊 情 |M 
形 . H 
定理 7 圆 内 任意 两 条 蓄 AC 与 BD 相交 于 点 也 ,联结 4B, CD ,任意 直线 1 |Y 
交 圆 于 M,N, 分 别 交 4B ,4C,BD, DC( 或 它们 的 延长 线 ) 于 点 R,Q,P,S. 则 T 
PM - QM _ RM: SM J 
-QN ` RN- SN Š 
证 明 a a i a N, T 
DM , DN. 由 题 意 有 
(PM OMy „(Saso , Saxa] x 
PN QN Sango Samci ` 
(m. MD MA: Ko). 
ND ` NA- NC 
Ey. yp. dy. ey = | @ 


RB RM SM SD RA RM SM .SC 


. — + — + —— + —— + — + — = 


RN ` RA ` SC `SN ` RN ` RB ` SD ` SN” 


RN ` 


"ON ` RN: SN 
此 定理 的 条 件 很 弱 ， 加 强 条 件 条 得 到 以 下 结论 ， 
(1) 若 直线 1 经 过 点 五 ,这 时 ,点 8,P 均 与 点 E 重合 
如 图 3.141 所 示 , 则 
EM? RM:SM 1 1 1 1 


EN? RN - SN® EM ` EN ` ER ` ES 
这 是 蝴蝶 定理 的 推广 一 一 坎 迪 定理 . 
(2) 若 直线 1 经 过 点 已 , 且 EM = EN ,如 图 3.141 所 示 , 则 有 F(R, S) 
ER = ES .这 就 是 蝴蝶 定理 . 
(3) 设 BA 与 CD 相交 于 下 , 若 直线 同时 经 过 点 下 ,五 ,如 图 
3.142 FAIR, WO 


EM FM 1 1 2 
EN ` FN® FM t FN ` EF 


D 


Ë “可 参见 线段 的 调和 分 割 定 理 5 的 推论 1. l 
Æ 3.142 


Q@ 万 襄 人 .关系 圆 的 一 个 命题 [ 相 . 中 等 数学 ,2006(3):20. 


n f 瑰 宝 


NO 
ON 


定理 9 AR AB 上 的 任意 一 点 M, 引 任意 两 条 艾 CD #l EF, C, E 位 
TK AB 同 侧 , CE , DF 所 在 直线 与 4B 所 在 直线 分 别 交 于 P,0 两 点 , 记 AM = 
a,BM = b,PM = x,QM = y. 


É (1) # P,Q 位 于 弦 CD 所 在 直线 两 侧 ,如 图 3. 143 所 示 , 则 为 坎 迪 定理 . 
Ñ (2) Æ P, Q FIX CD 所 在 直线 同 侧 ,如 图 3. 144 所 示 , 则 
500 工 - 工 - 工 ; 工 (*) 
š b x y 
[a 
条 
š P " 
(下 F 
P 
E 3.143 图 3.144 


@ 证 明 O (1) 如 图 3.143, P, Q 位 于 弦 CD 所 在 直线 两 侧 , 设 51,5,,53, 544 
别 表示 APEM, AQDM,^A PCM #ll A QFM 的 面积 , 记 人 人 CEM = Z MDQ = a, 
Z PMC = Z DMQ = B, LPCM = MFD = y, PME = Z QMF = ò, HE% 


式 
S. OS SS C S DI ° 
2 PE - EM . sin(x - a) , DM » MQ ' sinf ` 
可 得 MD .DO'sina PM - MC +: sin 8 
PC - CM - sin y . FM- MQ sind _ | 
MF - FQ > sin(n - y) PM - ME -sinô ~ 
Bp QM? - PE - PC = PM?» QD - QF @ 
HARFER 


PE + PC = PA +: PB = (x - a)(x + b) 
QD - QF = QÁ : QB = (y + a)(y - b) 
将 以 上 两 式 代入 式 @ ,得 
7Y2(x a)(x + b) = x (y +a)ly- b) 
或 xy(b — a) = ab(y - x) 
用 abxy 除 遍 上 式 , 立 得 坎 迪 定理 ， 
(2) 如 图 3.144, P, Q 位 于 弦 CD 所 在 直线 同 侧 ,Si, S2, S3, S, 意义 同上 , 记 
LCEM = LCDF = a,ZQMD = LCMB = B,ZPCM = QM = y, 
Z PME = Z BMF = 9, 由 恒等式 四 ,可 得 


O 黄海 波 、 坎 迪 定理 的 一 个 类 比 [ 相 .中 学 数学 ,2006(3) :46. 


Treasure Geometry 


PE ` EM ` sin(x - a) , DM - MQ > sin B 
MD - DQ - sin(x ~ a) ` PM ` MC + sin(x - J) ` 


PC ` CM + sin y , FM > MQ ` sin(x — ó) 
MF - FQ -sin y ` PM - ME - sin Š z 


即 式 @ RZ. 
HAREM 
PE - PC = PA : PB = (x - a)(x +b) 
QD : QF = QA- QB = (y - a)(y + b) 
将 以 上 两 式 代 人 式 @ ,48. 
y(x- a)(x + b) = z?2(y - a)(y + b) 
或 xy(b - a) = ab(y + x) 
用 abxy 除 遍 上 式 , 立 得 式 (* ). 
易 见 ,在 上 述 命题 的 情形 (1) 中 ,特别 取 a = 5, 便 得 到 蝴蝶 定理 的 一 个 类 
比 , 可 写成 l 
推论 ”过 圆 的 弦 AB 的 中 点 , 引 任意 两 条 弦 CD 和 EF ,联结 CE 和 DF 并 
延长 交 而 (及 其 反 向 ) 延长 线 于 已 和 Q@, 则 PM = QM. 
最 后 ,我 们 给 出 与 坎 迪 定理 等 价 的 一 个 命题 . 
定理 10 4B 是 圆 0 内 一 条 弦 , 过 48 上 一 点 M 任 
作 两 弦 CD, EF , 设 人 EMD, 公 CMF 的 外 接 圆 分 别 交 G 
直线 4B 于 点 6,H, 则 MG - MH = 3(MA - MB). 
证 明 ”如 图 3.145, 设 ED, CF 分 别 交 4B 于 P,Q. Š 
令 AM = a,BM = b,PM = y,QM = x. BZZ E 
理 得 图 3.145 
GP - PM = EP. PD = AP » PB 
HQ - QM = CQ : QF = QB - QA 


即 (MG - y)y = (a — y)(b + y) 
(MH - x)x = (b — x)(a + x) 
于 是 MG = (a= y) (b + y) as +y 


ab( - T) + 2(a = b) 
由 坎 迪 定理 得 


No 
AN 


[x )ü- ga; — AE- Fa: 


2< 


ei ia misn 8 =r—Eilda 


一 


MG - MH = ab(-+ - L) + 2(a — b) = 3(a — b) 


此 即 定理 10, 反 之 若 
MG - MH = 3( MA - MB) 


则 ab( - L) +2(a = b) = 3(a- 8) 
i 3 
即 ably = 2 =a-b 
1 1 1 1 
于 是 ara 
此 即 坎 迪 定 理 . 
宫 圆 内 接 四 边 形 的 余弦 定理 


定理 在 圆 内 接 四 边 形 ABCD 中 , 若 设 AB = a,BC = b,CD = c,DA = 
d, 则 
a2 , d2 - b2 _ ¿2 
2(ad + bc) 
a? + b? _ e- d2 
2(ab + cd) 
C= b2 + 2 - a2 — d2 
CoS U = (be + ad) 
os p = tË- e-h 
> 2(cd + ab) 
证 明 ”如 图 3.146, 联 结 AC, BD. A ABD 和 人 BCD — 


cos À 


cos B 


中 ,分 别 由 余弦 定理 ,得 
BD? = a? + d2 - 2adcos A \ 
BD? = b? + c? — 2bccos C À 2 
因 ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 , 则 Se 
A + C = 1800 图 3.146 
即 cos C = — cos 4 
从 而 a? + d2 — 2adcos A = b? + c? + 2bccos À 


2(ad + bc)cos Á = a? + d2 - b? — c2 


a2 > d2 - 2 _ ¿2 
故 e As ad + bc) 


; I a? + b? _ e- d2 
同 理 可 证 cos B = “aba ol. 


ee Nomey OO O 


b? + e- a- d2 


cos C = — kc + ad) 
ws p = t-e - ° 
~ 2(cd + ab) 


党 圆 内 接 四 边 形 的 垂 心 定理 


设 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 0 ,以 圆心 O 为 原点 建立 直角 坐标 系 x0y , 设 顶点 
A,B,C,D 的 坐标 分 别 为 (xi,yi) 5 (x2,y2) , (xs, y3) (x44): F 


XH = 2 is yn = 之 (*) 
则 点 H( xg, ya) 称 为 四 边 形 ABCD 的 垂 心 . 
根据 这 个 定义 ,我 们 可 以 推 得 0 
定理 1 圆 内 接 四 边 形 ABCD 的 垂 心 且 ,重心 G6, 外 心 0 ZARR, H 
HG -3 
CO = 3. 


证 明 ”应 用 同一 法 . 取 线 段 HO 的 内 分 点 忆 , 使 钙 = 3, 那 么 只 需 证 明 点 P 
是 四 边 形 4BCD 的 重心 6 就 行 了 . 

以 外 心 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 x0y, 设 顶点 A,B,C, D 的 坐标 分 别 为 
(xi, y1),(z2,y2),(x3,y3a),(x4, ya), ŒD H WERN (xy, yu) E P 的 坐标 为 
(x,y). 因 为 点 P 内 分 线段 #0 为 & = 3, 故 由 定 比分 点 的 坐标 公式 可 得 


xg +3 x 0 _ yu + 3 xO 
1+3 = 1+3 


将 (* ) 代 人 上 式 ,得 
x 二 Fay E r 2 


据 此 ,由 此 可 知 点 P 是 四 边 形 4BCD 的 重心 G. 命题 得 证 . 
显然 ,这 个 定理 是 下 列 熟知 命题 的 推广 ; 


定理 ( 欧 拉 线 定理 ) ”三 角形 的 垂 心太 ,重心 6, 外 心 0 =at, R HE u 


a: 


定理 2 ”着 四 边 形 ABCD AEACO,R), HEOC H, 


四 ”能 曾 润 . 圆 内 接 四 边 形 的 垂 心 及 其 性 质 []] .数学 教学 研究 ,2003(11) :42-43. 
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[x) g< — a= == x=" 


ish BEARS == ld 


AH? + (BC? + CD? + DB?) = 9R? 
证 明 ”以 外 心 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 x0y , 设 顶 点 4,B8,C,D 的 坐标 分 
别 为 (x1,y1)， (x2, 72), (x3,73), (x4, 4), Ò H 的 坐标 为 (xp, yp). 注意 到 
( * ), 则 由 两 点 间 的 距离 公式 可 得 
AR? = (xg — %1} + (yg - 71)? = 
(x2 + z3 + x4)? + (y2 + y3 + ya) 
BC? = (x3 = x2)? + (y3 = y2)? 
CD? = (x4 一 xs )2 + (y4 = y3) 
DB? = (x, — x4) + (y> — ya)2 
将 这 四 个 等 式 的 两 边 相 加 ,经 化 简 可 得 
AH? + (BC + CD? + DB?) = 3( x3 + y2 + x3 + y + x3 + y2) 
但 依 题 设 ,顶点 B,C,D 都 在 圆 (0,R) E, E. 0 为 原点 ,可 知 


2 2 2 2 2 2 
x2 + y = zj) + y3 = xÍ + yá = R 


代入 上 式 得 
AH? + (BC? + CD? + DB?) = 9R2 
命题 得 证 . 
显然 ,这 个 定理 是 下 列 熟 知 命题 的 推广 ; 


定理 ”车 公 A4BC HIRAF R, HEOI H,U AH? + BC = 4R?. 

定理 3 设 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 0 ,其 垂 心 为 瑟 , 若 人 BCD 的 重心 为 M， 
则 AH // OM. 

证 明 ”以 外 心 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 *Oy ,使 y 轴 不 平行 于 直线 4H. 设 
顶点 4,B,C,D 的 坐标 分 别 为 (x1,y1),(x2,Y2),(x3,7Y3),(x4,Y4). 垂 心 五 的 坐 
EA (xp, yn), BR AH 的 斜率 为 .注意 到 ( * ) , 则 由 斜率 公式 可 得 

k= +) +74 © 
XH 一 Xl %2 + %3 + X4 

又 设 点 M BERAC, y), ER OM HRE k . BAA M J: ABO 的 重 

心 , 所 以 有 


zy @ 
于 是 (注意 0 为 原点 ) ,由 斜率 公式 可 得 
pata BINTI © 
X  X2+ X3 + %4 


比较 OAO, TIH k = kr, 所 以 AH // OM .命题 得 证 . 
显然 ,这 个 定理 是 下 列 熟 知 命题 的 推广 : 


Treasure Geometry > 

EE iZ AABC ShO, EOI HE BC 的 中 点 为 M, 则 AH // 
OM. 

定理 4 ” 设 四 边 形 内 接 于 贺 0, 其 重心 为 H, # ABCD 的 重心 为 M, 则 
AH =30M. 

证 明 ”以 外 心 0 为 原点 建立 直角 坐标 xOy, 设 顶点 4, B,C,D 的 坐标 分 别 
为 (%1,y1),《x2,7Y2),(%3,y3),(x4,Y4) ,重心 的 坐标 为 (xp, yg). 注 意 到 ( * )， 
由 两 点 间 的 距离 公式 可 得 

AR? = (xg - x1) + (yg — y1) = (22+ x3 + x4) + (y2 + ya + y4)2 图 

又 设 点 M 的 坐标 为 (x,y) ,注意 到 @( 且 0 为 原点 ), 由 两 点 间 的 距离 公式 
可 得 

90M? = 9(x2 + y2) = (x2 + x3 + z4)2 + (y2 + Ya + y4)? @ 

比较 @ 和 加 ,可 知 AH = 30M ,命题 得 证 . 

显然 ,这 个 定理 是 下 列 熟知 命题 的 推广 : 

定理 ( 塞 尔 瓦 定 理 ) ” 设 A ABC HINGA O,OH H, ÆW BC 的 中 点 为 
M, 则 AH = 20M. 


o Uk 392 E XZ 3, yE PE 


婆罗 摩 策 多 定理 。 内 接 于 圆 的 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 4C 与 BD 垂直 相交 
于 点 K, 过 点 的 直线 与 边 4D, BC 分 别 相 交 于 点 H 和 M.D 

(1) 如 果 KH | 4D, 那 么 CM = MB. 

(2) 如 果 CM = MB ,那么 KH | AD. 

3⁄2 32? BE 52 £ (Brahmagupta, KERRE R, 24) 598 一 660) 是 印度 卓越 的 数学 家 和 
天 文学 家 .在 638 年 ,他 写 了 一 部 有 21 章 的 天 文学 著作 《婆罗 摩 多 修正 体系 》, 其 
中 有 专 述 算术 、 代 数 、 几 何 的 . 他 的 著作 被 认为 是 印度 人 在 几何 方面 最 为 出 色 
的 .他 研究 的 主要 问题 是 :根据 所 给 的 边 和 外 接 圆 半径 , 求 三 角形 面积 ; 作 三 角 
形 使 它 的 边 、 外 接 圆 半径 和 面积 都 是 有 理 数 ;根据 给 定 的 四 边 形 计算 它 的 对 角 
线 、 面 积 、 高 以 及 与 四 边 形 有 关 的 某 些 另 外 的 线段 .他 也 曾 给 出 过 已 知 四 边 形 四 
边 , 求 四 边 形 面积 的 公式 


这 里 o,b,c,d 为 边 ,p = 方 (a + b+ c+ d). 但 遗憾 的 是 这 一 公式 只 当 四 边 形 


O 汪 江 松 , 黄 家 礼 .几何 明珠 [M] .武汉 :中 国 地 质 大 学 出 版 社 ,1988:131-136. 
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内 接 于 圆 时 才 成 立 . 此 外 ,婆罗 摩 航 多 还 在 628 年 左右 正确 地 给 出 了 负数 的 四 
则 运算 法 则 ,在 处 理 级 数 问题 中 ,他 也 是 印度 数学 家 中 最 杰出 的 一 位 . 
为 简便 起 见 , 在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 把 上 述 的 婆罗 摩 航 多 定理 ,简称 为 婆 氏 


首 定理 . 
L 证 法 1 如 图 3.147. 
fxh (1) 因 KH | AD,AC | BD, 则 I š 
š Li = 22 = Z4 
a 又 人 2 = 3, 则 M 
条 Z3 = L4 
得 MB = MK 图 3. 147 
(F) Ag MC = MK 
故 BM = CM 
(2) 由 CM = MB, 即 KM 为 Rt 人 BKC 斜 边 BC 上 的 中 线 , 因 此 有 
0 KM = MB 
3 = 4 
L L3 = Z22,Z4 = 人 1, 则 
2 = /1 
而 Z+ Z5 = 90P, 则 
L2 + Z5 = 9% 
Bp KH | AD 


证 法 2 (1) 如 图 3.147, 由 三 角形 角 平 分 线性 质 定理 的 推广 ,有 


BM _ KBsin 一 4 _ KB sin 4 -KB an /4 
MC ~ KCsin(90P - /4) ` KC cos Z4 ` KC 


因 KH | AD , 则 
Li = Z2 = Z4 
即 tan 4 = tan 2 = ri 
BM _ KB , DK _ 
从 而 Mo m KO RA = 
故 BM = MC 
(2) 由 BM = MC ,得 
KBsn 人 4 _ BM _ 1 
KCcos Z4 MC 
KC 
Ep tan L4 = kp 


因 4 = 23 = Z2,X. Z1 = 4, 则 
Ll = £2 
Bp L2 + L5 = L1 + L5 = 90? 
故 KH L 4D. 婆 氏 定 理 得 证 . 
接着 我 们 指出 , 婆 氏 定理 还 有 下 面 的 
逆 定 理 。 若 四 边 形 的 两 对 角 线 互相 垂直 ,并 是 
(1) 过 对 角 线 交点 向 一 边 所 作 垂 线 平分 其 对 边 . 
(2) 对 角 线 交点 与 一 边 中 点 的 连 线 垂 直 于 对 边 . 
(3) 对 角 线 交点 、 交 点 在 一 边 上 的 射影 及 对 边 中 点 三 点 共 线 . 
这 三 条 中 只 要 一 条 成 立 , 则 四 边 形 内 接 于 圆 . 
下 面 仅 给 出 (1) 的 证 明 ,(2),(3) 的 证 明 可 类 似 得 到 . 
证 明 如 图 3.148 所 设 , KT L CD,KH | AD , HK , TK 
分 别 交 BC,AB 于 M,N, 且 M,N 分 别 为 BC ,4B 中 点 , 则 
Z1= /A2= £3 
Z5 = 6= Z? 
X. Z4 + L3 = 9%, Z8 + 7 = 90p, 则 
Z4 + Z1 = 90? 
L8 + L5 = 9 
Z BAD + Z DCB = 180 
从 而 ABCD AFEA. 


党 婆罗 摩 发 多 定理 的 推广 


定理 1 如 图 3.149,4BCD 为 圆 内 接 四 边 形 , AC , BD 交 


于 K,KH | AD 交 BC 于 M, 则 BM _ sn2CKCB i T 


MC sin 2í( KBC 
证 明 ”由 角 平 分 线性 质 定 理 的 推广 ,有 


BM _ BKsin Z BKM 
MC = KCsin Z MKC 


BK sin Z KCB 3.149 


Z BKM = Z HKD = 9 - Z ADB = 90 - Z KCB 
则 sin Z BKM = cos Z KCB 


(x) =p ao — a= = 8 r — = 
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同 理 sin Z MKC = cos Z KBC 
帮 有 BM _ BK. sin ZBKM _ sin KCB , cos ZKCB _ sin 2/ KCB 


MC KC sin Z MFC ` sin Z KBC 


显然 , 当 4C | BD if ,2Z KCB + 2 KBC = 1807 ,有 2 -1 


定理 2 ”如 图 3.150, 在 四 边 形 ABCD 中 ,直线 K 


cos Z KBC ` sin 2 一 KBC 


,为 婆 氏 定理 . 


IN, 


AD | BC 于 K, KT | AB FT,% DC FN,KH | DC A 
AM KA.KD 2 
于 五 交 AB 于 M, 则 yp = KB KC: 之 | 
证 明 由 人 NKC = 人 人 MAK( 均 与 人 DKN E. 


R), NCK = 人 AKM( 均 与 人 HKC ER), A 
A CKN o A KAM 


则 


即 
同 理 , 有 


则 
即 


H O,Q@ f 


若 考虑 四 四 边 形 4CDB, 且 当 A, C, D, B EmA 
MB ,此 时 即 为 婆 氏 定理 . 

定理 3 ”如 图 3.151, 圆 内 接 四 边 形 ABCD 的 两 对 角 线 
AC, BD 相交 于 天 ,交角 为 a, KH 与 4D 交 于 H, 且 人 KHD = } 
a, HK X BC FM, W 


BM sin(a + Z BCK) 
MC ` sin KBC 


证 明 JH ZHAK = ZX KBC,Z AHK = ZX BKC(a 的 补 
f) , 则 
BCK = ZAKH = Z MKC 


即 有 KM = MC 


INS 
|` 


`C 


图 3.150 


= 1, 得 AM = 


从 而 BM BM _ sin BKM _ sin(a + /KCB) 
MC = MK = sin ZKBM ` sin ZKBC 


当 a = 9p 时 ,有 sim(e + —KCB) =- 1, 得 BM = MC, 即 为 站 氏 定 再. 


定理 4 WA 3.152, E, F 分 别 为 圆 0 的 内 接 四 边 形 
ABCD 对 角 线 BD ,4C 的 中 点 ,分别 过 E,F fE EK | AC, 
FK | BD ,两 直线 交 于 K,KH | AD ZBC 于 M, 则 BM = 
MC. 

显然 , 当 AC | BD,K 为 4C, BD 的 交点 , 婆 氏 定理 为 其 
特殊 情形 . 

证 明 ”延长 BK 至 7T, 使 KT = BK ,联结 AO 交加 0 + 
5 ,联结 CT, CS, DS, DT, OE,0OF, 则 

DT 2EK, SC JL 20F 
又 OF | AC,EK | 4C, 则 
OF // EK | 
同 理 , OE // FK, 故 OFKE 为 平行 四 边 形 , 则 OF JL EK, 从 而 SC L DT,CT / 
SD. 

又 AS 为 直径 ,DS | AD,KM | 4D, 则 KM // DS // CT B BK = KT, 故 
BM = MC. 

定理 5 ” 圆 内 接 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 4C , BD 相交 于 点 P. 

(1) 车 O, 为 A PCD 的 外 心 , 则 OP | AB. 

(2) # PH | 4B, 则 PH š: A PCD 的 外 心 . 

证 明 (1) 如 图 3.153, 延 长 O, P XAB FH, O) E `L 
PC FE, HF 0, X A PCD 的 外 心 , 则 

Z P0,C = 2Z( PDC 
{B Z PO,C = 2 人 PO1E, 故 
Z PDC = ZX P0,E 
又 由 人 PDC = ZHAP,Z 0,PE = 人 APH, 知 
Z AHP = 90 
从 而 O P | AB 
(2) 过 PC 的 中 点 E 作 PC 的 垂 线 交 PH 于 01, 由 PH | AB ,不 难 证 
LBDC = LBAC = LPOIE 
又 01E 垂直 平分 PC, 则 O, 为 A PCD 的 外 心 , 即 直线 PH 为 A PCD 的 外 


心 . 
或 者 过 PC 的 中 点 E 作 PC 的 垂 线 交 PH 于 01, 过 C 作 CF | AC 2 HP H 


[x) cg a — a= gm = 
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延长 线 于 下, 显然 O, 为 PF 的 中 点 .由 
Z CFP = 人 EDIP = 9% - ZEPO, = 9%p - Z APH = 
Z PAH = Z BDC = Z CDP 
A D,P,C, FURRE. {E (PCF 为 直角 , 即 O, J A CDP 的 外 心 , 故 PH 所 在 
直线 过 A PCD 的 外 心 . 


党 对 角 线 互相 垂直 的 圆 内 接 四 边 形 问题 


对 角 线 互相 垂直 的 圆 内 接 四 边 形 中 ,有 一 系列 有 趣 的 结论 .0OG@ 

定理 1 对 角 线 互相 垂直 的 圆 内 接 四 边 形 对 边 所 对 的 两 劣 弧 度数 之 和 为 
180. 

证 明 ”由 条 件 4C 上 BDA A PDC 是 直角 三 角形 ,如 图 
3.154 所 示 , 因 此 Z PCD + Z PDC = 90, 由 圆周 角 性 质 得 


到 :hmD + BnC = 180. 类 似 地 证 明 4pB + DKC = 180. 
定理 2 ”对 角 线 互相 垂直 的 圆 内 接 四 边 形 一 组 对 边 的 
平方 和 等 于 这 个 四 边 形 外 接 圆 的 直径 的 平方 . 
证 明 ”过 四 边 形 一 顶点 作 外 接 圆 的 直径 DM, 如 图 图 3.154 
3.155 所 示 ,联结 MA, MC ,因为 
DmA + BnC = 180 
(可 参看 定理 1) ,又 


DmÀ + AIM = 180 


所 以 NM = BnC, 由 此 得 AM = BC. 由 人 MAD( 人 人 MAD = 
90°) 得 


AD? + AM? = DM? 


Bp AD? + BC? = 4R? 
同 理 可 证 DC + AB? = 4R? 
所 以 AB? + DC2 = AD? + BC = 4R? 
定理 3 ”对 角 线 互相 垂直 的 圆 内 接 四 边 形 的 面积 等 于 对 边 乘 积 之 和 的 一 
半 . 
证 明 ”如 图 3.155, 有 
E e o a o 


cr = D 
| Z 


ON 


Sancp = Samco = Saam + Sa puc = 


+ (AD - AM + DC . MC) = i 
J 
L (AD + BC + DC - AB) = 
B 
FAHRE En ARERR, Bl F 
AC - BD = AD > BC + AB - DC I 
因为 4C L BC, 所 以 Š 
T 
Sasco = + AC + BD D 
即 Sasco = + (AD - BC + AB + DC) $ 
定理 4 ”对 角 线 互相 垂直 的 圆 内 接 四 边 形 的 两 条 中 位 k 
线 (联结 对 边 中 点 的 线段 ) 相等 sassa 
证 明 ÉE FM ,NK 是 四 边 形 的 中 位 线 , FK 和 NM 是 X @ 


NZ 
A ABC #ll AADC 的 中 位 线 ,如 图 3.156 所 示 . 此 时 ,有 FK // NA% 


AC, NM // AC, 即 有 FK // MN. B. FK = NM = TAC, hit D 
得 NFKM 是 平行 四 边 形 ,因为 人 KFN = ZX CPD = 90? ,所 以 图 3.156 
四 边 形 NFKM 是 矩形 ,从 而 FM = NK. 

定理 5 在 对 角 线 互相 垂直 的 圆 内 接 四 边 形 中 ,一 条 中 位 线 的 平方 等 于 
2R? - d. ZE R 表 示 该 四 边 形 外 接 圆 半径 ,d 是 外 接 圆 圆心 到 该 四 边 形 对 角 线 
交点 的 距离 . 

证 明 HF — 0FPM 的 各 边 和 对 角 线 之 间 存 在 这 样 
的 关系 (图 3.157). 


FM? + OP? = 2( FP? + MP?) = tadas} + ($ CD) 


FM? + d° = Z (AB + CD?) 


FM? + d2 = 4 x 4R? 
(参见 定理 2) ,最 后 得 
FM? = 2R2 - d2 
推论 “四边 形 对 角 线 的 平方 和 是 它 中 位 线 平方 和 的 2 倍 . 
定理 6 0 的 内 接 四 边 形 4BCD ,对 角 线 AC, BD 垂直 相交 于 P, 过 PP 及 
AB rR A M 的 直线 交 CD FM ,相应 的 有 N,N ,G,C,H, H.W M, M, N,N, 
G,G',H,H 八 点 共 圆 .( 对 比 对 角 线 垂直 的 凸 四 边 形 的 八 点 圆 定理 及 平面 四 边 


SI 
AN 


Siapa ËB mim Š Imk 


几何 瑰宝 
形 的 八 点 圆 定理 ) 
证 明 ”如 图 3.158, 因 G 是 中 点 , 且 AC | DB , 则 
GP = GC 


Z GPC = Z GCP ,Z GCP + Z CDP = 90 
XH ZCDP = ZCAB,Z GPC = ZAPC , 则 
Z AG'P = 90 
即 GG' L 4B 于 GC'. 同 理 有 MM' | DC 于 及 , 故 6 M, G, 
M' 四 点 共 圆 . 
同 理 得 H'.N.H,N' 四 点 共 圆 . 


再 看 M,N,GC, 瑟 分 别 是 4B,BC,CD,D4 中 点 ,由 4C 上 DB 知 , 四 边 形 


MNGH 是 矩形 , 则 M,N, G, H 四 点 共 圆 . 


根据 三 点 确定 一 个 圆 知 , M,M' ,N,N ,G,G' ,H,H 八 点 共 圆 . 


定理 7 如果 对 角 线 互相 垂直 的 圆 内 接 四 边 形 的 外 接 
圆 圆心 为 0 ,该 四 边 形 对 角 线 交点 为 P, 那 么 八 点 圆 的 圆心 
S 在 联结 O , P 的 线段 OP 的 中 点 上 . 

证 明 因为 PF | DC,OM | DC, 所 以 PF // 0M, 如 
图 3.159 所 示 , 同 理 可 证 OF // PM ,ON // PK, OK / NP, 所 
以 四 边 形 OFPM 和 ONPK 都 是 平行 四 边 形 .由 此 可 得 :它们 
的 对 角 线 FM , OP,NK 在 交点 $ 互 相 平分 ,因而 S 是 线段 OP 
的 中 点 . 

定理 8 ”对 角 线 互相 垂直 的 圆 内 接 四 边 形 中 ,如 果 将 外 
接 圆 圆心 0 和 这 个 四 边 形 的 一 条 对 角 线 的 两 个 端点 联结 起 4 
来 ,那么 所 得 的 折线 将 四 边 形 分 成 面积 相等 的 两 部 分 ， 

证 明 fE OF 」 AC,OT L BD, 如 图 3.160 所 示 , 有 


Souc = Sanoc + Saane = + AC * OF + + AC * BP = 


1 


lic. . BP =- 1 z 
> AC > PT + > AC > BP = -yAC(BP + PT) = 


lic.Br- liac.lgp- luac. pp = 
2 AC - BT = > AC 3BD = > AC : BD = 


F Sec 
本 题 还 可 用 另外 的 方法 证 明 . 例 如 
Saase = Sason + Sapoc = E Resin Z A0B + + R°sin Z BOC 
因为 LBOC + LAOD = 180 


图 3.160 


Treasure Geometry 


40B + Z COD = 180*( 参 见 定理 1) 


于 是 有 Sam = T R°sin( 180 - Z COD) + 1 Ršsin( 180 - ZA0D) = 
Rsin Z COD + 3 Rsin ZA0D = 
Sacop + SA40D = Saane 
定理 9 设 d 为 对 角 线 互相 垂直 的 圆 内 接 四 边 形 的 外 
接 圆 圆心 到 该 四 边 形 对 角 线 交 点 的 距离 ,R 是 外 接 圆 的 半 4 
径 , 那 么 这 个 四 边 形 对 角 线 的 平方 和 等 于 4(2R2 _ d). 
UER 先 证 4P. PC = BP. PD = R- 4d?, 如 图 3.161 
所 示 . 经 过 对 角 线 交点 已 作 外 接 圆 的 直径 EQ. HH 41k 
PO = d,PA - PC = PB > PD = PE - EQ 


PE = R- d,PQ = R + d 图 3.161 
得 PA.PC= PB - PD = R _ d° 
由 此 即 可 证 得 原 题 结论 为 


AC? + BD? = (AP + PC)? + (BP + PD)? = AP? + PC + 2AP - PC + BP? + 
PD? + 2BP + PD = (AP? + PB?) + (PC? + PD2) + 4AC - PC = 
AB? + DC + 4AP + PC = 4R2 + 4(R2 — d) = 4(2R2 _ d) 
定理 10 [H 0 的 内 接 四 边 形 4BCD 中 , 若 对 角 线 AC, 
BD 垂直 相交 于 已, 那么 PA? + PB? + PC? + PD? 为 定 值 . 
证 明 ”如 图 3.162, 联 结 04,0D,0B8,0C, 设 一 40D = 
a, BOC = 8, 圆 0 的 半径 为 +. 
由 余弦 定理 ,得 
AD? = r?° + r?° — 2r2cos a, BC? = r? + r? -2rcos 有 


而 ACD = a, LBDC = eac L BD , 则 


Za + 2 B = 90P,a + B = 180 


Bp cos a + cos 8 = 0 
故 AD? + BC2 = 4r 
由 勾 股 定理 ,得 


AD? = PA? + PD? 
BC = PB? + PC2 
PA? + PB? + PC2 + PD? = 4r 
为 定 值 . 
定理 11 O 的 内 接 四 边 形 4BCD ,对 角 线 AC, BD 垂直 相交 于 P, 设 圆 0 
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ON 
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A A m = 


的 半径 为 R,AC? + BD? = m < 8R2, 则 OP = L /8m° — m "4 
证 明 ”如 图 3.163, 作 OM, ON 分 别 垂直 4C , BD FM, 


N, 由 4C | BD, 知 OMPN 是 矩形 .再 由 垂 径 定理 知 NY 
AM = MC,BN = ND 3 ; Q 


AC? + BD? = (2AM)? + (2DN)° = 4(AM° + DNP) = S 


4((R2 - OM?) + (R - ON2)) = C 
8R? - 4( OM? + ON?) = 8R2 - 40P2 Asia 
所 以 40P2 = 8R? - (AC? + BD?) 


OP? = 2R _ Lae + BD?) 


所 以 OP? = 2R2 -Hm 
即 OP = + /8R -m,m < 8R2 


定理 12” 设 对 角 线 互相 垂直 的 圆 内 接 四 边 形 被 它 的 对 角 线 分 成 的 四 个 直 
角 三 角形 为 A APB , A BPC ,A CPD , A DPA ,那么 这 四 个 三 角形 的 外 接 圆 和 内 
切 圆 的 半径 的 总 和 等 于 该 四 边 形 对 角 线 的 和 . 

证 明 ”利用 直角 三 角形 的 性 质 : 对 于 边 长 分 别 为 a,b,c 的 直角 三 角形 ,有 


R = 十 c,r = + =~。, 这 里 c 是 直角 三 角形 的 斜 边 长 ,Rr 分 别 是 外 接 加 和 
内 切 圆 的 半径 ,如 图 3. 163 所 示 , 由 此 可 得 


rı + ra + r3 + ra + R, + R + Rs + Ra = 2 (AP + PB - AB) + 1 (PB + PC - 
BC) + (PC + PD- CD) + 


+ (PD + PA - DA) + LAB + 


+ BC š tep + 4 pa š 
(AP + PC) + ( PB + PD) = AC + BD 
定理 13 [M| 0 的 内 接 四 边 形 4BCD, 其 对 角 线 AC, BD 垂直 相交 于 P , 
AABO, ABCO, ACDO, A DOA 的 要 心 分 别 为 Hi。 Bi, Ha, Ho M PAEH, Ho. 
H3, H, 所 在 的 直线 上 . 
证 法 1 设 和 全 04B ,全 0OBC 的 高 分 别 是 OF , AC , CH,, OF ,如 图 3.164 所 示 ， 
易 知 AG // CH,, X. 
— AE _ 4 _ _ AE  _ 
' 5 sin ZAHIE ™ sin Z GBE sin(90 - <408) u 


— AE hE 
Z AQB ~ cos Z ACB 
cos — 
PEDE: SEEE EE 
sin Z CH, F sin(90P - < zoc, 
CF _ _ CF 
š L zoc cos Z CAB 
— AE _ 
m AF1 w" cos Z ACB P 2AE _ cos £< CAB N 
CH, CF cos Z ACB 2CF 
cos Z CAB 


ABcos Z CAB _ AP 
BCcos ZACB = PC(4C 1 BD) 


上 面 已 知 AG / CH. 从 而 Z PAH, = ZH,CP, 联结 H P ,H,P , 故 
A PAH, nA PCH, 而 APC 是 一 直线 , 即 H, P, H, 在 一 直线 上 , 同 理 可 得 H, 
P , H3; H3, P , H, 共 线 , 故 P ZfEH,,H,,H,, H, 所 在 直线 上 . 

证 法 2 如 图 3.165, 由 于 和 CH3D 
与 COD 互补 , 注意 AC |1 BD, 34 
Z AGB 与 Z COD 互补 , 即 知 等 采 A 0AB 


与 A H, CD 相似 ,有 
OH, _ H30 
OF = BE 


H FP | CD, EP | AB 及 婆罗 摩 般 

多 定理 ,有 O,F,P,E 为 平行 四 边 形 . 亦 

é 

有 OF = Ep. H S, = RE RB, H.P H4 
三 点 共 线 . 

注意 到 ZFAH, = ZKOH, = 

Z ADB = ZACB, FH 以 AAFH, < 图 3.165 


ACPE JAg. = Sp 


CP +: AH, = AF - 2CG @ 


Lh AAPB o A CGH, k AP _ CC 即 


AP - CH, = CG . 2AF @ 


H# O,@ 48 


NO 
ON 


[x] g 3 — 3 = = = = <— = 


R 何 瑰 宝 


NZ 
ON 


CP - AH, = AP + CH, 


AH, CH. 
Tr Z qp MU AAPH, on A CPH, i H, H,, P 三 点 共 线 . 


E H2, P, H4 共 线 或 Hi, H4, P 共 线 . 

故 Hi, H2, H3, Ha, 五 点 共 线 . 

定理 14 圆 O 的 内 接 四 边 形 4BCD ,其 对 角 线 AC, 
BD 相交 于 P, 若 点 P 在 直线 48,BC,CD,DA 上 的 正 射 
影 分 别 是 P,P;, Ps, P4, WA P 为 四 边 形 Pi P, P, Ps 的 
内 切 圆 圆心 . 

证 RA 如 图 3.166, 5 BL AP, PP,,BP,PP,, 
CP3PP,, DP; PP, 共 圆 . 则 

Z P,AP = P,P,P = ZX PPIP; = Z PBP; 
得 PiP 是 Z P.P, P, 的 平分 线 . 

i 已 到 P, P, , Pi P,, P, Ps, Ps P, BEER H hi, ha, hs, h4, W 

hi = h> 

同 理 有 h. = hs,hs = hs 
即 hi = h = hs = ha 
故 已 是 四 边 形 P, P, Ps P, 内 切 圆 圆心 . 


党 调和 四 边 形 问题 


即 


MW B ms Š == ida 


= 
E 


在 线段 的 调和 分 割 问题 中 ,已 介绍 如 下 的 结论 : 
E P' 是 半径 为 r 的 圆 0 外 一 点 , 则 P' 关于 过 PP 的 圆 的 割 线 上 的 弦 A4B 的 


WRIA 在 点 P' 的 切 点 纺 上 ,此 时 有 全 = PA m 
PA ` P'B 
Pp PA 中 
如 果 从 反 演 变换 来 考虑 , 则 P' 关于 圆 0 的 反 演 点 是 已 的 切 点 弱 的 中 点 己 ， 
此 时 ,OP. OP’ = r°. 
若 P' ,Q' 是 半径 为 r 的 圆 O 外 两 点 ,它们 关于 圆 0 的 反 演 点 是 已,O , 则 由 
OP - OP' = ê = 00 ` 00' ,有 0 = 2C , 即 知 
AOPQ WW A00'P' 


PO' _ OP 


Tenine Geometry 
PC = P:S = PO- o © 
E P',Q',R',S' 是 半径 为 r 的 圆 0 外 任意 四 点 ,它们 关于 圆 0 的 反 演 点 分 
别 为 P,0,R,S, 则 由 式 @, 有 


P'O':R'S _ PQ `: RS @ 
PS R'O = PS. RQ 
P0O .RS _ PQ: RS _ 
于 是 P'S' - R'Q' = le ps; RQ = 1 @ 


特别 地 , 若 P' ,0',R',S’ 或 P,0,R,5S 是 一 个 正方 形 的 顶点 , 则 式 O 显然 
成 立 . 并 且 正 方形 四 顶点 共 圆 ,从 而 其 反 演 四 顶点 也 共 圆 .于 是 ,我 们 有 
定义 ”如 果 一 个 四 边 形 的 顶点 是 一 个 正方 形 的 顶点 的 反 形 ,那么 它 称 为 
调和 四 边 形 . 
由 上 述 定义 ,有 如 下 结论 ， 
定理 1 一 个 圆 内 接 四 边 形 为 调和 四 边 形 的 充 要 条 件 是 它 的 对 边 之 积 相 
等 . 
由 式 @ 的 推导 ,又 可 得 如 下 结论 : 
定理 2 ”过 不 在 正方 形 外 接 圆 上 任意 一 点 与 正方 形 的 顶点 作 直 线 , 交 正方 
形 外 接 圆 于 一 个 调和 四 边 形 四 顶点 . 
证 明 ”如 图 3.167, 设 正方 形 AB'CD 的 外 接 圆 为 圆 0,P 为 不 在 圆 O 上 
的 任意 一 点 ,直线 Ph4', PB' , PC' , PD' 分 别 交 圆 0 于 4 ,B,C,D. 由 PA» PA' = 


PA PA 


PB - PB' %9 人 人 APB Ww A A'PB'. 从 而 .48 PP' 


即 AB = A'B'- = A'B' >» 


A'B' = PB'' 


r? 
PA. pp” 为 点 P HA O KE). 


AB - CD PA' » PB' + PC' > PD' 
从 而 A'B! CD ~ rê 


NO 
AN 


(x) po — 3 FE- = = 


NO 
ON 


ishpa B mp8 => =s 


n A E 
BC- DA _ PA' + PB' - PC' + PD' 
同 理 B'C' ° D'A' AER ré 
故 AB - CD BC : DA 


A'B'. CD: © B'C' + D'A 
由 此 即 获 证 结论 . 


注 ”此 定理 提供 了 一 种 作 调 和 四 边 形 的 方法 . 

定理 3 ” 圆 内 接 四 边 形 为 调和 四 边 形 的 充 要 条 件 是 两 对 角 的 平分 线 的 交 
点 在 另 一 对 顶点 的 对 角 线 上 . 

证 明 ”如 图 3.168, 设 ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 . D 


充分 性 . 设 人 B 的 平分 线 与 人 D 的 平分 线 的 交点 f = 
T 在 对 角 线 4C 上 , 则 由 角 平 分 线 的 性 质 知 


AT _ BA AT _ DA ` 
TC  BC’TC DC 
从 而 BA _ DA 


BC ` DC B 

即 有 AB .CD = BC. DA PON 

N BA _ DA S] . 

必要 性 .由 AB .CD = BC - D4, 有 BC = ¢p: 

l AT 

BLB 的 平分 线 交 4C FT, LD 的 平分 线 交 4C + T,, WFE = x, 
AT; _ DA ATi _ AT; _— Ai _ _ 47 _ u 
TC = DC, 从 而 TiC = ne, y Tr C = AT, + T, C AT, = AT,, BD 


T, 与 7 重合 . 亦 即 ZB 的 平分 线 与 Z D 的 平分 线 的 交点 在 对 角 线 4C E. 
定理 4 圆 内 接 四 边 形 为 调和 四 边 形 的 充 要 条 件 是 两 条 对 角 线 的 中 点 是 
四 边 形 的 等 角 共 辆 点 . 
证 明 ”如 图 3.169, 设 M,N 分 别 是 圆 内 接 四 边 
JÉ ABCD 的 对 角 线 4C , BD 的 中 点 . 
充分 性 . 若 M,N 是 四 边 形 4BCD WEHI, 
即 有 
LCDM = LADN = /ADB 
LDAM = ZX DAC = Z BAN 
H @ ,并 注意 到 人 DCM = X DCA = Z DBA, W) 


DC _ DB _DC _ DB 
XI A DCM ADBA , El i = BA , 亦 即 了 了 = BA 


2 
故 


ea N Ge 8 


AB- CD = Jac .BD @ 
WOA ZDAN = 人 C4B, 再 注意 到 人 ADN = ZADB = ZACB, 则 知 

人 4BC o AAND, HBE = DN 
BC - DA = ac. BD @ 


的 一 


分 别 是 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 对 
FRAC, BD 的 中 点 . 


d; 
N ! 
4 的 贺 为 c1, 记 过 4 与 BC 切 于 点 8 
的 图 为 c2, 依 次 得 cc 记过 8 与 YK N 
x ANAN 


DA 切 于 点 4 的 圆 为 di ,过 C 与 4B 
WFA B 的 圆 为 ds, 依次 得 ds, 
d4. 


2 
由 图 ,@, 即 有 4B - CD = BC - DA. 
必要 性 : 若 4B. CD = BC - D4 ,注意 到 托 勒 密 定理 4B. CD + BC - DA = 


` BD,JIJ AB - CD = BC - DA = Z AC + BD, 即 有 


DA _ BD 
1 = BC 
z AC 
X ZDAM = ZDAC = 人 DBC , 则 
A DAM ^ AÁ DBC © 
从 而 ZADM = ZX BDC = Z NDC 


同 理 , DCM = Z BCN,Z CBN = ZABM,Z BAN = ZDAM. 

故 M,N 为 四 边 形 4BCD WRAHA. 

定理 5 圆 内 接 四 边 形 为 调和 四 边 形 的 充 要 条 件 是 以 每 边 为 弦 且 与 相 邻 
边 相 切 于 弱 的 端点 的 圆 交 过 切 点 的 一 条 对 角 线 于 中 点 . 

证 明 ”如 图 3.170, 设 M,N 


C 


C3 


充 要 性 .记过 D 与 4B 切 于 点 


B 


当 c 过 点 M 时 ,由 弦 切 角 定 


理 , 知 

ZADM = ZMAB = ZCAB = 

Z CDB = Z CDN Æ 3.170 
Bp Z ADM = Z CDN 


当 cs 过 点 N 时 ,由 弦 切 角 定 理 , 知 


d 


CAN 


[x )üc g ab — 3 = = === =" 


iakyip B mina Š DBK 


= 
a 


几何 /瑰宝 


Z BAN = NBC = LDBC = Z DAC = ZDAM 
即 Z BAN = ZDAM 
同 理 , ZABM = Z CBN,Z BCN = Z DCM. 
从 而 ,点 M,N 为 四 边 形 4BCD WEAH. 
X M,N ZIVA AC, BD 的 中 点 ,由 定理 4 知 ABCD 为 调和 四 边 形 . 
必要 性 . 由 定理 4 证明 中 的 式 O, 即 ADAM — ADBC, #í Z ADM = 
Z BDC = Z CAB = 人 M4B ,由 弦 切 角 定理 的 逆 定 理 , 知 点 MERN c E. 
同 理 , M ÆR di, c3, d3 E; N ÆR c2, d2,c4,d4 E. 
推论 1 在 调和 四 边 形 ABCD 中 ,定理 5 中 的 圆 ci, di, c3, ds ATF AC 的 
中 点 M.B] c2, d,, ca, da 共 点 于 BD 的 中 点 N. 
推论 2 在 调和 四 边 形 ABCD 中 ,定理 5 中 的 圆 ci, cz, ca, Ca 共 点 , 圆 di, 
dz, dz, d, 共 点 . 
事实 上 , 若 设 圆 ci 与 c; 交 于 点 已 , 则 
Z MPB = Z MDA + Z PAB + Z PBA = 
Z CDB + Z PAB + Z PBA(M - N 3483698728) = 
Z CAB + Z PBC + Z PBA( BC YJE] PAB) = 
Z CAB + Z ABC = 180p - Z MCB 
从 而 M,P,B,C 四 点 共 圆 , 即 圆 cs 过 点 P. 
同 理 ,c4 也 过 点 已 , 故 cl cz,c3, C4 共 点 于 P. 
同 理 , di, d2, di,d4 共 点 于 Q. 


注 ”还 可 证 得 P, Q 也 是 四 边 形 4BCD HEINEN. 

定理 6 。” 圆 内 接 四 边 形 为 调和 四 边 形 的 充 要 条 件 是 对 顶点 处 的 两 切线 与 
另 一 对 顶点 的 对 角 线 所 在 直线 三 线 共 点 或 互相 平行 . 

证 明 ” 当 四 边 形 为 稳 形 时 ,有 一 对 顶点 处 
的 两 切线 与 男 一 对 顶点 的 对 角 线 所 在 直线 互相 Š 
平行 .下 面 讨论 四 边 形 不 为 第 形 的 情形 . 

如 图 3.171, 点 Q 是 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 
分 别 过 顶点 A, C 的 切线 的 交点 . 

充分 性 . 当 点 Q 在 直线 DB 上 时 ,由 QA = 
QC,A QAD o AQBA,AQCD — A QBC 有 
AD _ QD _ QD _ CD 
BA ` QA ` QC 7 BC’ 

必要 性 . 当 4B. CD = BC : DA Ñ, H 1E5Z2E3E , A 

sin Z ADB . sin Z DBC = sin Z BDC : sin Z DBA 


Ék AB - CD = BC : DA. 


Ce — 


联结 AC 3X BD 于 C, 延 长 AD X QC 于 E, 延 长 CD 2 QA FF, W 
Z CAF = Z ECA 
AG .CF , DE C*) sin ZADG _ sin Z CAF sin Z DCE _ 
GC FD EA sin GDC sin FAD sin ZECA ~ 


sin LADG sin DCE sin Z ADB sin L DBC _ 1 
sin GDC sin Z FAD sin ZBDC sin Z DBA 一 


对 AACD 应 用 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 , 知 AF, GD, CE 共 点 于 0, 故 过 4,C 的 
两 切线 与 直线 DB 共 点 于 0. 


注 ”此 定理 提供 了 作 调 和 四 边 形 的 一 种 方法 : 先 作出 一 个 圆 内 接 三 角形 ,在 一 顶点 处 
作 圆 的 切线 ,再 将 此 项 点 所 对 边 延 长 . 若 这 两 条 线 相交 , 则 由 交点 作 圆 的 另 一 条 切线 , 所 得 
切 点 与 原 三 角形 三 顶点 组 成 调和 四 边 形 的 四 顶点 ; 若 这 两 条 线 平行 , 则 作 与 前 面 切线 平行 
的 圆 的 另 一 切线 ,所 得 切 点 与 原 三 角形 三 项 点 组 成 调和 四 边 形 的 四 顶点 .其 中 ( ) 处 是 转 
化 成 两 边 夹 角 正弦 的 三 角形 面积 公式 化 简 得 . 

定理 7 圆 内 接 四 边 形 ABCD 为 调和 四 边 形 的 充 要 条 件 是 过 C 作 CT // DB 
交 圆 于 T 时 ,点 7 与 DB PAM, A ZARR. 

证 明 ”如 图 3.172, 由 CT // DB 知 DBTC 为 等 腰 
梯形 .联结 87, DT, 则 DC = BT,DT = BC, 注意 到 
ZABT 与 人 TD4 互补 , 则 Z 

AB - CD = BC - DA=AB +: BT = DT - DAS, 

AB - BT - sinZABT = 
1 


了 DT - DA » sin TDAS; 


Saar = Saare 


注 ”此 定理 也 提供 了 作 调 和 四 边 形 的 一 种 方法 : 先 作出 一 个 圆 内 接 三 角形 ,在 一 顶点 
处 作 与 所 对 的 边 的 平行 线 交 圆 于 一 点 ,此 点 与 这 条 边 的 中 点 的 连 线 交 圆 于 另 一 点 ,这 另 一 
点 和 三 角形 三 顶点 组 成 调和 四 边 形 的 四 顶点 . 

定理 8 MARHE ABCD 为 调和 四 边 形 的 充 要 条 件 是 某 一 顶点 不 妨 设 


为 C 位 于 劣 弧 DB 上 ,而 在 优 弧 DB 上 取 两 点 E,F, 使 得 D,B 分 别 为 EC ,CF 的 中 
点 ,过 C 作 CT // DB 交 圆 T 时 ,点 7 与 全 CEF 的 内 心 1,4 三 点 共 线 . 
证 明 ”如 图 3.173, 由 题 设 知 D,1,F 三 点 共 线 , B8,1,E 三 点 共 线 . 因 了 为 
全 CEF 的 内 心 ,由 内 心 的 性 质 并 注意 , CT // DB ,#8 ID = DC = BT,1B = BC = 
DT, 从 而 1BTD 为 平行 四 边 形 , 即 TI 过 DB 的 中 点 用, 故 由 定理 7, 有 
AB: CD = BC - DAST, M,A 三 点 共 线 — TI PË DB 的 中 点 M 


9 
Z 


ON 


(x) p ao; — 3 E = = r — = 


几 何 A = 


NO 
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定理 9 圆 内 接 四 边 形 ABCD 为 调和 四 边 形 的 充 C 
要 条 件 是 某 一 顶点 不 妨 设 为 C f 3 3LDB 上 ,而 在 
优 弧 DB 上 取 两 点 E, FF, 使 得 D,B 分 别 为 EC , FC 的 中 E 


V 
A 点 ,又 在 劣 弧 EF 上 任 取 点 P, 设 I 了 1, 了 荆 分 别 为 人 ACEP， 4 |X 
500 全 CFP 的 内 心 时 ,4 ,P, 了 ,了 1 MARRE. 
š 证 明 ”如 图 3.174, 由 题 设 知 P, 1, DEP, h, B ii 
点 | 。 分别 三 点 共 线 ,联结 114,124, 则 ZIDA = ZhBA, 图 3.173 
条 | ZlPl = ZBPD = Z BAD. 
Š 又 注意 到 内 心 的 性 质 , 有 CD = 
(M jp,BC = 万 B. 于 是 
AB 。CD = BC - Dao SD -Po 
@ hD AD hD hB 


LB = AB® AD ` AB? 
AIDA AL BAG 
Ż1,AD = ZLABƏ 
Z lAl, = Z li Phe 
A,P, h, h WARA 

推论 1 设 公 CEF 的 内 心 为 1, 则 

LI L LI. 
证 明 ”如 图 3.174, 注 意 内 心 所 张 的 角 与 对 应 顶 角 的 关系 , 知 


LENC = 9 + LEPC = 9 + +. ZEFC = LEIC 


BÆ E, h,1, C 四 点 共 圆 . 
则 有 


ZhEI = ZNCI = +. ZECF - ZECI, = 3 (ZECF - LECP) = 


图 3.174 


1 ZFcP = Z FC, 


AH, Z Ell, = Z IFI,, A M AElIc A l,F. 
于 是 Z Ell, + Z FIL, = Z Ell, + Z BEI = 


18p - ZELI = ZECI = t ZECF 


ec — — 5€ 


FA Zhlh = LEIF - (ZE + FIh) = 9 + + ZECF - L ZECF = 9% 
BC II L LI. 

推论 2 ÜN SIL 的 中 点 , 则 BN | DN. 

证 明 ”如 图 3.174, 注 意 到 忆 ,7, 刁 共 线 及 内 心 的 性 质 ,有 DI = DC , DI, = 
DC, 从 而 DI = Dh. 

由 推论 1 知 11| LI,# IN = N. 


注意 到 DNAR, | A DNI, A DNI, AT Z NDI = 方 和 DI 一 吉 PF. 


同 理 ,ZNB1 + EP. 
X LIDB + Z IBp —— T FÈ + + CÈ, PWA 
Z NDB + Z NBD = ZX NDI + Z IDB + ZIBD + Z NBI = 
T (PF + FÓ + CE + EP) = 90 
BI 人 BND = 90. 
故 BN | DN. 


党 圆 内 接 四 边 形 的 相关 四 边 形 定理 


设 41424344 AA 0 4AE, H , H, H, H, 分 别 为 人 424344， 
全 434441, 全 444142, 人 414243 的 垂 心 ,我 们 称 四 边 形 H, HHH, 为 原 四 边 形 
的 “ 垂 心 四 边 形 ”. 类 似 地 ,我 们 可 以 定义 一 个 圆 内 接 四 边 形 的 “重心 四 边 形 ”， 
“内 心 四 边 形 ”.OO@O 

定理 1 圆 内 接 四 边 形 的 垂 心 四 边 形 也 内 接 于 圆 ， =a, ve 
并 且 此 两 四 边 形 互 为 垂 心 四 边 形 . (参见 卡 塔 朗 定理 ) 

证 明 如 图 3.175, 因 

H24; L A344, 4344 // HyH, 

则 H:A; | HsH, 

X HAi | 4244,4244 // H,H4, Ml H 3.175 

1341 L HH; 


王 扬 . 圆 内 接 四 边 形 的 几 个 相关 四 边 形 [了 .中 学 数学 教学 ,1993(3):7-8. 
沈 文选 .从 一 BEKU AEU MaK 通讯 ,1993(1) :30-32. 
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从 而 A 为 A H,HyH, 之 垂 心 . 
同样 可 证 A2, As, AF291289 AH, H,H,,A H, H,H,, A H, H, H, Z 5,t> R 
证 明了 圆 内 接 四 边 形 H, H, H, H, 的 垂 心 四 边 形 恰 是 A 424344. 
定理 2 设 414,4344 为 圆 内 接 四 边 形 , G, , G,, G3, G, 依次 为 A AAA... 
人 414344. 人 414244, 人 人 44243 的 重心 , 则 重心 四 边 形 Cl G; 63 G, 内 接 于 圆 . 
证 明 ”如 图 3.176, 由 重心 及 相似 三 角形 的 性 质 , 易 知 1, 
G iG; L444 


G, Gs i A243 


Gs G4 L+ 4544 


G.G L43444: 


则 四 边 形 414,4344 与 四 边 形 G Ga G3 6G4 相 似 , 且 相似 比 为 3: 1, 从 而 Gi G; Gs G, 
也 为 圆 内 接 四 边 形 . 

定理 3 E 41424344 H AA ÈE , I, d,d, 14 分 别 为 人 人 47274544， 
AA, A3A4, A A1 A244, AA, A243 的 内 心 , 则 内 心 四 边 形 L. hll, 也 内 接 于 圆 

证 明 如 图 3.177, 记 各 弧 段 4142,4243,4344， 
A,A; 的 中 点 依次 为 Bı, B2, B3, Bs, 联 结 B; B3, B2B, 相交 
+ 7， 则 依 外 角 定 理 ， 知 Z BB, = ZIBB, + 
Z IB,B, =90. 又 据 引 理 :在 A ABC 中 ,E 是 其 内 切 贺 
Ò, LA 的 平分 线 和 公 4BC 的 外 接 圆 相交 于 D, 则 DE = 
DB = DC.( 证 略 ). 知 Ai, I3, A4 在 以 B, 为 圆心 的 圆 上 ， B: 
Ais l2, A4 也 在 以 B, 为 圆心 的 圆 上 ,所 以 Ai, I3, 12, A4 在 图 3.177 
以 B, 为 圆心 的 圆 上 , 即 1,13: 8 FE AB hh 
平分 线 BaB2, 进 而 1,13 / BiB3. 同 理 , 记 PN B i Bs, i31, / B,B, // [1 了 , 故 四 边 
É nl, 为 矩形 ,内 接 于 圆 ,从 而 定理 3 得 证 . 

定理 4 ”如 图 3.178, 过 对 角 线 不 研 直 的 圆 内 接 四 边 
JÉ A142434, 的 各 顶点 分 别 向 不 过 该 顶点 的 对 角 线 引 垂 
线 , 记 其 垂 足 分 别 为 B.,B,, Bs, B4, 则 

四 边 形 41424344 cn" 四边 形 B, B;,Bs B, 

证 略 . 

定理 4 实际 上 刻画 了 圆 内 接 四 边 形 的 如 下 一 条 重要 
性 质 : 分 别 以 圆 内 接 四 边 形 A A2434, 的 各 边 为 直径 作 
圆 , 则 这 四 个 圆 相 交 的 四 个 点 连 成 一 个 与 原 四 边 形 


> X 


41424344 相似 的 四 边 形 ( 均 共 圆 ). 


还 可 将 这 一 结果 一 般 化 ,得 到 l 
定理 5 若 以 圆 内 接 四 边 形 A 4:434, 的 各 边 为 弦 作 四 个 圆 , 则 这 四 个 圆 J 
所 交 四 个 点 连 成 一 个 圆 内 接 四 边 形 . (参见 古 镁 钱 定理 ) w 
证 明 ”如 图 3.179, 记 以 4i42,4243,4344,444; 为 
弦 所 作 圆 的 交点 依次 为 B,, B3, B4,Bi, 联 结 4,B, 并 延长 T 
至 C2, 44B, 至 C4, 则 由 圆 内 接 四 边 形 的 外 角 和 定理 , 知 Y 
Z C,B,B, = Z B3432 g 
ZCB,B, = LBiAAy p 
Z C4B4B3 = 一 B34344 X 
Z C4B4Bı = 一 Bi4144 图 3.179 
这 四 个 式 子 同 向 相 加 ,得 
BiIB2B3 + Z B,B4B3 = 一 424144 + 人 444342 = x @ 


故 B.,B,,Bs, B, 四 点 共 圆 . 
定理 6 AKÈHE 414;4344, 与 其 重心 四 边 形 GI G, G, GI, 垂 心 四 边 
JÉ HiH,H3Ha, 彼 此 相位 似 .中 
证 明 ”首先 ,如 图 3.180, 设 41G1,44G4 相交 
于 Co, Kt 41G4,41G4 交 A243 F M, U) M JE: Az As 
中 点 .联结 AM, G fE AM 上. 
AA MG, 被 直线 44 Go G, 所 截 , 由 梅 涅 劳 斯 定 
理 , 有 
GiGo AiGs . MA, _ 
Co4 GAM 446; = 


由 重心 性 质 , 有 
AG, _ 2 MA4 3 
GM “AG. 2 
P; Gi Go 要 1 
由 此 得 人 和 = 
C4 Go 1 
同 理 Go44 3 


即 A, G, 通过 44C4 上 一 定点 Co, 且 被 Go 分 为 1 : 3, 同 法 可 证 A2G2, A3G3 都 通 
过 A, GA 上 定点 Co, 且 被 Go 分 为 1 :3. 从 而 
(1) A1G1, A262, A3 63,4464 都 经 过 同一 点 Go. 


D 胡 凌 宗 . 圆 内 接 四 边 形 的 位 似 形 与 欧 拉线 [ 丰 , 中 学 教研 (数学 ) ,1994(3) :26-27. 
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GÀ, ` GÀ, ` Co4s = Co44 ` 3' 
所 以 四 边 形 G1G2G3G4 与 41424344 成 位 似 , 位 似 中 心 是 Go, 位 似 比 kı = 


L ,对 应 点 都 在 位 似 中 心 两 旁 ,它们 互相 成 内 位 似 . 因 四 边 形 A142434 内 接 于 


O , 故 四 边 形 G, G, G, G, 也 内 接 于 圆 , 设 其 圆心 为 0 , 0; 与 0 是 在 此 位 似 变 
换 中 的 一 对 对 应 点 . 由 于 在 位 似 变换 中 ,对 应 点 连 线 必 过 位 似 中 心 , 故 0, Go, 
0, 三 点 共 线 .联结 0G0, 在 OG ERRERA 01, 使 


G0; = toc, D 


则 此 点 0, 就 是 圆 Cl C2C3C4 之 圆心 . 

其 次 ,由 欧 拉线 定理 ,三 角形 外 心 0 ,重心 C, 垂 心 日 三 点 共 线 , 且 GH = 
20G. 而 由 已 知 条 件 ,0,G;, H(i = 1,2,3,4) 共 线 , 它 们 分 别 是 题 设 四 个 三 角形 
的 欧 拉线 .因此 四 边 形 H, HHH, 与 四 边 形 G, G; G; G, 对 应 点 连 线 经 过 同一 点 


0, 且 有 Di(i = 1,2,3,4) = 3, 故 这 两 个 四 边 形成 外 位 似 (对 应 点 在 O 同 旁 ). 


位 似 中 心 为 0, 位 似 比 k = 3, 由 四 边 形 G, G; G; G, 内 接 于 圆 知 H, H,H;H, EA 
接 于 圆 , 设 后 者 圆心 为 0，, O, 与 0, 是 此 位 似 变换 对 应 点 , O, O, 连 线 必 过 位 似 
中 心 0. 要 确定 O, 位 置 ,只 需要 在 00, 延长 线 上 截 

00, = 300, @ 
则 O, 为 所 求 .再 由 位 似 变换 传递 性 知 , 四边形 H, HHH, 与 A A; AsA4 也 成 位 


似 .位 似 比 为 上 = kika = + x 3 = 1. 由 此 可 见 三 个 圆 内 接 四 边 形 4 4z4344， 


ER 00 
H, H: Hs Hs, G G> Gs G, 彼此 互相 位 似 , 三 圆心 0,02,01 KR. Bgo; = oT 


注 ”上面 证 明 启 示 我 们 得 出 另 一 重要 结论 : 
四 边 形 41424344 与 所 HH 成 位 似 , 则 对 应 点 连 线 AH; Ci = 1,2,3,4) 四 线 共 点 于 位 
似 中 心 ( 记 为 三 ). 又 由 于 位 似 比 为 1, 故 Ho 必 为 对 应 点 O, 0, 连 线段 之 中 点 , 即 
OHo = + 00; @ 
这 里 定义 0, Go, fo 分别 为 四 边 形 4,424344 的 外 心 ,重心 , 垂 心 , 则 得 欧 拉 线 之 推广 : 圆 内 接 


四 边 形 的 外 心 0 ,重心 G0, 垂 心 加 共 线 , 且 由 DD,®,@ map = 1. 同 时 , 圆 G, G, G, G,, 
El H, HHH, 的 圆心 01 和 O, 也 在 此 直线 上 (五 点 共 线 ) ,不 难 计算 OG : GO, : O, : 
H0, =3:1:2:6. 


定理 7 圆 内 接 四 边 形 一 条 对 角 线 分 成 的 两 个 三 角形 的 内 心 与 此 对 角 线 


Treasure Geometry 


两 端点 的 连 线 交 圆 于 四 点 ,相对 两 点 的 连 线 互相 垂直 . 
证 明 ”如 图 3.181, 因 A 在 到 A41444; 的 平分 线 Al, 


上 ,所 以 M 平分 hh2. P 


FIS, Q, N, P AIEA, ASA. AA... 
联结 MP, W) Z MPO 对 的 弧 是 414443 所 对 弧 的 一 “ 


半 ， 即 ZMPQ = ZAA. FÆ 人 PMN = 


图 3.181 


T 24,4243. 


而 Z A A4As + ZA A;As = 180? ,故人 MPO + Z PMN = 90, A m MN L 
PQ. 

定理 8 圆 内 接 四 边 形 四 顶点 组 成 的 两 相交 三 角形 
的 内 心 与 公 切 边 所 对 弧 的 中 点 构成 等 腰 三 角形 , 且 两 内 
心 连 线 为 底 边 . 

证 明 如 图 3.182,1,,1, 分 别 是 全 424344， 
全 4A34441 的 内 心 .联结 4313 并 延长 交 四 边 形 外 接 圆 于 点 


N, N SÁ AQ 的 中 点 , 设 P WAA 的 中 点 , 则 PP 在 
444143 的 平分 线 上 ,从 而 
人 44NP 二 Æ PNI,, Z A,PN = Z NPA; 


TE ANA, P A NI P 
则 PI, = PA, 
同 理 PI, = På, 


而 PA, = PH43 , 故 
Ph = PI, 

# 0 为 414; 的 中 点 ,也 可 证 QI, = Qh. 

定理 9 圆 内 接 四 边 形 A 42434, 中 , 设 人 A4i4243, 人 人 44344, 人 434441， 
入 444142 的 内 心 分 别 记 为 ,了 13, 14; 其 内 切 贺 半径 分 别 为 mrz,rayr4; 边 
4142, 4243,4344,4441 上 的 切 点 依次 是 E,F,M,N,G,H,P,@. 则 

(1) EF = GH,MN = PQ. 

(2) EF - MN = rira + r274. 

(3) $ A142 = a ,AsÁs = b,4344 = c,4441 = d,A4As = e,4244 = f, 则 

(e+f-a-c)le+f- b - d) = 4(mirs + rəra) 
证 明 (1) 如 图 3.183, 有 
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NO 
ON 


AiE = A (A142 + ht44 - A244) 


A.F = (A Ay p AA AAAS) 


s: 2 

a 从 而 

EF = AA; - Å E - AF = 

名 T (As + AA, — A A, - A243) 

É 1 

r X AsÇG= 2 (4344 + 4243 - 4244) 

定 

ka A H = (AA. + As A4 _ A, As) 
从 而 GH = hsh44 - A3G - A4H = 二 (443 + A244 - AAA, - 4243) 

@ 故 EF = GH 

同 理 MN = PQ 


(2) 联结 A I4, El4, As1,, GL, 如 图 3.183 所 示 , 由 
444142 十 Z A, As A; = 180? 


# ZA E + Z LAsG = 90? 
所 以 RAA L E cO RtA I,As G 
所 以 A, E s. As G = L E ° hG = raro 
同 理 A>sM .44P = rlr3 

又 AE = T (AAA tA Ar = AAi) 


A3G = $ (A344 + 4243 - A244) 
所 以 7r27r4 = 二 (4i4 中 4144 一 4244)(43544 + 4243 = 4244) 


同 理 rirs = H(Aihz + A243 - 4i4a)(4344 + A4A1 - A143) 

故 — A(rira + rar4) = A2A3 + AtA3 — (AíA> + 4243 + 4344 + 4441) 。 
(4244 + 4143) + (A143 © 4243 + 
4243。4344 + 4344。4441 + 4441 .4142) + 
2(A,A> .4344 + 4243，4441) = 
(4244 + A143)? -(〈((4142 + 4344) + 
(4243 + 4144))(4244 + 4143) + 
(A,A; + 4344)(4243 + 4441) = 


(4143 + AA, - A,A, - 4344) ° 


(4143 + 4244 -~ 4243 - 4441) = 2EF - 2MN N 
(3) 利用 相似 三 角形 把 内 接 四 边 形 中 两 相对 三 角形 内 切 圆 半径 之 比 转化 | J 
为 边 的 代数 和 即 证 . w 
定理 10 四边形 外 接 圆 上 任 一 点 在 它 对 于 四 边 形 四 顶点 组 成 的 四 个 三 角 | 
形 的 西 姆 森 线 上 的 射影 共 线 . T 
事实 上 ,注意 到 加 上 一 点 对 于 四 个 三 角形 的 西 姆 森 线 构成 完全 四 边 形 即 。 | 
证 . T 
定理 11 ”四 边 形 外 接 贺 上 任 两 点 对 于 四 边 形 四 顶点 组 成 四 个 三 角形 中 每 | 了 
个 三 角形 的 两 条 西 姆 森 线 各 交 于 一 点 ,这 样 的 四 点 共 线 . X 
事实 上 ,利用 笛 沙 格 定理 即 证 . - 
定理 12 ” 圆 内 接 四 边 形 的 四 个 顶点 组 成 的 四 个 三 角形 的 九 点 圆 ,这 样 的 
四 圆 会 于 一 点 . @ 


党 圆 内 接 四 边 形 的 富 尔 曼 定理 


圆 内 接 四 边 形 的 富 尔 曼 定 理 。 圆 内 接 四 边 形 四 顶点 组 成 的 四 个 三 角形 的 
内 心 , 旁 心 共 十 六 点 ,分 配 在 八条 直线 上 ,每 线 上 四 点 ,而 这 八条 线 是 互相 垂直 
的 两 组 平行 线 ,每 组 含 四 线 . 

证 明 i ABCD , A ABD ,A ADC, A ABC 的 
LIAA E, , F., Gr, HH, 表示 ,与 ZA 有 关 的 三 
个 旁 心 分 别 用 F. Ha G, 表示 , 余 类 推 , 如 图 
3.184 所 示 . 

由 人 BIpC =W + Z BAC = % + Z BDC = 
Z BLC,% B,C, l, lp 共 圆 . 同 理 C.D Ip, I 共 
BU, B. Weall 为 矩形 , X. IC L EEr, lD | 
EpEc, ID | G4Gc, IBC 上 GsGp, 从 而 有 D,Ie,la, éC — 
C, Ga, Ea RARA , N Z lEs = 人 DEs = 90, 
即 Eg, Ig, Ic 共 线 . 

同 理 , He, Ic, 1s 共 线 . 故 Eg,1s,1c, Hc 四 点 共 线 . 

同 理 , G4, I4, 1p, Fp; Fp, Ie, l4, H4; Gc, Ic, Ip, Ep 分 别 共 直 线 , 且 两 组 线 是 
互相 垂直 的 平行 线 . 
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— A Dm<*x 


由 人 BIcD = 9° + JZ BAD, ZBE, = 人 ICD = 直人 BCD( 注 意 到 上 D， 
lh, C, Eg 四 点 共 圆 ) ,从 而 


Z BID + Z BE,D = 9% + T+ (BAD + Z BCD) = 180 


即 Eg,D,Ic,B 四 点 共 圆 .由 1cB Fp,IcD L FFs %D , , Ic, B, F, WAHE. 
故 D, Ic, B, 下 ,Es 五 点 共 圆 . 则 人 IcEsF4 = Z IcBF, = 90. X. Is, I4, Ga, En 
四 点 共 圆 ,有 Z IsEsG, = Z Isl,GA = 90, AT Es, Gi, F, 三 点 共 线 . 

同 理 , Ga, Es, Hs 三 点 共 线 , 故 Hs, Ep, Ga, Fa 四 点 共 线 . 

同 理 , Hpg, Fg, Gc, Ec; Ec, Hc, Fp, Gp; Gp, Ep, Ha, Fa 分别 共 线 ,由 上 证 即 
知 结论 成 立 . 
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卡 塔 朗 定理 ”由 圆 内 接 四 边 形 的 任意 三 个 顶点 构成 的 四 个 三 角形 的 垂 心 
A.O 

该 定理 是 比利时 数学 家 卡 塔 朗 (下 .C.Catalan,1814 一 1894) F 1860 年 发 现 
的 . 

证 明 ”如 图 3.185, 四 边 形 4:424344 内 接 于 圆 O, 
人 A142h3, 全 424344, 公 A14244, 公 A143h4 的 垂 心 分 别 
是 ,Hi, H3, H3. 

作 OM L AA, F M.Y AAAA, 'F, AH; = 20M, 
AH; // OM. XE AA A344 '} , A3H, = 20M, A3 H, // OM. 
所 以 A-H; JL AsH,, 四 边 形 AzsAsH,Hs 是 平行 四 边 形 ， 
HH; JL A243. 

同 理 可 证 


HsH, | A344, HIH, Jl A144, H, H, dL A2A; 
所 以 四 边 形 H, HHH, 与 四 边 形 A A4344 全 等 . 
既然 四 边 形 A424344, 有 外 接 圆 , 则 四 边 形 H, HHH, 必 有 外 接 圆 , 即 Hi， 
Hz, Hs, H, 四 点 共 圆 . 


O 单 坪 . 数 学 名 题词 典 [M] .南京 :江苏 教育 出 版 社 2002:437-440. 
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形 心 圆 如 图 3.186, 设 A,B,C,D 四 点 共 圆 , G, G,, G., G; 分 别 是 
ABCD , AACD , ADAB , A CAB 的 形 心 (重心 ) , 则 这 四 个 形 心 也 共 圆 . 

该 问题 见 《 美 国 数学 月 刊 》(1965)1026 页 ,问题 E1740. 

一 些 难 度 很 大 的 几何 问题 常常 可 以 用 力学 的 方法 迅速 解决 .如 图 3.187, 设 
4, 旦 ,C ,也 四 点 上 各 悬挂 1 单位 质量 的 物质 , 则 四 个 形 心 处 相当 于 各 悬挂 了 
3 个 单位 质量 的 物质 .再 设 这 个 系统 的 重心 为 C, 则 点 G 处 的 质量 是 4 个 单位 ， 
E. 6G 在 线段 DG6s 上 ,以 1:3 将 此 线段 分 成 两 段 .同样 6G 也 位 于 4G,, BG, CG. 上， 


以 1:3 将 它们 均 分 成 两 段 .于 是 以 相似 系数 - 十 作 关于 GC 点 的 伸缩 变换 ,就 使 


[x ) gp a; — 3 = == m=<— = 


A,B,C,D ÆR Ga, Gi, Ge, Ca, 但 经 过 伸缩 变换 , 圆 仍然 变 成 圆 . 由 4,B,C,D 图 


共 圆 , 知 Ga» Gs» Ce, Ga 也 共 圆 . 


图 3.186 图 3.187 


如 果 采 用 几何 方法 也 可 得 证 .如 图 3.188, 取 BC 的 中 点 
M ,联结 M4 ,MD, 由 于 Gs 是 公 4BC 的 重心 , G EAM 上 , 且 


MG, = AM; 又 由 于 G, E: ABCD 的 重心 , G. #EDM E, H. 


3 
MG, = + DM ,所 以 GaGa // AD , E. GaGa = 44b. 


Gc 1 G€ _ 


联结 AGa, DG, ,它们 相交 于 点 C, 且 GA = 3 , GD = 


村 -可见 G 点 是 4G。 上 的 一 个 定点 , 它 内 分 GA 成 1 : 3. 
GG 1 GG 1 


BG ` 3'GC 3- 


同 理 可 证 , BG,, CG. 也 通过 定点 C, 且 


由 于 CA, CB, GC, CD 均 过 定点 C, 有 2 = 2 = Ce =- G = 1, 


故 四 边 形 G,G,G.G, 是 四 边 形 4BCD 的 位 似 形 ,其 位 似 中 心 是 6, 其 相似 比 为 计 . 


J 
SN 


NO 


HRERS ADRK 


二 
= 


几何 A 瑰宝 o o 


既然 四 边 形 ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 , 故 四 边 形 G,G,G,G, 必 是 圆 内 接 四 边 形 , 即 
Ga» Gr» Ga, Ga 必 共 圆 . 

上 述 结论 可 推广 到 圆 内 接任 意 多 边 形 的 情形 , 即 由 圆 的 任意 内 接 多 边 形 

n 个 顶点 ,可 以 确立 与 之 相 类 似 的 多 边 形 ,其 m 个 顶点 就 是 mn 个 小 多 边 形 ((m - 

1) 边 形 ) 的 形 心 ,这 个 小 多 边 形 是 由 原 多 边 形 mn 个 顶点 中 的 (mn - 1) 个 顶点 构 

成 . 

在 三 维 空间 ,也 有 类 似 的 关系 . 


党 四 边 形 内 接 于 圆 与 其 三 角形 切 圆 半径 相关 的 定理 


定理 1 MÉ ABCD 顶点 组 成 的 三 角形 A BCD, AACD ,A ABD ,人 4BC 
的 内 心 分 别 记 为 Ii, lh, I3, l4, 内 切 圆 半径 分 别 记 为 rlyr2y73r4， 则 四 边 形 
ABCD 内 接 于 圆 的 充 要 条 件 是 人 D 

ri + rs = r2 + ra 

证 明 ”如 图 3.189, 必 要 性 .注意 到 三 角形 外 心 到 三 边 
的 有 向 距离 和 定理 , 即 在 人 4BC 中 ,0 为 外 心 ,R,rs 分 别 为 
其 外 接 圆 与 内 切 圆 半径 , 记 dgc 为 0 到 BC 的 有 向 距离 (车 
0,4 在 BC 同 侧 时 , dsc 为 正 ,否则 为 负 ) ,类似 地 有 d.c, dag, 
& BC = a,AC = b,AB = c, 作 4B,BC,C4 的 垂 线段 OM， 
ON,OP, 则 由 托 勤 密 定理 ,有 

OA + MP + OP. AM = OM : AP 


Bp R- 3 4(- die) Š = da- È 
亦 即 b-da+c- de = R: a 
同 理 有 
c * dac + a- da = R- b,a» dic + b- dec = R + c 
x 2SAnpc = 2(SAABO0 + Sarco - Saco) 
有 c * dap + a ° dge + b- dac = rala + b + c) 


将 前 三 式 相 加 代 和 人 此 式 即 得 
ra = dis + dpc + dac ~ R 


设 四 边 形 ABCD 的 外 接 圆 圆心 为 0, 且 点 0 在 公 BCD 内 部 ,也 在 公 ABC 内 


D 和 孙 幸 荣 , 汪 飞 .两 个 优美 的 几何 恒等式 [ 相 . 数 学 通报 .2005(2):27. 


Treasure Geometry 


部 , 则 
rı = dap + dpc + dep ~ R = | dap |+| dpc |+| de l- R 
r2 = dac + dap + dep - R = -| d,c |+| dip I+ | dep l- R 
r3 = dgp + dap + dag — R = -! dgn |+ 1 dap |+ | dag l- R 
ra = dag + dge + dac — R = | dag |+ | dge |+ | dac |— R 
于 是 Ti+ T3 = ra +r 


注 Hiríi+ rs = r+ ra BD | rr — rz 1= | rx — ral, | ry = r4 |= | rz — rs 1. WAM 
圆 内 接 四 边 形 的 相关 四 边 形 定理 9(1) 知 hhh, 为 平行 四 边 形 .再 注意 到 圆 内 接 四 边 形 的 
相关 四 边 形 定理 3, 或 直接 由 凸 四 边 形 四 顶点 组 成 的 三 角形 内 ( 旁 ) 心 四 边 形 定理 1, SH 
I LI L 为 矩形 . 

充分 性 .( 反 证 法 D) 作 人 4BC 的 外 接 圆 圆 0 ,假设 也 不 在 圆周 上 , 设 圆 0 交 
BD( 或 BD 延长 线 ) 于 D' ,联结 4D' ,CD' , 设 人 4BD' , A BCD' ,和 4CD' 的 内 心 
分 别 记 为 了 3， r, 9 了 ,, 半 径 分 别 记 为 r'3, T'is r'2. 

由 必要 性 知 "+ r's = r> + rm, 又 由 凸 四 边 形 四 顶点 组 成 的 三 角形 内 ( 旁 ) 
心 四 边 形 定理 1, 知 四 边 形 Ila l 是 矩形 , 则 

Zl, = 90? 

(1) 车 D' 在 线段 BD 上 , 易 知 B.T, l fE— BR E.B, nh fE— B E, 

因 


LT34B = T ZD'AB < T ZDAB = Z AB 


则 p, 在 线段 BI, 上 

同 理 P, 在 线段 Bh 上 , 则 

LlLl > hll 

由 平面 四 边 形 四 顶点 组 成 的 三 角形 内 ( 旁 ) 心 四 边 形 定 理 1, 知 当 r + rs = 
r + ra 时 ,四 边 形 hhl, EEF, Zh = 90.28. 

(2) # D 在 线段 BD 的 延长 线 上 , 亦 矛 盾 . 

则 四 边 形 ABCD 有 外 接 圆 . 

定理 2 “四边形 ABCD 顶点 组 成 的 三 角形 A BCD ,人 4CD , A ABD ,人 4BC 
中 AC, BD 一 侧 的 旁 切 圆 半径 分 别 为 m, re,rc,rp, 则 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 的 
充 要 条 件 是 mm + rc =rg + rp.® 

证 明 ”必要 性 .如 图 3.190, 令 4D = a,AB = b,BC = c,CD = d,BD = 


2 TRD.PRAIIPOTTILRENEIL PEPR. 2 (12); 37. 
贯 福 春 . 四 边 形 的 两 个 优美 性 质 数学 
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x,AC = y, HEN 0 的 半径 为 R, 由 三 角形 的 面积 公式 ， 


于 是 


1 
= (b+ ey)r =t 


2Rr, = — bey _ 
D b+c-y 
2Rr _- — dy _ 
8 a+d-y 
abx _ — cdx 
aa tapya sequi sau S Q Pura E 
abx cdx 
ratrc=ra+rp kb -xtco+rd-x 
ady bcy D 


a+d-ytbh+c-y 


由 圆 内 接 四 边 形 边 与 对 角 线 关系 定理 1 知 ,7 ad + bc ,将 其 变形 可 得 


= ab + cd’ 


ab(c + d - x) + cd(a + b — x) = ad(b +c — y) + be(a + d - y) © 
把 式 O 通 分 ,并 运用 式 @, 可 得 


而 


QK x(a +d- y)(b + c - y) = 
y(a + b —- x)(c + d - x) @ 


AQE = (x(a + d) — xy)(b + c — y) = 


((a + d)x - (ac + bd))(b + c —- y) = 
(ac + bd)y + (a + d)(b + c)x — 

(b + c)(ac + bd) — (a + d)xy = 

(ac + bd)y + (ac + bd)x + (ab + cd)x — 
(a+b+ c+ d)ay = 

(ac + bd)x + (ac + bd)y + (ad + bc)y - 
(c + d)xy - (a + b)xy = 

xy + (e + b)(c + d)y - (c + d)xy — 
(a + b)xy = 

(a + b)y(c +d- x) - xy(c + d — x) = 
(c+d-x)(a +b - x)y = 

AOKL 


可 见 , 原 命题 成 立 . 
充分 性 .( 反 证 法 ) 如 图 3.191, 作 A ABC 的 外 接 圆 圆 0 ,假设 D 不 在 圆周 


上 , 设 圆 0 与 BD( 或 BD 的 延长 线 ) ZF D', 联结 4D' ,CD' , 设 人 BCD' , 
AACD',A ABD' 中 4C,BD 一 侧 的 旁 切 圆 圆心 分 别 记 为 1 ,了 Tp, 了 Tc, 半 径 分 别 


Treasure Geometry 


P al' pI'clp 是 矩形 , 则 ZT sole = 90. 
(1) 若 D' 在 线段 BD 上 , 易 知 点 8B, Tc, I 在 一 直线 
上 ,点 B8,74, 在 一 直线 上 .又 


ABCrc = LBCD < + ZBCD = Z BCIc 
则 T'e 在 线段 BIc 上 . 同 理 pP, ERE BI, 上 . 则 
Lhlplc > LTalple 
又 TA + rc = Tp + rp 
按 定理 1 中 注 推 知 四 边 形 LIslcl, 是 矩形 , 则 Z Iole = 90?. 矛 盾 . 
(2) # D' 在 线段 BD 的 延长 线 上 , 亦 可 得 矛盾 . 
故 四 边 形 ABCD WIFE. 
推论 ” 四边形 ABCD 内 接 于 圆 0, 公 BCD, 公 ACD, 公 ABD, 公 ABC AC, 
BD 一 侧 的 旁 切 圆 的 圆心 分 别 为 ,1s ,Ic, Ip, IJ 
1,02 + IcO2 = 1802 + IpO? 
证 明 ”由 欧 拉 公 式 : R? + 2Rr = O 等 等 ,所 以 
(IO? + Ic02) - (IBO? + 1⁄02) = 2R( (r4 + rc) - (rg + rp)) = 0 
即 L02 + IcO2 = 1802+ IpO? 


党 圆 内 接 四 边 形 的 特殊 点 与 圆 上 一 点 的 定 值 问题 


定理 1 和 矩形 外 接 圆 周 上 任 一 点 ,到 各 顶点 距离 的 平方 和 为 定 值 . 
证 明 ”如 图 3.192, P 为 矩形 4BCD 外 接 圆周 上 任 一 点 , 圆 O 半径 为 R. 由 
勾 股 定理 易 得 
PA? + PB? + PC? + PD? = 8R? 
定理 2 ”和 矩形 外 接 圆 周 上 任 一 点 ,到 各 边 中 点 距离 的 平方 和 为 定 值 .人 0 
证 明 ”如 图 3.193, 设 P AEE ABCD 外 接 圆周 上 任 一 点 , 圆 0 `k 4638 R, 
x,y,z,u 依次 为 已 到 4B , BC, CD , DA 各 边 中 点 的 距离 . 


D 刘 清 阁 .矩形 外 接 圆 上 点 的 有 趣 性 [中 ,数学 通报 ,1994(2) :25-26. 
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图 3.192 Æ 3.193 


联结 PA, PB, PC, PD , 作 o DPCF ,根据 “平行 四 边 形 对 角 线 的 平方 和 ,等 
于 各 边 平方 之 和 ”有 
(2z)? + CD? = 2( PC + PD?) 


即 2 = 1 (PC2 + PD?) - + CD? 
同 理 x = T (PA + PB?) - 1 AB 
y = + (PB° + PC2) -二 BC? 
ia tpp + PA?) - tap 


于 是 
a? 4 y? + 2 + u? = + (PA + PB? + PB? + PC? + 
PC? + PD? + PD? + PA?) - 


tar + BC? + CD? + AD?) = 


PA? + PB? + PC? + PD? - tae + AC?) 
而 PA? + PB? + PC2 + PD? = 8R?, AC? = (2R)2 = 4R?, 故 
x2 + 2 + 2 + 2 = 8R? -$ x 8R? = 6R? 


定理 3 ”和 矩形 两 组 对 边 上 关于 它 的 外 接 圆 圆心 的 对 称 点 将 各 边 分 为 成 比 
例 的 线段 , 则 此 圆周 上 任 一 点 到 两 组 对 称 点 的 距离 的 平方 和 为 定 值 .? 
证 明 ”如 图 3.194(a) 或 (b) ,矩形 ABCD 的 外 接 圆 0 的 半径 为 R,P 为 圆 0 
上 的 一 点 ;Mi 与 Mi Ni 与 N, 分别 为 两 组 对 边 AB 与 CD , BC 5 DA 上 关于 圆心 
BN) m, 4M NiC 


AM m 
0 的 对 称 点 , 且 W B = W.C ” n IB "= RN. ” Pei m,n 为 常数 . 


O 王 玉 怀 .和 矩形 外 接 圆周 上 点 的 有 趣 性 质 的 推广 [J] .数学 通讯 ,1995(3) :30-31. 


图 3.194 


联结 PA, PB, PC RI PD. fE A PAB 中 ,因为 名 各 = T AETR, 
则 
AM, : PB? + M IB - PA? 


2 _ 
PMi = AM, + M.B 


— AM, - M, B = 


同 理 可 得 以 下 结论 @ ,@ 和 人 @. 
# A PBC 中 ,有 


PN2 = 
在 人 PCD 中 ,有 

PM = 
# A PDA 中 ,有 

PN = 


mPC? + nPB? _ _ mn 
m +n (m + n)2 


mPD2 + nPC? mn 


m +n “(m+n 


m+n (m + n) 

将 上 述 @ ~ @ 的 两 边 分 别 相 加 , 则 得 

PM? + PN? PM? PN2 a (m + n)( PA2 + PB? + PC + PD?) _ 
I Lt 2 十 2 三 MSR 

Tm AB + BC + CD? + DA?) = 

( PA? + PB? + PC? + PD?) - 


< Tm a nj + BC? + CD? + DA} 


NO 
ON 


BC? @ 


y: CD? © 


2 2 
mPA + nPD mn ; DA? @ 


(Z) p ap — 3 = = = m= 


JHR BEARS == mia 


注意 到 
PA? + PC? = (2R)2, PB? + PD? = (2R)2 
及 
AB? + BC? + CD? + DA? = (2R)2 + (2R)2 = 8R? 
则 
2 2 2_ gp2_— m _ 2y _ 一 
PMi + PN} + PM? + PN = 8R 全 ny 8R ) = 8R2(1 P J) 


因为 R,m,n 均 为 常数 ,所 以 
PM? + PN? + PMZ + PN} = 定 值 
特别 , 当 m = n 时 , 即 当 Mi, Ni, M2 和 NN, 分别 为 各 边 中 点 时 , 则 
PM? + PN? + PM2 + PN2 = 8R2(1 - 1) = 6R? 


EEI 圆 内 接 四 边 形 外 接 圆 上 任 -点 至 各 顶点 所 作 切 线 的 距离 之 积 与 
该 点 至 各 条 对 角 线 的 距离 之 积 的 平方 相等 .0 

证 明 ”如 图 3.195, 设 四 边 形 41424344 的 外 接 圆 上 > 
一 点 已 至 各 顶点 所 作 切 线 的 距离 和 至 各 顶点 的 距离 依次 4 2 
为 让 和 ui(i = 1,2,3,4), 点 已 至 各 对 角 线 的 距离 为 二 
G =1,2) ,为 简便 计 , 设 圆 0 直径 为 1, 则 


hihshshs = ataia3a3 = (ayaxasaq) P 

又 根据 如 下 结论 : A; 

三 角形 一 边 上 的 高 与 外 接 圆 直 径 的 积 等 于 另 两 边 的 
积 . 

在 APAA, M APA, A, 中 ,得 

ti = 4204,2 = ajías 

则 tit2 = GiazasG4 
故 hihohsha = (tıt2)? 
命题 得 证 . 


显然 , 当 PE A;( 即 点 P 与 任 一 顶点 重合 ) BF,hih;hsha = (tit2)? =0. 
推广 1 圆 内 接 五 边 形 外 接 贺 上 任 一 点 至 过 各 顶点 所 作 切 线 的 距离 之 积 
与 该 点 至 各 条 对 角 线 的 距离 之 积 相等 . 
略 证 hhoh3hahs = atašañaza2, 又 在 A PA, A3, A PALÅA4, Ó PA2A5, 
APAA, Ñ A PAsAs 中 ,得 
2 


tit2tatats = (aiaz3)(a1a4)(a2a4)(a2a5)( azas) = aiaia3a3a3 


O 于 志 洪 . 几 个 新 发 现 的 几何 定理 [本 .中 学 数学 (湖北 ) ,1992(5):26. 
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所 以 hih2hahahs = tit2tatats 
命题 得 证 ,显然 , 当 P € AA P 与 任 一 顶点 重合 ) 时 
hihahahahs = tıt2t3t4t5 = O 
推广 2 ” 圆 内 接 六 边 形 外 接 圆 上 一 点 至 过 各 顶点 所 作 切 线 的 距离 之 积 与 
该 点 至 各 条 对 角 线 的 距离 之 积 的 之 次 方 相等 
证 明 ”图 略 , 仿 上 面 的 证 明 可 得 到 
hih2hshahshe = (titz to)5 = (titz to)!)3 = 
(Caraz as)’)3 = aĵa?" aš 
故 命题 得 证 .显然 , 当 P € 4i( 即 点 已 与 任 一 顶点 重合 ) 时 
hhh = (hit) = 0 
推广 3 圆 内 接 七 边 形 外 接 圆 上 一 点 至 过 各 顶点 所 作 切 线 的 距离 之 积 与 
该 点 至 各 条 对 角 线 的 距离 之 积 的 十 次 方 相等 . 
证 明 ”图 略 , 仿 上 面 的 证 明 可 证 得 hih2…hy = (titty)? = afa3…a3， 
命题 得 证 .显然 , 当 P € 4;( 即 点 P 与 任 一 顶点 重合 ) 时 
hih2* = (titty)? = 0 


为 得 到 更 一 般 的 推广 ,我们 现 将 上 述 情况 列表 归纳 总 结 如 下 . 
多 边 形 对 角 线 数目 与 多 边 & k 
边 数 条 数 形 边 数 之 间 的 关系 
4 EN 4+2 = 2 = 225 hih;hahá = (tit2)? 
5 5+5=1= 75 hihahahahs = (tıtzt3t4ts)' 


2 
hı hatet he = (titz tg)3 
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hiba" hš = (t ta- t0)5 
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~ 
+ 
Å 
+ 
ti 

n| 
II 

局 

1 

w 


= 一 E 人 
— + nyn 3 aë 2 hho: ha = (nto tatas )a-3 


ON 


(x) p 3; — = =Z = = m — = 
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至 此 上 面 的 推广 可 叙述 为 : 
圆 内 接 n 边 形 (n > 24) 外 接 贺 上 一 点 至 过 各 顶点 所 作 切 线 的 距离 之 积 与 


该 点 至 各 条 对 角 线 的 距离 之 积 的 一 次 方 相等 .( 证 明 很 简单 , 略 ) 


同样 , 当 PE 4;( 即 点 了 与 任 一 顶点 重合 ) 时 
h ih; hn = (tita talaa 23 = 0 
党 折 四 边 形 问题 


有 两 条 边 相交 的 四 边 形 称 为 折 四 边 形 . 凸 四 边 形 的 两 条 对 边 和 两 条 对 角 线 
就 组 成 折 四 边 形 . 折 四 边 形 又 是 有 对 顶 角 的 两 个 三 角形 .从 

定理 1 折 四 边 形 中 非 对 顶 角 的 两 对 应 项 角 和 相等 . 

定理 2 ”联结 对 角 线 后 的 折 四 边 形 中 的 两 双 对 顶 三 角形 面积 相等 的 充 要 
条 件 是 相交 两 边 中 有 一 条 边 被 平分 . 

证 明 ”如 图 3.196, 设 折 四 边 形 ABCD 的 边 4D 与 
BC 交 于 E,i 记 AE = mi; ED = m,, BE = ni, EC = m, 
LAEB = LCED = a, 则 


( SAAEC + SABED) 一 (SAAEB + Sac) = 


1 š 
2 (min + nım — mini — m2n2)sina = 


图 3.196 


+ (m ~ ni)(m, - m)sin a = 0 


得 n, = n 或 m, = m. 
定理 3 折 四 边 形 非 相 交 对 边 平行 的 充 要 条 件 是 相交 边 分 成 的 四 线段 成 
反比 例 ( 即 mini = mzn). 
定理 4 (1) 在 有 一 双 对 边 平行 的 折 四 边 形 中 ,相交 的 一 双 对 边 若 不 互相 
平分 , 则 它们 的 中 点 连 线 平行 于 该 双 平 行 的 对 边 且 等 于 其 半 差 . 
(2) 若 折 四 边 形 相 交 两 边 中 点 的 连 线 平行 于 第 三 边 , 则 也 平行 于 第 四 边 . 
证 明 ”如 图 3.196, 设 N, M 分 别 为 折 四 边 形 4BCD 相交 边 BC ,4D 的 中 点 . 
(1) #Í D fE DG /CB XAB 的 延长 线 于 C, 由 4B // CD , 即 知 


MF = MN + NF = t+ BG) 


O 沈 文 选 .平面 几何 证 明 方 法 全 书 [M] .哈尔滨 :哈尔滨 工业 大 学 出 版 社 ,2006:383-384 . 


由 此 即 有 MN = (AB - CD) 
(2) H MN // AB 知 
EM _ EN 
EA ` EB 
即 EM E 
EA - EM ` EB - EN 
EM EN 
故 MN // CD 


定理 5 ” 折 四 边 形 内 接 于 圆 的 充 要 条 件 是 它 的 对 角 相 等 . 
定理 6 折 四 边 形 有 旁 切 圆 的 充 要 条 件 是 一 双 对 边 的 差 等 于 另 一 双 对 边 
的 差 . 


党 圆 外 切 简单 四 边 形 问题 


定理 1 Z ABCD 为 圆 的 外 切 简单 四 边 形 , 则 4B + CD = BC + 4D. 反 立 ， 
结论 亦 成 立 ， 


Ë ”此 结论 包括 凸 四 边 形 有 内 切 圆 , 凹 四 边 形 有 内 切 圆 或 旁 切 圆 . 

定理 2 ” 设 简单 四 边 形 ABCD 的 对 边 在 延长 后 相交 ,如 图 3.197 所 示 ,如 果 
ABCD 是 圆 的 外 切 简单 四 边 形 , 则 有 AK + AM = CM + CK 或 KD + BM = 
MD + KB 成 立 .反之 ,只 要 上 述 关 系 式 之 一 得 以 成 立 , 则 ABCD 就 是 圆 外 切 四 边 
形 . 


B 


(a) 


图 3.197 
证 明 ”必要 性 .利用 切线 长 定理 ,对 图 3.197(a) 有 
KA + AM = KQ - AQ + AP + PM = KT + ML = 


NO 
ON 


(x) "g ao — a= = =m =" 


NO 
ON 


Jer E miss 8 == la 


R 何 # 宝 


KC — CT + CL + MC = KC + CM 
对 图 3.197(b) ,有 
AK + CK = AQ - KQ + KT + TC = AP + CL = 
AM —- PM + LM + CM = CM + AM 
通常 对 充分 性 的 证 明 采 用 反 证 法 ,但 下 面 的 方法 似 B 
PERERA UJIB] RJ EFFE : XF rh [qÉ ABCD 而 言 ,如 F 
图 3.198, 在 KC 上 截取 KE = KA, ME MB 上 取 MF = 4 


MA. HFA 
KA + AM = KC + CM SN 


可 得 CF = MF - MC = MA- MC = KC- KA = EC # 
这 样 由 于 KA = KE,MA = MF,CE = CF,ZAKD, 
Z AMB 及 人 BCD 的 角 平 分 线 就 是 4 , AF 及 FE 的 垂直 
平分 线 ,说 明 这 些 角 平 分 线 相交 于 一 点 一 一 全 4EF 的 外 接 圆心 处 . 该 点 对 于 
KB 与 KC,KC 与 BC,BC Ej AM 都 是 等 距 的 ,由 此 知 该 点 与 四 边 形 ABCD 各 边 等 
距 , 昌 就 是 内 切 圆 的 圆心 . 

同 理 ,对 于 四 四 边 形 ABCD 而 言 ,也 可 证 得 结论 成 立 . 


注 ”此 定理 表明 :简单 四 边 形 ABCD 有 内 切 圆 的 充 要 条 件 是 由 简单 四 边 形 ABCD 生成 
的 折 四 边 形 AMCK( M, K 为 两 组 对 边 延 长 线 的 交点 ) 的 两 邻 边 之 和 相等 . 

类 似 于 定理 2 的 证 明 ,我 们 有 下 述 结论 : 

定理 3 简单 四 边 形 有 旁 切 圆 的 充 要 条 件 是 一 双 对 边 的 差 等 于 另 一 双 对 
边 的 差 . 

定理 4 Kh ABCD 为 圆 外 切 四 边 形 ,那么 人 4BC 
及 A CDA 的 内 切 圆 是 互 切 的 . B 

UER 设 公 4BC 及 公 CD4 的 内 切 圆 分 别 切 4C 于 点 
K 及 M, 如 图 3.199 所 示 , 我 们 只 须 证 明 KK 及 M 重合 .事实 
上 由 切线 长 公式 及 定理 1 知 
MK = | AM -4K1= 


I Z (AK + AC - BC) - + (AC + AD - CD) | = 


图 3. 199 


J 1AB + CD- BC-4D1=0 


定理 5 ”如 图 3.200, 设 凸 四 边 形 ABCD 外 切 于 圆 0, 切 AB, BC, CD , DA 于 
E,F,G,H,W EG 5 FH 相交 于 P,M,N 分 别 为 BD,4C 的 中 点 . 则 

(1)M,N,0 共 线 . 

(2)4C , BD 也 过 点 P( 即 四 线 共 点 于 P, 布 利安 香 定理 的 特例 ). 


Treasure Geometry 


证 明 (1) 设 圆 0 的 半径 为 >, 则 O 到 凸 四 边 形 各 边 


距离 都 为 r ,注意 到 4B + CD = AD + BC, 则 


所 以 


SAo4B + SAocp = SAQAD + SAogc = + Sascp 


O 必 在 MN 上 , 即 M,O , N 共 线 . 


(2) 联结 PA, PC,PB,PD, 设 人 HPE = FPG =a, 4 


LHPA = B,Z CPF = 7Y, 则 


于 是 


即 


ZAPE = a - B,ZCPG=a-7 


# AARP 中 ,有 
AH AP 
sin 8 ` sin Z AHF 
sing _ AH 
sin Z AHF ` AP 
同 理 ,在 人 4EP 中 ,有 
sin(a -8) AE 


而 AE = AH, 从 而 


sin 8 =: sin(a — £) 
sin Z AHF ` sin Z AEG 


H ACPG,ACPF 亦 有 


{B sin a #0,ß - y E (- x, x), AM sin( f - y) = 0% B = y, A, P, CHR. 


sin y sin(a — B) 
sin Z CFH ` sin Z CGE 


HZUA, A 
Z AHF + Z CFH = 180 
”所 以 sin Z AHF = sin Z CFH 
同 理 sin ZAEG = sin Z CGE 
H O,Q@ # 
sin 8 _ sin(a — B) 
sin Y sin(a - y) 
展开 化 简 得 


sin a + sin(8 - y) = O 


同 理 8B,P,D 共 线 . 


c,d 


E6 设 凸 四 边 形 ABCD 外 切 于 圆 0, P 表 四 边 形 4BCD WERAK. a,b, 


表 各 顶点 至 内 切 圆 的 切线 长 , 则 圆 0 的 半径 为 


a | abc + bed + cda + dab 
P 


证 明 ”如 图 3.201, 显 然 有 过 A0D + Z BOC = 18C. Ë A, B Zy3|#E DO , CO 


No 
ON 


(>x) g 3 — 3 = = = m — Z "g 


NO 
OA 


ani Ë ass É Imk 


二 
| 


几 何 A £ 


WER, EEX E, F, Aii 人 AOF = 人 人 BOE , 即 知 AAOF o ABOE, TÈ 


对 AA0D 应 用 勾 股 定理 的 拓 广 定理 2， A 
有 
AD? = AO? + OD? + 20D .OF 
ad -rr 
JR OF = 
R VEFE. 
同 理 , 对 A BOD 有 


OF = 


将 上 述 两 式 代 入 @ 即 可 证 得 结论 成 “ 
立 . 3.201 
推论 ”所 设 同 定理 , 又 令 5 为 凸 四 边 
形 4BCD 的 面积 , 则 


S = Vp(abc + bed + cda + dab) 

定理 7 WAÉ ABCD 有 内 切 圆 或 
旁 切 圆 圆 0, 则 人 04B8 ,人 0OBC, 人 0CD， 
AODA 的 垂 心 共 线 .( 对 比 对 角 线 互相 垂 
直 的 圆 内 接 四 边 形 问题 定理 13) 

证 明 ”如 图 3.202, 设 四 个 三 角形 的 
重心 依次 为 Hı, H2, H3, H4. 令 H IH, 交 
AC FP. 

因为 AR, / CH,, 有 AAH,P O 
ACH,P ,X. 

ZH AAE = ZX BOE = /BOF = Z H,CF 
所 以 RAAHE co RACH, F, wA 


AH, PA AE 
TH, = PC = CF: 由 牛顿 定理 知 ,P 是 
AC 与 BD 的 交点 . 同 理 有 HH, 与 H, H, 均 过 点 已 , 故 四 个 垂 心 共 线 . 


党 与 外 切 于 圆 的 凸 四 边 形 的 边 平行 的 直线 问题 


定理 ”外 切 于 圆 的 凸 四 边 形 中 , 若 一 双 对 边 的 延长 线 相 交 , 则 另 一 双 对 边 
中 的 一 条 边 的 一 端点 处 的 内 角 平 分 线 与 另 一 端点 的 切 点 弦 直 线 相交 ,所 得 两 交 


点 的 连 线 平行 于 这 一 条 边 . 

证 明 ”如 图 3.203, 凸 四 边 形 ABCO 外 
切 于 圆 1, 分别 切 边 4B , BC ,40 T D,E, F, 
AQ 与 8C 延长 后 相交 于 点 已 , 角 平 分 线 BI 与 /1 
切 点 弦 直 线 DF 交 于 点 6, 角 平分 线 AT 与 切 PER 
点 弦 直 线 DE XFA H. ç 

联结 IE,WMU IE | BC, 联结 P1, PH, 则 


ZEDB = Z AHD + 174 


H 

LEDB = W -LB = +08 - ZB) = A D B 
1 1 图 3.203 
7P + 2 A 

从 而 ZIHE = ZAHD = +P = ZIPE 


即 知 P, 1,E,H 四 点 共 圆 ,于 是 
Z PHI = Z PEI = 90? 

取 AP 的 中 点 MN ,联结 MH, 交 BP 于 N, 则 知 MH = MA, 即 有 人 MHA = 
Z MAH = 1 ZA = Z HAB ,从 而 ME 4B, 即 知 N 为 PB 中 点 . 

同 理 , 联 结 Pc ,可 证 得 GN // 4B, 故 GH // AB. 

对 于 图 3.203 中 的 点 五, 可 推 证 :车 PH L 41, 则 由 I,E,H,P 四 点 共 圆 推 证 
得 D,E,H HR. 

推论 1 三 角形 的 一 顶点 在 另 两 顶点 处 的 内 角 平 分 线 上 的 射影 的 连 线 在 
三 角形 的 一 条 中 位 线 上 . 

推论 2 ”三 角形 的 一 条 中 位 线 ,与 平行 此 中 位 线 的 边 的 一 端点 处 的 内 角 平 
分 线 及 另 一 端点 关于 内 切 圆 的 切 点 弦 直 线 相交 于 一 点 . 

圆 1 对 于 A PAB 而 言 是 其 内 切 圆 ,对 于 A PQC 而 言 是 其 旁 切 圆 ,于 是 有 

推论 3 三 角形 一 内 (外 ) 角 平 分 线 上 的 点 为 三 角形 一 顶点 的 射影 的 充 要 
条 件 是 另 一 顶点 关于 内 ( 旁 ) 切 圆 的 切 点 蓄 直 线 与 这 条 内 (外 ) 角 平 分 线 的 交 
点 .0 


牛顿 定理 。 圆 的 外 切 四 边 形 的 对 角 线 的 交点 和 以 切 点 为 顶点 的 四 边 形 的 


D 沈 文 选 .三 角形 内 切 圆 中 的 一 条 性 质 及 应 用 [J] .中 学 数学 教学 ,2009(4) :54-55. 
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对 角 线 的 交点 重合 . 
此 定理 即 是 说 , 若 凸 四 边 形 ABDF 外 切 于 圆 , 边 4B , BD , DF , FA 上 的 切 点 
分 别 为 P,0,R,5S, 则 四 条 直线 AD, , BF, PR, 0S 交 于 形 内 一 点 .中 
证 法 1 如 图 3.204, 设 AD 与 PR XF 
F M,AD 与 0S 交 于 点 M', 下 证 MM j M' E 
A 
由 切线 的 性 质 , 知 Z ASM' = ZX BQM' , 
则 有 
AM' . SM' Samnss AS: SM' 


QM' - DM' ` Sanwo ~ DQ - QM' 


AM’ _ AS 

N DM' ` DQ 
AM _ AP 

同 理 DM ` DR 


注意 到 4P = AS,DR = Do , 则 
AM _ AS _ AM' 
DM ` DO ` DM' 
A AM _ AM' , A = 
再 由 合 比 定理 ,有 47 = ap: TEM 与 M 重合 , 即 知 AD , PR, QS 三 线 共 
点 . 同 理 , BF, PR, QS 三 线 共 点 , 故 AD , BF , PR, QS 四 直线 共 点 . 
证 法 2 如 图 3.204, 过 4 作 AX A FD 交 直 线 PR 于 X, 过 4 作 AY// BD 交 
直线 QS T Y, AD 与 PR, QS 分别 交 于 点 M,M', 则 由 A MAX co A MDR， 


AM'AYCO AM'DQ ,注意 到 4 = AP,AY = AS, MA = AX - AE MA. 


MA _ M'A 
MD = M'D 
从 而 M' 与 M 重合 , 同 证 法 1, 即 知 AD, BF, PR, QS 四 直线 共 点 . 
证 法 3 如 图 3.204, 设 AD 与 PR 交 于 点 M, 在 射线 PB 上 取 点 KK, 使 


Z PMK = Z DMR, Z MPK = 一 MHRD, 从 而 人 HPKcn 人 AMRD, 即 有 


MK _ MD @ 
KP = DR 

H ZAMP = 人 DMR = 人 PMK 及 角 平 分 线性 质 , 有 
MK _ MA @ 
KP ` AP 


由 中 ,@ 有 


O 沈 文选 .牛顿 定理 的 证 明 、 应 用 及 其 它 [站 .中 学 教研 (数学 ),2010(3):28-31. 
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MA _ AP 

MD ` DR @ 
同 理 , 若 AD 与 QS 交 于 点 M ,有 

M'A _ AS © 

M'D ` DQ 


h @,@ MAD = pr = po = 类 和 -以 下 同 证 法 1. 
证 法 4 ”如 图 3.204, 设 PR 与 QS 交 于 点 及 ,联结 MA ,MB,MD,MF. 设 
LPMS = Z QMR = a, Z AMS = B, LDMQ = >, 则 
Z AMP = a — B,Z DMR = a-y 
在 AAMS 中 应 用 正弦 定理 ,有 


AS _ AM _ 
sin 8 ` sin Z ASM 


即 sing _ AS 
sin 一 4SO ` AM 
a sin(a -~ p) _ AP 
同 理 ,在 分 4PM 中 ,有 sin ZAPR = AM 
于 是 sing _ _ sin(a — £) © 


sin 4SO ` sin LAPR 
同 理 , 在 人 DHMR , ADM 中 , 亦 有 
sin Y sin(a — y) @ 


sin Z DQS ` sin Z DRP 
注意 到 弦 切 角 性 质 , 有 LAS + Z DQS = 180? ,有 
sin Z ÁASQ = sin LDOS 


同 理 sin Z APR = sin Z DRP 
由 @,@ 48 
sinf _ sin(a - £) 


sin y ` sin(a — y) 
展开 化 简 得 
sin a * sin(8 — y) = 0 
Mi sina # 0,8 - y € (— x=,=), AW sin(8 - y) = 0,8 B = y,PBD A, M, D 3k 
线 . 
同 理 ,B,M, 焉 共 线 , 故 4D,BF,PR,0QS 四 直线 共 点 . 


注 “如 图 3.204, 同 证 法 1 所 设 ,对 A SMF, À BMQ 分 别 应 用 正 交 定理 有 镶 = p 


人 RM F, 人 PMrB 分 别 应 用 正弦 定理 ,有 如 -= RE EBR: SF = RF,BQ = BP 可 证 得 中 与 
M 重合 ,也 可 证 得 结论 成 立 . 
证 法 5 如 图 3.204, 从 点 B 5] AF 的 平行 线 与 SQ 的 延长 线 交 于 点 C, 则 


[x ) g 3 — = = = = m — = c 


NO 


Z 
SN 
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Z SGB = Z QSF, M Z DQS = 人 QSF, 从 而 Z BGQ = ZX BQG, FÆ BG = 
BQ = BP. 
同 理 , 从 点 F 5| AB 的 平行 线 与 PR 的 延长 线 交 于 点 有 H, 则 FH = FS. 
所 以 ,全 BGP 和 A FSH 均 为 等 腰 三 角形 .注意 到 BG // SF, FH // PB, 有 
人 PBG = 人 HFS, 从 而 A PBG co 介 HFS. 于 是 , 推 知 BF 经 过 PR 5j QS 的 交点 
M. 
同 理 , AD 经 过 PR 与 QS 的 交点 以 , 故 AD , BF , PR, QS 四 直线 共 点 . 
下 面 ,讨论 牛顿 定理 中 的 四 边 形变 型 及 切 点 连 线 的 交点 在 形 处 的 问题 . 
圆 的 外 切 四 边 形 可 以 是 凸 四 边 形 ,也 可 以 是 四 四 边 形 和 折 四 边 形 . 
定理 1 若 四 四 边 形 4CD 外 切 于 圆 , 边 AC, DE , CD , EA 所 在 直线 上 的 切 
点 分 别 为 P,Q,R,5S, 则 四 条 直线 AD, CE, PQ ,SR 交 于 一 点 . 
证 明 如 图 3.205, 设 直线 
DE AC FB, H2 CD AAE FF, 
直线 PQ 3 CE FM, BZR SR % CE 
FM, MEM 5 M 重合 . 
对 人 CEB 及 截 线 POM， 对 
A CEF 及 截 线 SRM' 分 别 应 用 梅 涅 
劳 斯 定理 ,有 
CM , EQ , BP 
ME ` QB ` PC 
CM' ° ES ° FR = 1 
M'E ` SF ` RC `” 
注意 到 BP = BQ,FS = FR, 
CP = CR,EQ = ES,# 
CH PC RC CM 


= 1 


再 由 合 比 定理 , 即 知 M 与 M 重合 ,从 而 直线 PQ ,SR 与 CE 交 于 一 点 . 

同 理 ,对 A ABD RRR Po ,对 A ADF 及 截 线 SR 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,可 证 
得 直线 PQ, SR 与 4D 交 于 一 点 , 故 四 条 直线 AD, CE, PQ , SR 交 于 一 点 . 

定理 2 ” 若 折 四 边 形 BCFE 外 切 于 圆 (或 折 四 边 形 BCFE 有 旁 切 圆 ) , 边 
BC, CF,FE,EB 所 在 直线 上 的 切 点 分 别 为 P,R,S,Q, 则 四 条 直线 BP ,CE， 
PS, QR 或 者 相互 平行 或 者 共 点 . 

证 明 (1) 若 对 角 线 BF 5 CE F4T,B BC // FE 时, 折 四 边 形 BCFE 外 切 
于 圆 时 ,四边 形 BCEF 必 为 矩形 ,此 时 四 条 直线 BF, CE, PS, QR 相互 平行 . 

(2) 若 对 角 线 BF 与 CE 平行 ,上 且 直线 BC 与 FE 交 于 点 4 时 ,如 图 3.206(a) 
所 示 , 则 由 圆 的 外 切 四 边 形 对 边 的 和 相等 推 知 BCEF 为 等 腰 梯 形 , 公 ABF 和 


全 DBF 均 为 等 腰 三 角形 ,此 时 ,四 条 直线 BF, CE, PS, QR 相互 平行 . 

(3) 若 对 角 线 BF 与 CE 不 平行 ,如 图 3.206(b),(c) 所 示 , 且 直线 CB , EF 交 
于 点 4 时 , 设 BE 与 CF 交 于 点 也 ,直线 BF 与 直线 QR 交 于 点 M ,直线 BF 与 直 
线 PS 交 于 点 Mr . 

对 A BDF KRE QRM ,对 A ABF 及 截 线 PSM' 分 别 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 有 

BQ DR. FM _ AP, BM FS _ 1 
QD ` RF ` MB ` 'PB ` M'F ` SA 
注意 到 DO = DR,4P = AS,BQ0 = BP,FR = FS,# 
FM RF _ FS FM 


MB ` BQ ` PB ` MB 
再 由 合 比 定理 , 即 知 M' 5 M 重合 ,从 而 直线 PS,QR 与 BF 交 于 一 点 . 
同 理 ,对 人 CED 及 截 线 QR ,对 A ACE 及 截 线 PS 分 别 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ， 
可 证 得 直线 PS, QR 与 CE 交 于 一 点 , 故 四 条 直线 BF, CE , PS, QR 相交 于 一 点 . 


4 A 
À ^ 
I 
I 
I 


MM' 


图 3.206 
(4) 若 对 角 线 BF 与 CE 不 平行 , 且 
直线 CB // EF 时 ,如 图 3.207 所 示 , 设 直 
线 BF 与 直线 PS 交 于 点 内 ,下面 证 Q. R, 


M 三 点 共 线 . 
由 BC // FB, MB = BP = po ™ 


有 


FM .BO _ FM . BQ , DR 


= MB ` RF ` MB ` QD ` RF 图 3.207 
对 A BDF 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 , 知 Q, R, M 三 点 共 线 . 即 直线 PS, 
QR 与 BF 交 于 一 点 . 


同 理 ,直线 PS, QR 与 CE 交 于 一 点 , 故 四 条 直线 BF, CE, PS, OR 交 于 一 点 . 
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定理 1 设 贺 外 切 四 边 形 有 外 接 圆 (又 称 双 心 四 边 形 ) ,外 接 圆 半径 为 R. 

内 切 圆 半径 为 7, 圆心 距 为 d, RJO 
2r2(R2 + d2) = (R - d2)2 

这 个 定理 是 欧 拉 的 学 生 和 朋友 富 斯 (N.Fuss,1755 一 1826) 得 到 的 ， BER 
现 了 双 心 五 边 形 , 双 心 六 边 形 , 双 心 七 边 形 , 双 心 八 边 形 的 
MENERA, 而 有 关 三 角形 的 相应 公式 是 由 欧 拉 提供 的 ， 本 
r ~- d2 = 2rR. 

AENEA EEEN 
切 点 的 连 线 互相 垂直 .如 图 3.208, 设 双 心 四 边 形 ABCD 的 两 
双 对 边 上 切 点 是 下 与 丸 ,Y 与 多 .因为 

LPYC = ZPY'D,ZPXB = Z PX'C 


所 以 
Z PYB + Z PY'D = 180p, ZPXB + Z PX'D = 180 
而 LPYB + LPXB + Z B + Z XPY = 360 
Z PYD + Z PX D + Z D + Z X'PY' = 360? 
两 式 相 加 后 得 Z XPY + Z X'PY' = 180? ,但 它们 是 对 顶 角 ,所 以 XX | YY. 
要 求证 这 个 关于 外 接 圆 和 内 切 圆 半径 及 连 心 线 的 关系 式 , 可 借助 下 列 轨迹 
问题 :顶点 固定 在 一 个 圆 内 的 直角 , 绕 着 顶点 旋转 , 求 过 该 角 的 两 边 与 圆 的 交点 
的 两 条 圆 切线 交点 的 轨迹 , 即 求 外 切 四 边 形 顶 点 的 轨迹 . 
为 此 只 需 取 圆 形 的 一 部 分 研究 .如 图 3.209, X, Y 是 圆 7 
的 两 切 点 ,过 XXX, 了 的 两 切线 交 于 B, 取 点 P EPX PY, it P 
作 PN | XY 交 XY 于 N,BI | XY 交 XY 于 AMM, 在 PI 上 取 一 
点 0, 设 1I0 = d, 则 BO = R. 由 到 XPY 是 直角 ,可 知 PN? = 
XN - YN. PI = e, BIP = p, 则 
PN = MI - ecos g, XN = MX - esin ọ 
YN = MX + esin @ 
i MI = p, MX = p', 则 有 
(p - ecos p} = (po' - esin p)(p' + esin @) 
两 边 同 加 o? ,得 
202 ~ 2pecos p + (e cos p)? + (esin p)? = o? + p? 


= = 
O 单 坪 . 数 学 名 题词 典 [M] ,南京 :江苏 教育 出 版 社 ,2002:412-415 . 


ee N Gemey — — SO 
ON 
其 中 po2 + p°? = MP + MX? =r, 
2p* — 2pecos p + eè = r? (0) P 
又 因为 A IXB 也 是 直角 三 角形 ,所 以 有 了 
IX? = IB > IM x 
记 IB = p, FE: N 
r? = pp © T 
# ORA O, i 
3 r 2 r Q 
PT Sab EEE i 
2r = 2pr ecos @ + p (r ~ e?) L 
4 x 
得 2 az pecos pu 7 2 p’ @ 
# A 0BI 中 ,由 余弦 定理 ,得 
0B? = OP + BP + 2BI > Olcos @ @ 


WX OB = R,OI = d,BI = p, 所 以 
R? = d + p° + 2dpcos 9 
此 时 ,在 轨迹 问题 里 d 还 是 不 定 的 ,如 果 现 选取 


r 
d = r? ra 
那么 R? = d? + p2 + E peos p 
将 加 代入 人 加 ,得 
R = d+ —2r @ 
r-e 


同 理 , 如 果 对 点 A, C, D 也 作 上 述 运算 ,也 能 得 到 这 个 公式 ,这 说 明 A,B,C,D 
四 点 共 圆 . 


H @ 可 得 
r? a 2r4 
Ref 
代入 式 四 ,得 
2dr? 
e= RË 
于 是 n. é = z. (2 )? 
RA © 化 简 , 得 


2r(R2 + d2) = (R - d2)2 
事实 上 , 比 富 斯 定理 更 值得 注意 的 是 从 前 面 定 理 证 明 过 程 中 得 到 的 关于 双 
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心 四 边 形 的 另 一 定理 . 如 果 一 个 圆 内 有 一 内 含 圆 (不 一 定 同心 ) ,那么 自 外 圆周 
上 一 点 作 内 含 圆 的 切线 交 外 圆周 于 另 一 点 ,再 以 这 点 作 内 含 圆 切 线 交 外 圆周 于 
又 一 点 ,将 此 过 程 继续 下 去 , 便 可 得 到 庞 斯 莱 横 截 线 .由 n 条 外 圆 的 弦 组 成 的 横 
截 线 称 为 n 边 的 横 截 线 .法 国 数学 家 庞 斯 莱 推 得 :如果 在 外 圆 上 的 一 点 ,对 其 
内 含 圆 的 四 边 横 截 线 在 此 点 闭合 ,那么 外 圆周 上 任意 起 点 对 其 内 含 圆 的 四 边 横 
截 线 也 在 起 点 闭合 .” 

庞 斯 莱 证 明 这 个 定理 不 仅 适用 于 四 边 横 截 线 ,而 且 普 遍 适 用 于 n WRR 
线 ;不 仅 适 用 于 圆 ,而 且 适 用 于 任何 圆锥 曲线 . 

沈 康 身 先 生 撰文 介绍 了 这 个 定理 是 充分 必要 的 .中 

定理 2” 大圆 .小 圆 内 高, 它们 的 半径 分 别 为 Rr, 圆心 距 为 4. 两 圆 分 别 是 
某 一 四 边 形 的 外 接 圆 与 内 切 圆 的 充分 必要 条 件 是 

2r2(R2+ d2) = (R - d2)2 

证 明 ”充分 性 ( 富 斯 自 证 )， 

图 3.210 中 ,0,1 分 别 是 大 小 两 圆 圆 心 ,如 果 圆 心 
看 满足 条 件 ,我 们 就 在 01 延 长 线 上 取 一 点 P, 使 IP = 

2dr? 

R — d 
从 己任 作 正 交 两 直线 PX 与 PY 2 / B] T X, Y. X 
过 了 对, 了 分别 作 切 线 交 于 B 点 .我 们 来 计算 OB 的 长 : 
联结 08,1B,XY, 则 IB | XY,M 是 垂 足 ; 作 PN L 
XY,N 是 垂 足 , PN // IM. 我们 设 IB = p,IM = q, 
Z BIP = p, 在 Rt 和 APXY 中 


e = 


PN? = NX - NY © 
而 PN = IM - IPcos ọ = q - ecos ọ 
NX = MX - MN = MX - IPsin g = MX - esin ọ 
NY = MX + MN = MX + esin ọ 
RAR O 后 ,两 边 加 上 g,44 
2q2 — 2qecos p + (ecos p)? = MX? - (esin p)? + g? 
由 于 MX? + gq? = MX2 + IM2 = IÈ = r, fE 
2q2 — 2qecos p + e = MX2 + Q = r @ 
又 在 RtA IBX 中 
IX? = IB - IM 
此 即 r? = pq. 


将 9 = ERARO 


O 沈 康 身 . 历 史 数学 名 题 赏 析 [M] .上 海 : 上 海 教育 出 版 社 ,2002:564-567. 
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2, 2r? woa 24 
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我 们 把 命题 条 件 化 为 
2r(R2 - 只) +4r2d2 = (R - 422 
又 把 e 5R,r, d 的 关系 代入 ,并 化 简 ,得 


re 


d = P-e 
那么 @ 就 是 
p? + 2dpeos p = -了 2 
r =e 
# AIBO 中 ,有 
OB? = d + p? + 2dpcos 9 
EHF @ 48 


0B2 = d? + _2⁄ 
r-e 
另 一 方面 如 把 命题 条 件 作 恒 等 变换 
(R? — ÊY = 2r2(R2 + d) = 4dr + 2r2( R2 — d2) 
(R? - d2 - 2r2)(R2 - d2) = 4dr? 
(R? - d2- 22)(R2 - d’) = 4d rR? - 4dt2 


R2((R2 — dY - 4422) = P((R - d2)2- 4d2r2) + 22( R2 — d’) 


2r2(R2 - d 
(R _ PY? _ 4d2 2 


进一步 运用 。 与 R,r,d 的 关系 式 。= Sr, TARRI 
24 __2P(R-&) 


P-e (R-d)-4dr 


R = d+ 


也 就 是 说 


2... v- 2r4 
R° = d +> 2 


比较 加 ,@ 得 08 = R, 即 B 在 以 R 为 半径 的 圆 上 . 


© 


延长 XP,YP 交 小 圆 于 X',Y .过 X,Y 又 作 切 线 ,二 者 交 于 点 D, 同 理 可 证 
OD = R. 又 延长 BY, DX' XTA, BX, DY: XTC. HF AX ,AY; CX, CY' 都 
是 小 圆 的 切线 ,04 = OC = R. 这 说 明 4,8,C,D 共 圆 .上 文 已 证 四 边 形 ABCD 


MAL R 为 半径 的 大 圆 为 外 接 圆 , 又 有 以 > 为 半径 的 小 圆 为 内 切 贺 . 
必要 性 .从 上 述 充 分 性 推导 中 附带 已 证 如 下 结论 : 


引 理 。 双 贺 四边形 外 接 圆 心 ,内 切 圆 心 与 相对 切 点 连 线 交点 共 线 . 


已 给 ABCD 为 双 圆 0, 了 四边形 .在 图 3.210 中 ,我 们 已 证 XPX' | YPY , E. 


2< 


(x) pa; — 3 Z = = m — = "g 


`x 几何 /瑰宝 

2< i 
从 引 理 知 0,1,P 三 点 共 线 .又 BX,BY 是 内 切 圆 的 切线 , BI L XY, EEX M. 
作 PN | 好 , 垂 足 为 W, 则 PN // IM .重复 在 充分 性 证 明 中 的 计算 ,重新 得 O), 
@,@ 三 式 , 由 于 OB = R, 在 和 人 08BT 中 


R? = d? + p° + 2dpcos ọ 
N| Did = ARO, 
500 
2r? 2r 
Ë R° = d+ p+ C peo g = d+ @ 
100 2r 
£ 于 是 n - = Z 
理 代 和 人 前 式 ,d 与 r,e 的 关系 式 , 有 
(F) 272d 
° "= R: 
借以 计算 r j e2, 代 入 @ ,化 简 ,得 证 
@ 2 2(R2 + d) = (R - d2)? 


定理 3 双 贺 四边 形 内 切 圆 相 对 切 点 连 线 正 交 . 
证 明 ”图 3.211 中 四 边 形 ABCD 的 内 切 圆 
切 点 为 大, Y, Y ..AD,BC; DC, AB 的 延长 线 
分 别 交 于 Q, P, QX = QX' ,因此 
Z4 = Z5 
同 理 Z1 = 6 
在 四 边 形 Y'DX'E 中 ,有 
LD + 1+ Z Z2+ LYEX = 2r 
在 四 边 形 YEXB 中 ,有 
ÊB + L3 + Z4+ LXEY = 2m 
m Z1 = Z6 = x= - 3 
Z⁄2 = xz - Z5 = x - Z4 
x ZD+ZB="x= 
于 是 ZYEX' + Z XEY = x 
而 人 YEX' ,Z XEY 是 对 顶 角 , 命 题 得 证 . 


党 双 圆 四 边 形 问题 


即 有 内 切 圆 ,又 有 外 接 圆 的 四 边 形 称 之 为 双 圆 四 边 形 ,或 双 心 四 边 形 . 
前 节 已 介绍 了 双 圆 四 边 形 的 几 条 性 质 . 


cm NS 


ON 
在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 记 双 圆 四 边 形 ABCD 的 外 接 圆 ,内 切 圆 圆心 分 别 为 


0 ,7, 其 半径 分 别 为 R,r,4B = a,BC = b,CD = c,DA = d,AC = e, BD = f, P 
A1, Bi, Cu Di 分 别 为 边 AB, BC, CD, DA 上 的 内 切 圆 切 点 ;分 别 与 边 4B, BC， | 
CD , DA 相 切 ,又 与 这 边 相 邻 的 两 边 的 延长 线 相 切 的 旁 切 圆 半径 分 别 记 为 ， | H 
To» re r FEDIA L, h, Ls La Ek AC $ BD 交 于 已 ,四 边 形 ABCD 的 面积 , 半 | B 
周 长 记 为 S,p.Q l 
定理 1 (1) LA+LC=ZB+ZD=xz,a+c=b+d= p. Y 
(2) S = V abcd. + 
a) =. —2 ka _ sai 7 
a+b+c+d px x 
R = 1 [C + cd)(ac + bd)(ad + be), 可 
4 abcd ’ 

R > V2r; 

@ 


ef = 2r(r +v r + 4R2). 

R vl+sinA.:sinB 
Ma sin Å sin B ' 
(5) A1C1 L BDI 

Sia RA 

(6) OI = do = R° + r " +4R Cp, 4 t (R 40 " 7: 

(7) iz 0 到 四 边 形 4BCD WAB, BC, CD, DA 的 距离 分 别 为 d,， d, , d. , d, 
W da + d, + d. + d, = r + r + 4R2. 

(8) — 445 _ u= BG 2 __ -CD _ _ 
un Ç +n Ü tan D + tan À tan + tan 

证 明 提示 。 如 图 3.212 所 示 . 

(1) W. 

(2) 由 a +c = 4&6+ d 和 圆 内 接 四 边 形 面积 公式 

S=V(p-a)(p-b)(p-c)(p-d) 

所 以 


a+b+d-c a+b+c-d.1 
— =s s= = 


O 管 字 翔 . 双 心 四 边 形 的 性 质 .中 国 初等 数学 研究 文集 [M] .郑州 :河南 教育 出 版 社 ,1992:691-696. 
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2e.28.28.25 . a 


(3) 注意 到 圆 内 接 四 边 形 的 边 与 对 角 线 的 关系 定理 3(1) 即 有 第 二 式 ; 由 前 
两 式 运 用 平均 值 不 等 式 即 得 第 三 式 ; 由 ef = ac + bd R ef = 


Tab + cd)(ad + bc) legist + ke) 导出 方程 (ef)? - 4r2 ef - 16R?r? = 0, 求 根 即 得 第 四 式 . 
(4) H sin A = 3b = geyin B = — 2 25 代入 即 得 . 
(5) 由 


LCiBD = ZG IDID = 1 ¿c,D, = tase = ZD) 


LACIB! = ZBA B, = + ZAIB, = 2 (182 - ZB) 
Z B+ ZD = 18% 
即 知 Z C B ID: 与 人 41C1BI 互 余 , 故 41C | DB. 
(6) Æ AOAI, A OCI, ^A ODI, A OBI 中 运用 余弦 定理 后 相 加 即 得 第 一 式 ; 
第 二 式 左 边 通 分 再 用 到 第 一 式 即 证 得 第 二 式 ， 
(7) 将 eR = ad, + bd, = cda + dd.,fR = dd, + adi = bd。 + cds 相 加 ,再 


(ac + bd)(ad + bc) 及 ... B: 
注意 到 e = ab aed 即 证 . 


(8) H AB = AA+ 41B = a + 2 = IA (un Š + tan 2) 等 
四 式 , 并 注意 到 Mi = IB, = IC, = ID, 即 证 . 

注意 到 外 切 于 双 圆 四 边 形 的 一 边 , 且 与 相 邻 两 边 的 延长 线 相 切 的 旁 切 圆 ， 
我 们 有 

定理 2 (1) 旁 心 四 边 形 Llll 内 接 于 圆 0'( R'). 


(2) a?bd bac c2bd a?ac 
Ta = P |, J = — se = rp? sfd = p? P 
S S S S 

(3) ami, _ mG, _ Sami, _ na, _ S 
Ta Tb Te Ta 2r 


(4) LI. | Ida, lde N LIL = I. 
(5) ra + r + Te + ra = 2(V r2 +4R - r). 


(6) R' = sau = V r2 + 4R2 - r. 


(7) SAB C,D, ` Siru, = 4S2. 


(8) LIL, 垂直 平分 Bi Di , LL, 垂直 平分 41C1. 
(9) 切 点 四 边 形 与 旁 心 四 边 形 的 边 对 应 平行 , 1,41, B1, 1.C1, lD, 四 线 共 


点 . 
(10) 切 点 四 边 形 , 旁 心 四 边 形 对 角 线 交点 及 外 心 均 在 直线 OI E. 设 旁 心 
四 边 形 的 外 心 为 0' , 则 0 平分 10'. 
证 明 提 示 “如 图 3.213. 
(1) i ZALB = (ZA + ZB), ZCID = 


二 (LC + ZD), EINE. 

(2) 设 Di4 = AA, = x,A1B = BB, = y, 
B,C = CQ, = z,C,D = DD, = w, H RA AA ICO 
Rt 全 IC, COR ZA 5 LCE # xz = r. |Bj BE 
yw = r. . 

É Ho, Hi, HH 分 别 为 1 在 直线 4B, DA, CB 上 


的 射影 ,由 直角 三 角形 相似 得 人 = r. 


EDT d AHo + Ho B = 全， 


$ 
Ta y 
由 此 即 可 推出 * = 下 ,y = 如 ,> = 如 ,…, 由 此 得 r, = 2 bd 等 四 式 . 
p P P rp 
2 
(3) 由 Sum, = Talr + r.) = T 等 四 式 ,注意 S = pr 即 证 . 
(4) 由 San, = % Pd 等 四 式 相 加 ,得 


Siru, = pA + cd)(ad + bc) 


2 12 
ad 得 
p 


BI, = BB Vab + od 


H BÊ = LH + BH = r + 


同 理 算出 B, A 
S E Jalad + bc) Vab - Vab + cd 
再 算出 Mes lda , 并 在 圆 O' 中 运用 托 勒 密 定理 ,有 
ARE A PE A EE ph zab + cd)(ad + be) = 2S1 yji,- 
故 LI L Ila. 
车 延长 DC , AB 相交 于 0 , 则 10 平 分 ZAQD ,从 而 h, L, HERRI 上 , 即 


1 在 1ls £. AH, IEL 上, 故 LL N Ila = I 
(5) 运用 r, 等 的 表达 式 并 注意 定理 13) 中 第 四 式 即 得 ,此 可 看 做 三 角形 


NI 
AN 


(x) g 3 — ÉZ = = m = g 


X€ — a/ai, 


ani B masna Q => Eda 


二 
2 


中 关系 式 ra + ra + r. = 4R + 的 推广 . 
(6) 运用 圆 内 接 四 边 形 的 边 与 对 角 线 的 关系 定理 3(1) 即 得 . 
(7) 由 (3) 运用 等 比 定理 并 注意 到 (5) 有 


s ` r 


Sa,B,G,D, r(r +V 2 + 4R2) 
x g” 4R? 
由 此 即 证 . 


(8) 在 全 410C1 中 ,A410 = C10, 从 而 10 垂直 平分 4A1C1, 即 LL, 垂直 平分 
A Ci. AE LL EFA DB. 


(9) Æ AAA, D 中 ,和 441D1 = Tag - ZA), 3. ZAAI, = > 


工 (180 = 


LA), AT ADi / L.L. 同 再 可 证 余下 三 组 对 应 边 平行 


AB. BG CD, Di4i 
ar a a 


(10) 由 下 列 引 理 来 推 证 结论 :人 0 
引 理 1 如 图 3.214,A1C1,BIDi 垂直 ls 
相交 于 P' ,AC, BD 相交 于 P, 则 P -5 PE 
Ke 人 
引 理 2 AC 的 中 点 与 BDI 的 中 点 连 k 
线 的 中 点 E' 是 IP 的 中 点 ,因此 Eg' 在 OI 的 延 


合 ,P 在 01 的 延长 线 上 ,OP = 2. 
0 
, d(3-+ dŠ) 图 3.214 
长 线 上 ,OF = 21, 


事实 上 ,由 圆 外 切 四 边 形 的 牛顿 定理 知 
P 与 P 重合 . 
OP 的 计算 可 参见 注释 @. 
事实 上 ,在 圆 1 中 , 避 AC 与 B iD, 垂直 相交 于 P, 故 1,4 C 的 中 点 ,P， 
B D, 的 中 点 是 矩形 的 四 个 顶点 ,因而 AC 的 中 点 与 B D 的 中 点 连 线 的 中 点 
E 就 是 IP 的 中 点 .由 


2do 
l+ 


OI = dọ, OP = 


四 边 形 的 九 点 线 —whc32 的 解答 [站 .数学 通讯 ,1998(11);26-27. 
鸣 . 世 界 数学 名 题 趣 题 选 [Mj .长 Ky HUNAL, 1988: 180. 


Treasure Geometry 
k É _ do(3 + dô) 
48 OE' = > (Ol + OP) = 2(1 + 42) 


设 ABCD 的 四 个 旁 切 圆 为 圆 1(r,), 贺 Cr), B 1.(7,) ,加 (ry) ,与 四 边 
切 点 为 P. P Po Ta. 

引 理 3 ” 旁 心 四边 形 J,151.14 内 接 于 圆 ,其 圆心 0' 在 01 的 反 向 延长 线 上 ,0 
平分 0'1, 即 00' = - do. 

事实 上 ,41,7。 分 别 是 圆 1, 圆 1 与 48B 的 切 点 , 易 知 IA, | 4B L'a | AB, 
AA, = BI',. 记 AB 中 点 为 M, 则 M EAT. 的 中 点 .联结 OM, 则 OM | AB. 
延长 LT, 交 IO 的 延长 线 于 0'. 由 于 141 / OM / 17,A1IM = MT',, 所 以 
0'0 = 01. 


AA, s IT o l'a 的 延长 线 都 过 点 0'. 由 人 0'1.B = 人 0'1B = : 可 知 
O'h = 0'h, 同 理 可 知 O'h = 0h = O'L = 0'h,0' 是 1161.14 外 接 圆 圆心 . 


— y 
引 理 4 A,B, CiDi 与 LU 位 似 ,位 似 比 》 = 也 二 2 AG Bi Ct 
2 
uD 四 线 共 点 于 位 似 中 心 0',00' = OED, 


事实 上 ,A1B1C1D1 与 pi 对 应 边 平 行 , LA: 16B1, 1.C1, 1D, 四 线 共 点 邵 
定理 2(9). 


/Bi4IB = ZABI, = 90 - 2 i A.B, / lds. X A l / L0',B II // 
RO' (513), AIA, B, 5 A O'll, WU. EMP U KREI AO 的 连 
线 上 , 记 为 Q'. 


现在 来 求 位 似 比 .44 = r cot G, PB = rat tan Ë, AA, = PB Ë 


A aB 
re = rcot 2 cot 2 


同 理 r, = rtan ia? 
jron E 
Y = A.B. z AB. - 2 D 
LI, LB + BI, ra Th 


2rcos2 3 


rcot A oot 2 + rtan A oot 2 


NO 
ON 


(x) g 3 — 3 Z = = m — = 


>K 


Mak B mapan Š = Els 


= 
Z 


几何 人 瑰宝 


Lein Asin B 
由 定理 1(3) 有 
Vl+sinAsinB _ 1 


sin Asin B = r 
因 sin Asin B > 0, 可 得 
r2+rYV4+ 产 1- d 


sin Asin B = 


2 ` 1+d 
1- dó 
因此 As 2(1 + dó) 
I _ 
由 jg Dt 和 ,有 
IQ' ,10' = 2do(1 - d2) 
2d + IQ' 7 m + n 1 +3dŠ 
, š 2do(1 - d) do(3 + dà) 
O e OTEA A 1+3d — 1+3% 


讨论 其 他 三 对 三 角形 得 出 相同 结论 , 故 引 理 得 证 . 

引 理 5 LL 与 1 的 交点 7 REIL, Ll 的 中 点 与 444 的 中 点 连 线 的 中 点 0 
就 是 0. 

EKE, a l I REER AD ,BC 所 成 角 的 角 平 分 线 上 , h, la, 1 都 在 直线 
AB, CD 所 成 角 的 角 平 分 线 上 ,所 以 Iole, LIL 相交 于 工 

由 AB GD, 与 Idod UMF POQ 也 可 证 明 这 一 点 .11 与 41C1 对 应 ， 
lyla pE va 与 41C1, B ID ZA P HM, BIE, T , P,Q 共 


AH ry s E - 2, ,由 此 可 得 出 O07 = do, 即 了 与 1 重合. 

同样 道理 , LL 的 中 点 与 41C1 的 中 点 对 应 , Jl 的 中 点 与 B1D1 的 中 点 对 应 ， 
0' 与 1 对 应 (外 接 圆 圆心 ) ,1 与 P 对 应 (对 角 线 交点 ). 了 ,A1C1 的 中 点 ,P, BD 
的 中 点 是 矩形 四 顶点 ( 引 理 2) , 故 0' ,LL 的 中 点 ,1, Ila 的 中 点 也 是 矩形 四 顶 
点 , LI, 的 中 点 与 ba 的 中 点 连 线 的 中 点 是 0 的 中 点 , 即 O. 

AC 的 中 点 与 BD 的 中 点 连 线 的 中 点 E 与 0,1 不 共 线 ,除了 ABCD 是 纺锤 形 
(满足 AB = 4D, CB = CD 的 四 边 形 ) 或 等 腰 梯 形 外 . 简 证 如 下 . 

记 AC, BD 中 点 分 别 为 Fi, Fa, W OF, L AC,OF, | BD,AC, BD ZFP, 
Fi, Fi 都 在 OP 为 直径 的 圆 上 .如 果 F. F, 的 中 点 五 在 OP 上 ,那么 只 有 两 种 可 
能 : 

或 者 五 为 圆心 , 即 OP 的 中 点 ,此 时 4C L BD ,进而 可 推出 4B = AD, CB = 


CD , ABCD 是 纺锤 形 ; 

或 者 FiF, L 0P, 则 AC = BD ,进而 可 推出 AB // CD, BC = AD , ABCD 是 
等 腰 梯 形 . 

综 上 所 述 ,我 们 得 到 双 圆 四 边 形 的 一 条 九 点 线 ,其 中 有 三 对 点 互相 重合 . 


do(3 + d3) 2do do(3 + d3) 
因为 - doy < 0 < do < 2007 d) tid ars , 故 九 点 的 顺序 


总 是 0',0(0),I(7),E',P(P'),0'. 
0 是 0'1 的 中 点 ,E' 是 IP 的 中 点 .0',0,1 与 1,E',P 关 于 0Q' 位 似 
PO EO Q 1- 
IQ' ` 0Q ~ 0Q ~ X1 + d2) 
各 点 位 置 仅 与 R,r 有 关 . 
当 且 仅 当 ABCD 是 正方 形 时 , 即 当 且 仅 当 do = 0 时 , 九 点 合 一 于 中 心 . 
定理 3 ” 设 双 圆 四 边 形 ABCD 的 外 接 圆 半径 ,内 切 圆 半径 分 别 为 尺 ,r, 内 心 
为 1, 则 有 Q@ 


IA + IB - IC - ID = 2r3(V 4R2 + r-r) 
证 明 ”如 图 3.215, 易 得 


sin Á sin Ë 
2 2 
IC = , ID = 一 
sin > sin 7 
又 A+C=B+D = 180, 则 
c _ AD B 
2 = 90 - y 0 
B IA: IB - IC. ID = —— - ——— - — r 
i sin sin Ë sin TRL 
2 2 2 2 
Ë F r r E 
sin — sin Ë ¿os we 
2 2 2 2 
4r4 
sin Asin B 


由 定理 1(4) 得 


O 张狂 .关于 双 贺 四边 形 的 双 圆 半 径 的 一 个 性 质 [站 .中 学 数学 2002(12):45. 


(x) =a S — -3 Z m= 8 m — = "g 


X ———  —— a. o 


R V 1 + sin Asin B 


pir sin 4sin B 
Bp R?’sin’ Asin? B ~ rzsin Asin B - 2 = 0 
面 。 : z + r V 4R° + r 
m 从 而 sin Asin B = 人 
so) Bj 2 
š sin Asin B 2 r V 4R2 + 产 
g 8R 2 
= 2r(V4R2 +r- 
ra V4R +r +r i X 
S 推论 ” 设 双 圆 四 边 形 4BCD 的 外 接 圆 半径 , 内 切 圆 半径 分 别 为 R,r, 记 
(F AB =a,BC = b,CD = c,DA = d,M| abed > 8 (V 4R + P - r)O. 
证 明 ”如 图 3.216, 设 了 为 内 切 圆 圆心 . 
记 ZAIB = Z1,Z BIG = Z2,Z CID = Z3,ZDIA = 
© 4, 则 £1 + #3 = 180? ,一 2 + L4 = 180. 


H EZERA 
AP BP _ AI Al Bi BI 
ad + ` 


"a d tua b 


U Q Sc ae 
sin | sin 5 sin > | sin -5 i 
sin Z1 ` sin Z4 + sin Zl sin 2 ` 


. B 8 .A 4 
sin > cos 7 sin 2 cos > R 
sin Z lsin Z2 + sin Zlsin Z2 = 
sin B + sin A _ 
2sin Z lsin Z2 ~ 


2sin A+ B. A-B 
Se 
nnt inpe 
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ad j ab T bc T cd ~ 
O 闵 飞 . 双 圆 四 边 形 中 的 一 个 不 等 式 [ 刀 . 中 学 数学 ,2003(5):25. 
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由 均值 不 等 式 知 
AP BP _ CÊ Dr JAAD * BI: CI : DI 
ad C ak t ke t q m abcd 

从 而 abcd > 447. BI - CI - DI 

由 定理 3, 知 


41. BI > CI, DI = 2r(V 4R2 + r-r) 
即 有 abcd > 8r3(V 4R? + r2 — r) 
定理 4 ik 已 是 双 圆 四 边 形 48BCD 的 布 罗 卡尔 点 ,PAB = Z PBC 


Z PCD = Z PDA = a,P 点 在 4B,BC,CD,DA 上 的 射影 分 别 为 4',B',C’,D'. 


记 四 边 形 ABCD 的 面积 为 5, 则 四 边 形 A'B'C'D' 的 面积 @ 
S' = Ssima 
证 明 ”如 图 3.217, 因 点 P 在 48,BC,CD,DA 上 的 射影 
分 别 为 4',B',C',D' ,4,B,C,D 表示 角 , 则 
则 LA'PB' = 18 - B 
LP'PC' = 180 -C 
Z C'PD' = 180 -也 
Z D'PA' = 180p -4 
又 四 边 形 ABCD 为 双 圆 四 边 形 , 则 
A + C = 18@,B + D = 180? 


BD 


1 


S' = —P4A' + PB'sin Z A'PB' + > PB' . PC'sin Z B'PC' + 


PC' - PD'sin Z C'PD' + tpp . PA' sin Z D'PA' 
XM Z PAB = Z PBC = Z PCD = Z PDA = a ,# 


S' = -L pAsin aPBsin asin B + L pBsin a . PCsin asin C + 


2 2 
Ñ PCsin a * PDsin asin D + Ñ PDsin a* PAÁAsin asin A = 


六 sinza( PA + PBsin B + PB - PCsin C + PC - PDsin D + 
PD - PAsin A) 


— 。， ERS E: 
PA = sim Č sin a, PB = mnp ` sina 


Q 张 云 . 双 圆 四 边 形 勃 罗 卡 点 的 一 个 性 质 [ 相 . 中 学 数学 ,2005(7):40. 
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几 f A £ 


NO 
ON 


p c i 
= —— ` sin a, PD = — ` sin a 
sin À á sin B 


(这 里 A4B = a,BC = b,CD = c,DA = d). 所 以 


S = Limal 


2 


—_ da _ PR . _ ab . 2 3 
ain Csin D sinasin B + sin Dsin À Sin asin C + 


PE E š . b O. A . p 
sin Asin B ` S! @8In B4 sin Bsin C sin asin A) = 


BJ 4 da ezi a C a$ 
2sin aC in Asin B sin B + x Bsin Á sin À + 
—be nB cd _ 
sin Asin B t sin Bsin A 
lu (E ab bc cd) - 
25 alin A * sin B * sin A sinB ~ 
bc + da ab + cd) 

sin Á sin B 


再 对 A ABD 用 正 弱 定 理 , 有 


- sin Å) = 


np B maan 2 =i sia 


m= 


二 sinta ( 


BD 2 abcd 
2R ad + bc 


即 sin 4 = 2 v abcd 25 


sin 4 = 


= i 2 V abcd 2S 
同 理 sin B = b+ cd “ ab + od 

l .4 ;bc+da ab+cd, _ l .4 25 2S 、_ 
则 2sin a( sin 4 T sin B pa 2 sina (i 24 sin? B) > 


Ssin4a(csc24 + cs B) 


由 布 罗 卡 尔 点 的 意义 ,有 
csa = csc24 + cesc2 B 
故 Ssin4a(csc24 + cs? B) = Ssinta .cscza = Ssima 
即 S' = Ssima 


Sik EEE 


盐 容 形 定理 采 自 阿 基 米 德 《4 引 理 集 》. 

定理 $A ACB 内 作 两 小 半圆 ,分别 以 AD, EB 为 直径 ,其 中 AD = EB, 
如 图 3.218 所 示 . 又 以 DE 为 直径 在 相反 方向 作 半圆 . CF | AB 且 过 4B,DE 的 
中 点 0, 则 四 半圆 间 曲 边 图 形 ( 盐 窒 形 ) 等 于 以 直径 CF 为 圆 的 面积 . 


证 明 按照 欧 几 里 得 《原本 》 卷 2 命题 10: DE 的 


中 点 是 0, EA? + AD? = 2( E0? + 04?), 而 CF = OA + P 

OE = EA, FÈ m 

AB? + DE? = 4( 0A? + EO?) = 2( CF? + AD?) x 

我 们 知道 圆 面积 之 比 是 其 半径 平方 之 比 ,那么 N 

AB,DE 上 半圆 和 = CF 上 圆 + 4D,BE 上 半圆 和 x T 

也 就 是 说 3.218 

HEPER = 以 CF 为 直径 的 圆 面积 Q 

D 

= L 

党 阿波 罗 尼 斯 圆 定理 x 
阿波 罗 尼斯 图 定理 ”到 两 定点 4, 8 的 距离 之 比 为 定 值 w( 关 1) 的 点 P， @ 


位 于 以 把 线段 4B AR 的 内 分 点 C 和 外 分 点 DD 为 直径 两 端的 定 圆周 上 . 


此 结论 为 阿波 罗 尼 斯 发 现 的 ,这 个 圆 常 称 为 阿波 罗 尼 斯 圆 ,简称 为 阿 氏 圆 . 
这 两 个 定点 叫做 该 阿 氏 圆 的 基点 . 
证 明 ”如 图 3.219, 设 4PB 的 内 和 角 平 分 线 和 外 


角 平分 线 分 别 与 4B 或 其 延长 线 交 于 C,D, 则 有 人 5 = 


AD PA m 4 
DB = PB = n 为 定 值 ,从 而 C,D 为 定点 ,又 人 CPD = 


L x 180 = 90, 故 点 在 以 CD 为 直径 的 圆周 上 . 


党 阿 氏 圆 的 性 质 定理 


在 不 等 采 人 4BC 中 ,以 B,C 为 基点 ,比值 为 48 : AC 的 阿 氏 圆 叫 做 边 BC 
上 的 阿 氏 圆 , 记 其 圆心 为 0, ,半径 为 R,, 并 给 边 CA, AB 上 的 阿 氏 圆 以 类 似 的 记 
号 .0 

E Z A 的 内 和 角 与 外 角 平 分 线 分 别 交 边 BC( 或 延长 线 ) T T, 和 了 。, 则 由 角 
平分 线 的 性 质 知 T, 和 7T', 均 在 圆 0。 上 ,日 4 也 在 圆 0。 上, 故 圆 O, 是 以 TT,' 为 
直径 ,同时 经 过 点 4 的 圆 .类 似 的 结论 也 适用 于 圆 O, 和 圆 0.. 


O 孙 四 周 . 关 于 三 角形 中 阿 氏 圆 的 有 趣 结论 []] .中 学 数学 ,2002(11) :41-42. 
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定理 1 任意 不 等 腰 公 4BC 三 边 上 的 三 个 阿 氏 圆 的 圆心 0。, 0, , 0. 三 点 共 
线 , 且 这 条 直线 只 与 三 角形 各 边 的 延长 线 相交 . 
证 明 ”因为 全 4BC 是 不 等 腰 三 角形 ,因而 不 等 边 , 故 它 有 两 个 正则 点 Z 和 
Z .根据 正则 点 定义 的 等 价 形式 ZA .a = ZB .b= ZC.c,ZA.a= ZB 
b = 2Z'C，c, 可 知 
ZB _ < _ AB 
ZC "` b `” AC 
故 知 点 Z 在 圆 0。 上 , 同 理 可 证 点 Z 在 圆 0 和 圆 0. 上 ,而 且 点 Z' 在 圆 0。, 圆 O, , 
圆 0. 上 , 即 三 个 圆 圆 0,, 圆 0 , 圆 0. 都 经 过 点 Z 和 2' ,显然 三 个 圆心 0,, 0;， 
0, 共 线 , 且 这 条 线 是 公共 弦 ZZ 的 垂直 平分 线 . 
又 知 点 Z 及 Z' 到 和 人 4BC 7a 圆心 0 的 距离 分 别 为 
0Z = XR, 0Z' = ÀR 
其 中 RAINA. H 0,Z, Z keii 一 条 直线 上 , 若 
记 ZZ' 的 中 点 为 M ,如 图 3.220 所 示 , 则 


OZ + 0Z' A 
OM = 2 = HÈR + 2 ÀR) = 


ROC. 2)>.2= R 

即 点 M 在 圆 0 的 外 部 , 故 过 点 M 且 垂直 于 OM 的 直线 与 圆 0 = 
相 离 , 即 该 直线 只 与 A ABC 的 三 边 的 延长 线 相交 . 图 3.220 

定理 2 JEE AABC 三 边 a,b,c 上 的 阿 氏 圆 半径 分 别 为 R,, R, R, WJ 

abc — abc _ e 

R = Te-a r z e-i T 

证 明 ”如 图 3.221, 设 AT, ,47。 分 别 是 一 4 的 内 

角 和 外 角 平 分 线 , 则 


— ab _ 
| az -bi 


BT. _ AB _ c 
T.C "AC "b 
又 BT, + T,C = a, 易 得 
BT, = za, T.C = z Ža 
b+ b +c 
MAAP = 48 = EE CT,- BT, = a( 这 是 。>。 的 情形 ), 得 
b 
Wesp cz,ToC = Fe 
c _2abc 
则 T.T'. = BT, + BT', = 0 + y = =p a 


Ny — 


即 Re 
至 于 6 < e 的 情形 ,有 R. = -ete 5, 故 
Tupu 
— abc _ _ abc 
diii m a 2 1 e 


定理 3 JEE AABC 中 ,车 a。> b > cM + 7 = Z+ 
证 明 ”由 定理 2 知 , 当 o > b > c 时 ,有 


c b 
定理 4 AABC 中 ,各 边 上 的 两 个 端点 都 关于 该 边 上 的 阿 氏 圆 成 反 演 点 . 
证 明 ”考查 边 BC 上 的 情形 ,不 妨 设 b > c, 则 圆心 0。 在 BC 的 反 向 延长 
线 上 . 因 


abc _ _abc 
Ra = lb -el ` 2 - 
abc ca 
且 0.8 = 0.T, - TB = R, - TB = -p= 
abc — ac(b — c) ac? 
b? ~ c? ZB- 
OC = 0,T, + T,C = R, + T,C = 
—ac _ b ab_ 
b 2 th+ c Te 
2 2 
则 r e r e r 
故 边 BC 的 两 端点 B,C 关于 圆 0。 成 反 演 . 
其 余 边 的 情形 同 此 . 
党 鞋匠 皮 刀 形 问题 


鞋匠 皮 刀 形 问题 “如 图 3.222, 设 C 为 半圆 直径 4B8 上 的 一 点 ,并 设 AB = 
2r,4C = 2r1, CB = 2r. 在 形 内 分 别 以 AC, BC 为 直径 作 两 个 半圆 ,再 作 CO | 


SO 
ON 


[x*)' g ap. — a= x == = 


NO 
ON 
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几 何 A = 


AB , 交 半 圆 AB FP. i TW 为 半圆 4C 和 CB KAUR, H 
与 CP ZFS, WO 

(1) 皮 刀 形 ATCWBP 的 面积 ( 记 为 S1) 等 于 以 CP 为 
直径 的 圆 面积 ( 记 为 S2). 

(2) CP 5 TW 相等 , 且 互 相 平分 于 S, 即 C,7T,P, 色 14 C B 
四 点 共 圆 , 它 的 圆心 为 S. 3.222 

(3) 三 点 4, T, P RR,B, W, P 也 共 线 . 

(4) 外 切 于 半圆 4C( 或 半圆 CB) 和 内 切 于 半圆 AB 以 及 CP 的 两 个 圆 必 相 
等 . 

该 图 形 出 现 于 阿 基 米 德 所 著 的 《 引 理 集 》( 也 可 能 是 后 人 收集 整理 阿 基 米 德 
研究 过 的 一 些 初等 几何 问题 而 成 ) , 它 具 有 许多 奇妙 的 性 质 , 曾 为 许多 人 研究 
过 ,如 马 查 ,西蒙 等 . 


(D) Si = Far - Far -Lar = 


zx((n +n- r; — r2) = tnlr “ 2rz) = 


二 rCP2 = n. (E 22 = S; 


(2) 因为 CP? = 4rir;, TW = (ri + r2)? _ (r, — r2)2 = 4rir>, Fir 1 CP = 
TW.X SW = SC,SC = ST, 所 以 SC = SP, 故 C,T,P, 多 四 点 共 圆 , 它 的 圆心 
3 S. 

(3) 由 于 了 在 以 CP 为 直径 的 圆 上 ,可 见 人 PTC = 90. X. ZATC = 90? ,所 
以 4,T,P 三 点 共 线 . 同 理 B.W, P 三 点 也 共 线 . 

(4) 设 外 切 半圆 AC 于 ,内 切 半圆 AB FE, URH CP + D 的 圆 的 直径 为 
DG, 则 由 EE,F 各 为 相似 中 心 ,可 知 AG 与 BD 必 相 交 于 E, CG 与 4D 必 相 交 于 下 ， 
延长 AE 和 CP, 设 它们 相交 于 0, 则 D 为 AAQB 的 垂 心 ,所 以 4D | BQ ,从 而 
# CF // BQ, 因此 2 = A = x m DG = ACC - zn 

同 理 可 得 : SEN ARTI. 半圆 BC 外 切 ,以 及 与 CP 相 切 的 圆 的 直径 也 为 
全 于, 故 这 两 圆 相等 


从 推理 过 程 中 可 知 ,4D 与 BQ 的 交点 妃 必 在 半圆 4B 上. 
该 图 形 还 有 其 他 一 些 性 质 . 


D 单 坪 . 数 学 名 题词 典 [M] .南京 :江苏 教育 出 版 社 ,2002;390-391. 
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党 两 圆 的 麦 比 乌 斯 定理 


两 圆 的 麦 比 乌 斯 定理 ”通过 两 圆 的 交点 4 分 别 作 两 条 直线 PO 和 P'0’ ,分 
别 与 圆 相交 于 P,P 和 0,0', 则 PP' 与 00' 的 交角 ZS 的 大 小 一 定 .0 

该 定理 是 德国 数学 家 麦 比 乌 斯 于 1837 年 得 到 的 . 

如 图 3.223, 设 两 圆 的 另 一 个 交点 为 B, 联结 AB, 


P'B,BQ'. 因为 两 圆 中 的 AB 确定 , 所 以 ZQ'P'B 和 
ZP'Q'B 大 小 一 定 ,从 而 PBO 的 大 小 也 一 定 .又 因为 p 
LSPQ = ZX P'BA,ZABQ' = ZQ 
所 以 人 SPQ + Z SQP = Z P'BA + Z ABQ' = Z P'BQ' 为 

定 值 ,因此 PP' 与 00' 的 交角 ZS 的 大 小 一 定 . 
如 图 3.224, 如 果 过 点 4 分 别 作 两 贺 的 切线 CD , EF, 


则 
Z CAQ' = LQ,LPPA = ZP'AF 
所 以 ZS = XZP'PA - ZQ = LP'AF - ZQ 
{E XCAQ' = ZX P'AD , 故 
ZS = X P'AF - ZX P'AD = Z DAF 
H F DAF 是 两 圆 的 交角 , 它 的 大 小 是 一 定 的 ,所 以 人 5 图 3.224 
的 大 小 也 一 定 . 
应 当 注 意 ,图 只 是 给 出 了 一 种 情形 ,还 有 多 种 情形 的 图 存在 . 


党 雅 可 比 定理 


EJLER 《延长 圆 内 接 四 边 形 ABCD 的 两 组 对 边 分 别 交 于 点 下 ,下 , 则 
号 ,下 关于 该 圆 的 医 之 和 等 于 EF. 
该 定理 是 德国 数学 家 雅 可 比 于 1846 年 得 到 的 . 
证 明 ”如 图 3.225, 作 A BCE 的 外 接 圆 交 EF 于 点 0 , 则 
LCQF = LCBE = LADC 
从 而 C,D,F,Q 四 点 亦 共 圆 . 


D 单 坪 . 数 学 名 题词 典 [M] .南京 :江苏 教育 出 版 社 ,2002:405-406. 
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>< 几何 A 瑰宝 


由 C,D,F,Q 四 点 共 圆 ,得 
EC. ED = EQ * EF e° 

由 B,C,Q,E 四 点 共 圆 ,得 
© 


É FC : FB = FQ > EF 
N ORTOR: 
500 EC - ED + FC + HB=EO.EF+FO.EF= 
š EF(EQ + QF) = EP © 
E 由 于 EE 点 关于 圆 0 BJ 3ESE- EC - ED, F JA: IN] KESTE. FB, 故 
条 @ 式 表 明 :E,F 关于 圆 0 的 寡 之 和 等 于 EF?. 
# 
M Se ISA hi PE 
@ 


约翰 逊 定 理 。 若 三 个 等 圆 C1(r), Cr), Clr) 通过 同一 个 点 0 ,另外 的 
三 个 交点 为 Pi, P2, P3 ,那么 A P, PP 的 外 接 圆 半 径 也 是 r. 

这 个 定理 是 美国 几何 学 家 约翰 了 还 于 1916 年 提出 来 的 . 

证 明 如 图 3.226, 由 于 三 个 已 知 圆 的 半径 都 是 +, 所 
以 图 形 中 包含 着 许多 萎 形 . MAZE C1P1C20 5# É 
C2PC30, 知 C P, JI OC dL CaP; ,得 四 边 形 C, P, P, C, 为 
平行 四 边 形 , 可 得 C1C; = PiP: 同 理 得 C,C, = PiP;， 
CC = PP. W) AC, C, C,Q A P, P, Ps Mi OC, = 0C; = 
OC; = r, 即 A C, C, Cs 的 外 接 圆 半径 正好 是 r, 所 以 
APPP 的 外 接 圆 半径 也 是 r. 

此 定理 有 一 更 为 简捷 的 证 法 : 取 点 K 使 得 四 边 形 KP, C, P, AEE, WA 
KP, = KP, = r. AX P.C; JL C, 0 JL P, C2, E. P, C, j. KP32, PTI P3C3 dL KP3, 
得 四 边 形 KP, C3P3 也 是 菱形 , KP， 二 r. 从 而 得 A P, P;Ps 外 接 圆 半径 是 r. 


党 帕斯卡 定理 


帕斯卡 定理 。 圆 的 内 接 六 边 形 的 三 双 对 边 如 果 分 别 相交 ,那么 三 个 交点 
共 线 . 

该 定理 称 为 帕斯卡 定理 ,这 条 直线 称 为 帕斯卡 线 . 

这 是 法 国 数学 家 帕斯卡 16 岁 时 发 现 的 一 个 惊人 的 定理 ,发 表 于 1639 #E.. Ë 


ee Norey NO 
ON 
斯 卡 本 人 对 定理 的 证 明 已 经 丢失 ,但 在 丢失 之 前 莱 布 尼 艾 看 到 过 ,并 称赞 过 他 

的 证 明 . 后 人 为 了 重 现 帕 斯 卡 已 失传 的 证 明 , 即 要 求 所 给 出 的 证 明 只 能 采用 帕 p 
斯 卡 时 代 所 能 采用 的 结果 和 方法 ,作出 了 多 种 尝试 . 因为 帕斯卡 很 喜欢 运用 梅 J 
涅 劳 斯 定理 ,所 以 下 面 给 出 的 证 法 1 是 选 自 斯 伸 克 的 《平面 几何 教程 X Lehrbuch | H 
der ebenen Geometrie) 第 18 版 中 的 一 种 证 明 方 法 . 
帕斯卡 定理 即 是 说 ,如 图 3.227, 设 ABCDEF 内 接 于 圆 ( 与 顶点 次 序 无 关 , 郧 T 
ABCDEF 无 需 为 凸 六 边 形 ) ,直线 AB 与 DE 交 于 点 下, 直线 CD 与 FA 交 于 点 2， Y 
直线 EF 与 BC 交 于 点 Y, 则 X,Y,Z 三 点 共 线 ， 
y l 
x 

@ 


< 
~ 


\ 


EN 
| 
| 
| 
L = 


(b) 


图 3.227 
证 法 1 设 直线 AB 与 EF 交 于 点 天 ,直线 AB 与 CD 交 于 点 用 ,直线 CD 与 
EF 交 于 点 N. 
对 A KMN RRR XED , ZFA ,YBC 分 别 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


将 上 述 三 式 相 匀 ,并 运用 圆 寡 定理 ,有 MA- MB = MD - MC,ND - NC = 
NE . NF, KA - KB = KE - KF. 


ATEX . MZ. NE = 1,38 x, Y, Z 分 别 在 直线 KM, NK, MN 上 . 


对 A KMN 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 , 知 X, Y, Z 三 点 共 线 . 

证 法 2 设 过 4,D,X 的 圆 交 直线 42 于 点 了, 交 直线 CD TA L. 

联结 TL, FC, 则 DAT 与 人 DLT 相 补 (或 相等 ), 又 人 DA4T 与 人 DCF 相等 ， 
从 而 Z DLT 与 Z DCF 相 补 或 相等 , 即 知 CF // LT. 
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几何 A 瑰宝 


同 理 , TX // FY,LX / CY. 
TE, A TLX 与 A FCY 为 位 似 图 形 . 由 于 位 似 三 角形 三 对 对 应 顶点 的 连 线 
共 点 ( 共 点 于 位 似 中 点 ) ,这 里 ,直线 TF 与 LC 交 于 点 Z, 则 另 一 对 对 应 的 点 互 ,了 
的 连 线 XY 也 应 过 点 了. 故居 ,了 ,2 三 点 共 线 . 
证 法 3 ”联结 XZ,YZ, 过 天 分 别 作 XP L DC FP, XP, LAF FP, 
XP; | AD F P3, Ù} YAE YQ, L DC FQ, YQ; LAF FQ W 
XP, XP, XP, 
sin. XZP, sin EDZ sin ADAX XZ _ XD , XA 
sin Z XZP, sin ZADE ` sin Z XAZ ` XP, ` XP, XP, 
XZ XD XA 
同 理 sin Z YZQ; ,sin Z ZGB ,sin Z CFY _ 1 
sin Z YZQ, sin YCF ` sin Z YFZ = 
注意 到 ZEDZ = ZYFC, ZADE = Z YFZ, Z DAX = Z ZCB,Z XAZ = 
Z YCF ,所 以 


sin Z XZP, _ sin Z YZQ: 
sin Z XZP, = sin Z YZQ, 
BD) sin. XZA _ sin Z YZF 
sin Z XZD ` sin Z YZC 


于 是 有 Ë ass P, P3, Q Qo, M) Z, Pi, X, P, & Z, Qi, Y, Qs 分 别 四 点 


共 圆 ,从 而 A XP, P, AYO Q; IRRA Z XZP, = 人 IJZQ:, 故 X,Z,Y 三 点 共 线 . 

证 法 4 如 图 3.228, 联结 AC,CE,AE, 在 圆 内 接 四 边 形 ACEF 中 , 有 
Z YEC 5 Z ZAC 相等 ;在 圆 内 接 四 边 形 ABCE 中 ,有 人 YCE 与 Z XAE 相等 或 互 
补 ; 在 圆 内 接 四 边 形 ACDE 中 ,4C2 与 Z AEX 相等 或 互补 , 故 可 以 在 AACE 
的 边 CE 上 或 其 延长 线 上 取 一 点 已 ,使 人 YPC = 人 A4EX, 人 YPE = ZACZ, Aii 


APYE ° AÁ CZA ,A CYP o AAEX 

设 圆 AXE 与 圆 4CZ 相交 于 点 0Q, 则 AQX = ZAEX = Z CPY,ZAQZ = 
ZACZ = 人 EPY, 所 以 人 4QX 与 Z AQZ 相等 或 互补 , 故 Z, Q, X 三 点 共 线 . 

JL LEQC = LAQE + Z CQA = ZAXE + Z CZA = Z PYC + Z PYE = 
ZEYC,FE,C,Y,Q,E 四 点 共 圆 ,所 以 

LCQY = 人 CEY = LPEY( 或 180 - ZX PEY) = 
Z CAZ = 180P - 人 CQ2Z( 或 人 CQ2) 

从 而 了 ,0,2 三 点 共 线 , 故 X, Y, Z 三 点 共 线 . 

此 定理 中 , 当 内 接 于 圆 的 六 边 形 ABCDEF 的 六 顶点 改变 其 次 序 , 两 两 取 对 
边 AB , DE; BC,EF;CD,4F 共 有 60 种 不 同 的 情形 ,相应 有 60 条 帕斯卡 线 .这 60 
条 线形 成 了 十 分 有 趣 的 结构 ,其 中 某 些 直 线 是 共 点 的 ,而 某 些 公共 点 是 共 线 的 . 

当 六 边 形 中 有 了 两 顶点 重合 , 即 对 于 内 接 于 圆 的 五 边 形 , 亦 有 结论 成 立 ; 圆 内 
接 五 边 形 A( B)CDEF 中 点 4( 与 B 重 合 ) 处 的 切线 与 DE 的 交点 X,BC 与 FE 的 
交点 Y, CD 与 4F 的 交点 Z 三 点 共 线 ,如 图 3.229(a). 

当 六 边 形变 为 四 边 形 AB(C)DE(F) 或 4(B)C(D)EF 等 时 ， 如 
3.229(b),(c) 所 示 , 结 论 仍 成 立 . 

当 六 边 形变 为 三 角形 4(8)C(D)E(F) 时 ,三 组 边 4B, CD, EF 变 为 点 ,如 
图 3.229(d) 所 示 , 仍 有 结论 成 立 .此 时 三 点 所 共 的 线 也 称 为 莱 莫 恩 线 . 


图 3.229 
帕斯卡 还 把 这 个 定理 推广 到 对 内 接 于 圆锥 曲线 的 六 边 形 也 成 立 , 即 : 在 圆 
锥 曲线 (椭圆 , 双 曲 线 ,抛物 线 ) 的 内 接 六 边 形 中 ,三 双 对 边 的 交点 共 线 . 


党 布 利安 香 定理 


布 利安 香 定 理 ”车 一 个 六 边 形 的 六 条 边 与 一 个 圆 相 切 , 则 它 的 三 条 相对 
顶点 连 线 共 点 或 者 彼此 平行 . 
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这 个 定理 是 法 国 数学 家 布 利安 香 于 1806 年 发 现 的 , 它 与 帕斯卡 线 是 有 名 
的 对 偶 命题 . 

证 法 1 如 图 3.230, 设 ABCDEF 是 凸 六 边 形 ， 
且 六 条 边 与 一 个 圆 相 切 , R,Q,7T,5S,P,U 分 别 是 
切 点 ,对 角 线 AD , BE ,CF 都 是 内 切 贺 的 割 线 , 因 此 
不 可 能 互相 平行 .在 线段 EF , CB, AB, ED , CD,AF 
的 延长 线 上 取 点 已 ,0 R ,S T U, 使 得 
PP' = 00' = RR' = SS' = TT = UU' .容易 证 明 ， 
可 作 圆 O, 与 PP' 和 00' EAP ,0' 相 切 ,可 作 圆 
0, 与 RR' 和 SS' 在 点 R',S' 相 切 ,可 作 图 O, 55 TT 
和 UU' EAT, U 相 切 . 

因为 AR = AU,RR' = UU' , 相 加 后 得 AR' = AU'. AX DS = DT, SS' = 
TT , 相 减 后 得 DS' = DT' .于 是 4,D 关于 圆 0, 和 圆 0, EFRR, ER AD 是 
这 两 个 圆 的 根 轴 . 同 理 BE 是 圆 0, 和 圆 O, 的 根 轴 , CF 是 圆 0: 和 圆 O, 的 根 轴 . 

因为 以 不 共 线 的 三 点 为 圆心 的 三 个 圆 , 有 上 且 只 有 一 点 关于 这 三 个 圆 的 宕 是 
相等 的 ,这 个 点 就 是 三 条 根 轴 的 公共 点 ,又 称 为 这 三 个 圆 的 根 心 . 

如 果 这 个 六 边 形 不 是 凸 六 边 形 , 那 么 三 条 相对 顶点 的 连 线 , 即 三 条 根 轴 就 
可 能 是 相互 平行 的 . 

证 法 2 如 图 3.231, 设 外 切 六 边 形 ABCDEF 
的 边 AB, BC, CD , DE , EF , FA 与 圆 分 别 相 切 于 点 
G,H,1,],K,L. 

在 过 顶点 4 的 两 切线 及 过 顶点 DD 的 两 切线 所 
构成 的 圆 外 切 四 边 形 中 , 由 牛顿 定理 知 , 三 直线 Ü 
4D, GJ, 厅 共 点 于 已. 同 理 可 知 BE, HK, GJ AF 
Q; CF,IL,HK 共 点 于 R. 

Æ ALPA 与 A GPA 中 分 别 由 正弦 定理 得 


sin Z LPA = Alin Z ALP 


sin ZAPG = 全 sin ZAGP 
WJ sin LPA _ sin Z ALP 
sin Z APG ` sin Z AGP 
X ZX IPA = Z RPD ,Z APG = ZX DPQ ,所 以 
i sin RPD _ sin ZALP 
sin Z DPQ ` sin Z AGP 
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同 理 sin <PQB _ sin Z EJQ sin ZQRF _ sin Z CHR 
sin Z BQR ` sin Z EKQ’ sin Z FRP ` sin Z CIR 
XT ZALP = CIR, ZEJQ = AGP, Z CHR = 人 EKQ, 则 


sin <RPD _ sin —PQB sin —QRF _ sin ZALP sin LEJQ sin Z CHR _ 1 
sin DPQ sin ZBQR sin FRP ` sin ZAGP sin ZEKQ sin CIR ` 


因此 在 公 PQR 中 ,由 角 元 形式 的 塞 瓦 定理 逆 定 理 知 , PD , QB , RF 1BBDAD , 
BE, CF 共 点 .同样 , 当 六 边 形 不 是 凸 六 边 形 时 ,可 由 角 元 形式 的 塞 瓦 定理 知 三 
线 平 行 . 

在 特殊 情形 ,外 切 六 边 形 的 两 邻 边 接 成 一 条 线段 ,如 AF 和 EF 接 成 一 条 线 
段 4E, 则 得 一 圆 外 切 五 边 形 , 原 AF 与 EF 的 公共 点 下 就 是 接 成 线段 4E 与 内 切 
圆 的 切 点 .这 个 圆 外 切 五 边 形 ABCDEF) 可 看 成 是 在 点 F 为 平角 的 退化 六 边 
JÉ ABCDEF ,这 时 用 布 利安 在 定理 可 得 关于 圆 外 切 五 边 形 的 定理 : 圆 外 切 五 边 
形 的 边 AE WILA F 落 在 顶点 C 与 4D 和 BE 交点 的 连 线 上 . 

同样 也 可 把 圆 外 切 四 边 形 看 做 圆 外 切 六 边 形 的 退化 情形 ,用 布 利安 香 定 理 
可 得 关于 圆 外 切 四 边 形 的 定理 : 圆 外 切 四 边 形 对 角 线 交点 在 一 双 对 边 切 点 的 连 
RE. 

此 定理 的 逆 定 理 也 成 立 , 即 “ 若 一 个 六 角形 的 三 条 对 角 线 共 点 , 则 它 的 六 条 
边 与 圆 相 切 ”. 

此 定理 可 推广 到 圆锥 曲线 的 情形 , 即 圆锥 曲线 外 切 六 边 形 的 三 条 相对 顶点 
的 连 线 共 点 或 互相 平行 , 它 的 逆 定 理 是 射影 几何 学 里 的 一 个 定理 , 即 若 一 个 六 
边 形 的 三 条 相对 顶点 连 线 共 点 , 则 它 的 六 条 边 与 一 条 圆锥 曲线 相 切 (包括 该 曲 
线 退 化 成 关于 六 边 形 的 一 对 点 偶 的 情形 ). 


过 三 角形 的 密 克 尔 点 定理 


密 克 尔 点 定理 ”在 公 4BC 三 边 8C, C4,4B 所 在 直线 上 各 取 一 点 D,E, 下 ， 
则 圆 4EF, 圆 BDF, 圆 CDE ZFA P.ZA P 叫做 D,E,F 关于 公 4BC 的 密 克 
尔 点 ,这 三 个 圆 叫做 公 ABC 的 密 克 尔 圆 , 全 DEF Hik A ABC 关于 点 P 的 密 克 尔 
三 角形 . 

1838 年 密 克 尔 对 上 述 问 题 作 了 表述 及 证 明 , 但 有 些 资料 上 又 称 为 施 坦 纳 
点 ,此 结论 称 为 施 坦 纳 定理 , 谁 先 提出 , 尚 属 疑 问 . 

证 明 ”如 图 3.232, 设 圆 AEF 与 圆 BDF 相交 于 P, 联 结 PD , PE, PF, 则 

LAEP = ZBFP,Z BFP = Z CDP 
所 以 LAEP = ZX CDP 
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因此 C, D, P,E 四 点 共 圆 , 即 P ÆA CDE 上 ,也 就 是 说 ,三 
AEF, 圆 BDP, 圆 CDE 交 于 一 点 己 . 
推论 1 以 A ABC 的 诸 密 克 尔 圆 的 圆心 为 顶点 的 三 角 
形 , 必 与 原 AABC 相似 . B 
推论 2 A ABC 关于 定点 P 的 诸 密 克 尔 三 角形 ,都 是 同 
向 相似 的 . 图 3.232 
推论 3 ”如 果 两 同 向 相似 三 角形 的 对 应 顶点 在 一 定 三 角形 边 上 , 则 此 两 三 
角形 有 同一 的 密 克 尔 点 . 


必 五 点 圆 问题 


定理 1 一 线段 与 它 所 张 的 角 的 顶点 所 构成 的 三 角形 的 垂 心 ,内 心 ,外 心 ， 
线段 两 端点 五 点 共 圆 的 充 要 条 件 是 线段 的 张 角 为 6 . (参见 三 内 角度 数 成 等 差 
数列 问题 中 定理 3) 

定理 2 ”一 线段 与 它 所 张 的 角 的 顶点 所 构成 的 三 角形 的 外 心 ,所 张 的 角 的 
两 边 中 垂 线 交 对 边 的 点 ,线段 两 端点 五 点 共 圆 . 

证 明 ”如 图 3.233 ,线段 BC 所 张 角 的 顶点 4 构成 的 三 
角形 的 外 心 为 0,48 的 中 垂 线 交 4C T E AC 的 中 垂 线 交 4B 
于 FF, 则 

ZABE = ZA,FC = AF,ZACF = ZA 

故 ZABE = ZACF 
所 以 F,B,E,C 四 点 共 圆 .因为 
LBFO = 180 - ZAF0 = 18 - (%P - ZA) = gp + ZA 
同 理 Z BEG = %W + ZA 
于 是 Z BF0 = ZX BEG 
FRV F,B,E,O 四 点 共 圆 . 

综 上 所 述 ,B ,下 ,0,C, 忆 五 点 共 圆 . 


注 图 3.233 中 ,由 BFC = 2ZA = ZX B0C K. Z BEC = 180? - 24 可 证 结论 成 立 . 
定理 3 在 个 4BC 中 ,4’ 是 BC 上 的 任 一 点 .过 4' 分 别 作 4B ,4C 两 边 的 逆 
平行 线 分 别 交 4C,4B 于 B',C'. 今 在 BC, C4,4B 上 分 别 取 一 点 P,0,R, 使 满 


PB _ QB' _ RB ; n 
pc = OC " po ™ 4,4 ,P,Q, R 五 点 共 圆 . 


证 明 ”如 图 3.234,4,C,4’,C' WAHEHE PR // CC ,所 以 


ON 
Z RAA' = LC'CB = LRPB 

故 4,4',P,R OARE. AEA 4', 0,4,P RBI. i P 
结论 获 证 . T 
定理 4 P 是 人 4BC 外 一 点 D 与 B 的 连 线 交 边 4C 
的 点 , 圆 PAB 与 圆 PCD ZF Q, P PAD 与 圆 PBC XF 
R, 则 P, Q, R 三 点 与 4C,BD 的 中 点 这 五 点 共 圆 . T 
证 明 ”如 图 3.235, 由 0,02, 0304 均 垂直 于 BD; š 
0:03, 040, HÆF AC, Sl 01020304 为 平 g 
行 四 边 形 ,其 对 角 线 交点 为 0. 
W 0203 X PC 于 天 ,由 于 圆 O, 与 圆 O, 交 x 
于 点 P,0 是 0,0, 的 中 点 ,4C 是 过 P HEZA = 

01, 贺 0; 的 直线 ,其 中 点 为 M, 则 MK = CM - N 
CK = (PC + PA) - + PC = 2 PA,f8 OP = @ 


OM. 
同 理 , OP = ON, X 0,03, 020, 分 别 垂 直 
平分 PQ, PR , 故 OP = OO = OR. 
故 P,N,Q,M,R 五 点 共 圆 . 


必 六 点 圆 问题 


在 西 姆 森 线 的 性 质 定理 13 中 就 涉及 了 六 点 圆 问 题 ,下 面 再 介绍 一 些 有 趣 
的 六 点 圆 问题 . 
定理 1 ”由 一 已 知 点 向 一 三 角形 各 边 引 垂 
线 ,以 每 垂 足 为 起 点 在 所 在 边 ( 视 为 直线 ) 上 截 
两 线段 ,使 均等 于 该 垂 足 与 已 知 点 的 等 角 共 思 
点 之 距离 , 则 六 截 点 共 圆 . 
证 明 如 图 3.236, 有 
CD1* CD; = (CD + DD')( CD - DD,) 
(CD + DP')( CD - DP') 
CD? - P'D = 
CP? - PD? - P'D2 = 
CP? - ( PD? + P'D2) 
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S M 8 PP' 的 中 点 ,由 三 角形 中 线 长 公式 ,有 
CD, . CD, = CP? - lpp - 2DM? 


s: 同 理 
由 CE, ` CE, = CP? - + P'P2 - 2EM? 
x HEARADH, 它们 在 各 边 上 的 射影 共 圆 ,点 M 为 其 圆心 , 知 MD = 
š ME ,于 是 
mn CD, . CD, = CE, + CE, 
x 故 Dı, D2, E), E, 四 点 共 圆 . 
(F) 同 理 , E, E2, Fi, F; 四 点 共 圆 . 
由 戴 维 斯 定理 , D1, D2, E1, E2, Fi, F, 六 点 共 圆 ,点 已 为 圆心 . 
定理 2 一 三 角形 每 边 ( 所 在 直线 ) 
禾 。” 上 有 一 对 点 ,这 些 点 与 对 顶点 的 连 线 均 


等 长 , 则 六 条 连 线 的 中 点 共 圆 . 

证 明 “如 图 3.237, 定 长 > 以 4,B,C 
为 顶点 在 三 边 BC,CA,AB 上 的 交点 为 
Di,D;,, E1, E2, Fi, Fo, 其 各 中 点 为 P， 
P',Q,Q',R,R';L,M,N 为 BC, CA,AB 
的 中 点 . 

因为 L,M,R,R';N,L,Q,Q' 每 四 
点 共 线 ,所 以 有 


LR - LR' = 3 BP. * Ü BP, = + (BF - FIF)(BF + FF) = 


(BF? _ FIF) = (BC _ CF?) - (CF? _ CF2)) = 


二 (BCz - r?) 


同 理 LQ - LQ = ibe 一 r2) 

所 以 LR - LR' = LQ - LI0', 故 及 ,及 ,0,0' 四 点 共 圆 . 

因 P,P' ,0,0',R,R' © A LMN 在 三 边 上 ,由 戴 维 斯 定理 ,六 点 在 以 H A 
圆心 的 圆 上 . 

推论 ”每 个 三 角形 中 , 均 有 下 列 12 点 共 圆 . 

(1) 在 定理 1 中 当 已 知 点 是 三 角形 的 垂 心 时 所 得 的 六 个 截 点 . 

(2) 在 定理 2 中 当 六 条 连 线 均 等 于 三 角形 的 外 接 圆 直 径 时 该 六 条 连 线 的 中 
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点 . 

证 明 (1) 如 图 3.238, 当 定 理 1 中 P 
已 知 点 是 垂 心 时 , JEAN À 了 
0 , 故 两 圆 有 共同 垂 心 五 为 其 圆心 ， 

(2) 设 定理 1 中 圆 上 六 点 在 图 3.238 
中 为 D'i, D'2, E',, E'2, F' 1, F's, B| l T 
的 半径 长 为 Y 
HF', = F',F + HF? = OF? + HP? = Q 

ON? + NF? - HF? = 3 
ON? + HN? Yx 

设 定理 2 中 圆 H ÉE 462389 r' , 当 其 定 RER = 
长 为 三 角形 外 接 圆 直径 2R 时 ,点 N 关 于 i 
Bl H 为 

HIRE © 


NP © NP' = r? _ NH2 = tar _ AB?) 
所 以 r2 = R- TAB + NH? = OB? - NB? + NH? = ON? + HN? 

故 两 圆 半径 相等 .从 而 这 十 二 点 共 贺 . 

定理 3 ” 设 一 圆 与 一 三 角形 的 外 接 圆 同心 且 与 各 边 ( 所 在 直线 ) 相交 ,将 各 
交点 分 别 与 对 顶点 相连 , 则 诸 连 线 的 六 个 中 点 共 圆 且 这 圆 与 三 角形 的 九 点 圆 同 
D. 

证 明 如 图 3.239, 2 L,M,N 是 人 4BC 三 边 
BC,CA,AB 的 中 点 , 则 AB,, AC, 的 中 点 D,D' 在 MN 
上 ;BC,, Bhi 的 中 点 E, E' 在 NL 上 ;Chs, CB) 的 中 点 
FF 在 LM 上 .因为 
1 
4 


1 1 
CO, z CB, = 4 CG ° CA, = 


1 
4 
所 以 D,E,D',E' 四 点 共 圆 , 同 理 D,F,D' ,Fr 及 E,F,E' ,Fr 四 点 共 圆 . 故 六 个 
PARA. 
又 因为 BB, = CC1, 所 以 ND = MD' ,NM 与 DD' 的 中 垂 线 重 合 , 故 这 圆 与 
AABC 的 九 点 圆 同心 . 
定理 4 若 三 个 真正 相似 的 等 腰 三 角形 ,它们 的 底 边 分 别 落 在 一 已 知 三 角 


ND - ND' = — B>B - BC; = 


AA, .4C = NE' - NE 


NO 
AN 
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形 的 三 边 ( 所 在 直线 ) 上 , 顶 角 的 顶点 分 别 落 在 该 已 知 三 角形 的 三 顶点 上 , 则 这 
三 个 等 腰 三 角形 的 对 应 腰 ( 所 在 直线 ) 的 六 个 交点 共 圆 . 

证 明 如 图 3.240, H A ADD' on A BEE' cO A 
ACFF',# B,D,R,F;B,C,E',F;C,D',Q,E' 均 
四 点 共 圆 ,所 以 

AR : AD = AF - AB = AE' + AC = 40.4D' 

又 AD = 4D' ,所 以 4R = 40, 故 RQ // DD'. 

同 理 MN // DD' , H. MNQR 为 等 腰 梯 形 , 有 M,N, F f a. 
Q, R MAKA. 

XÉ A BAD' 5 A BCF t ,# ZBAD' = BCF, 图 3.240 
所 以 


Z PNQ = 人 B4D' = Z BCR = ZX PRQ 

有 P,N,0,R NARA. 

同 理 Q. R,S,M 四 点 共 圆 , 故 六 个 交点 共 圆 . 

定理 5 设 五 是 个 4BC 的 垂 心 ,4' B, C 分 别 是 4H,BH, CH 三 线 上 的 
点 ,这 三 点 没有 两 点 重合 也 不 共 线 ,又 B'C' 与 直径 为 BC 的 圆 交 于 ,XX' , CA 
与 直径 为 CA 的 圆 交 于 Y,Y' ,4'B' 与 直径 为 4B 的 圆 交 于 Z,Z' , 则 这 六 交点 共 
圆 . 

证 明 ”如 图 3.241, 由 对,X',C,F;Y,Y'， 
C, F 四 点 共 圆 ,所 以 

CX- CX = CC GF = CY. CY 
HX, X,Y, Y 四 点 共 圆 . 

B, Y,Y',Z,Z';Z, Z ,X, X 均 共 圆 . 若 
此 三 圆 不 相同 , 则 它们 的 三 公 弦 XX',YY' , ZZ' 
应 共 点 , 与 已 知 不 合 , 故 三 圆 为 同一 圆 , 即 六 交 
点 共 圆 . 

定理 6 设 妃 是 人 4BC 的 垂 心 ,X,Y,2Z 分 
别 是 BC, C4,4B 上 的 点 ,并 假定 AX, BY, cz = 图 3.241 
线 共 点 . 

(1) 车 过 五 所 引 AX, BY , CZ 的 垂 线 分 别 与 直径 为 BC, CA , AB 的 圆 相交 , 则 
六 交点 共 圆 . 

(2) 若 过 五 所 引 4X , BY , CZ 的 垂 线 分 别 与 直径 为 4X, BY , CZ 的 圆 相交 , 则 
六 交点 共 圆 . 

证 明 (1) 如 图 3.242(a) , 圆 AB, E BC, 圆 CA 的 每 圆 上 均 有 六 点 ,所 以 


Treasure N Geometry 


HZ, ` HZ; = HB - HE = HX, °: HX, = HC - HF = HY, : HY, 
由 此 即 知 Xis Zis Y2, X2, Z2, Y, 六 点 共 圆 . 


AIN 
a 
PR 
— 


Z, 


(a) 


3.242 
(2) 如 图 3.242(b) ,在 圆 AX, 圆 BY, 圆 cz 上 ,有 
HX, - HX, = HA * HD, HY, : HY, = HB - HE 
HZ, ` HZ, = HC - HF 
注意 到 垂 心性 质 , 有 
HA > HD = HB - HE = HC HF 

从 而 知 Xi, Zi Yi, X2, Z2, Y, 六 点 共 圆 . 

定理 7 IE AABC 的 内 心 或 旁 心 ,J 是 对 应 的 热 尔 岗 点 ,4',B',C' 分 
别 是 AJ, BJ, CJ 三 线 上 的 点 . 若 4'B' | CI 及 A'C' | BI, 求 证 :B8'C' | AI Ë. 
AAB'C' 与 A ABC 的 非 对 应 边 ( 所 在 直线 ) 的 六 交点 共 圆 . 

证 明 ”如 图 3.243, 由 A'C'// 
FD,B'A' // DE, 有 
J eEaE DF JD DE JE 


JC = AC 7 JA TAB ` JB' 
所 以 B'C' / FE 
H B'C' | AI 
又 四 边 形 BXB'Z A UQ 3 É 
BFED, H. BF = BD, 所 以 
BX = BZ,XF = ZD 
同 理 


DZ = DY = EX' = EZ' = FY' = FX 
FA X, X,Y, Y, Z, Z KAHA, AOGA I. 
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OA 
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定理 8 设 4,B',C' 分 别 是 人 4BC 三 条 高 线 4D,BE,CF 上 的 点 ,满足 


an = BP = GG = 上, 则 A',B',C' 分 别 在 C4 5 AB , AB 5 BC , BC 5j CA 上 
的 射影 凡 六 点 共 贺 
证 明 ”如 图 3.244, 若 证 得 
BX - BX' = BZ - BZ' 
或 — BX(BC- X'C) = BZ(BA - ZA) © 


便 证 得 六 点 射影 共 圆 ,这 又 可 由 , 公 BB'X cn 
ABCE,ABB'Z co ABAE,ACC'X' co ACBF, 8# 
AA4'Z' co 介 4BD, 有 


Pe ue - iy B 
BX = BB'- pc BZ = BB' -BACX = CC + gA = 4 - p © 
应 用 合 比 于 题 设 ,得 
AA' BB CC 
AD ` BE ` CF 
又 由 人 4BDcn A CBF ,# 
AD CF 
AB = BC @ 
四 ,四 ,@@ 分 别 代 入 式 @ 左 , 右 两 边 ,得 
, BE 县 CF aN Kaa CC' ° CF 
左 = BB' - pc (BC - CC + Gg) = BB' + BEO -a ) 
BB' - BE(1 - cX) 
, BE jx AD _ .. AA' ` AD Ee 
右 = BB' - g (BA - AA 48) = BB' - BEC - Tp Js 
BB' - BE(1 - a) 
CX CŒ k -CF CF BC 
因为 AZ' 44 = k+ AD ` AD "` AB 
， CX _ AZ' 
所 以 BC ` AB 
故 式 @ 成 立 . 
定理 9 ”以 三 角形 每 顶点 为 圆心 作 半 径 等 于 对 边 的 图 与 两 邻 边 (所 在 直 


线 ) 相交 于 四 点 ,这样 共 得 12 个 交点 ,它们 分 布 于 四 个 圆 上 ,每 圆 上 有 六 点 , 圆 
心 恰 是 三 角形 的 内 心 和 三 个 旁 心 . 
证 明 ”如 图 3.245, 以 A, B,C 为 圆心 的 圆 的 半径 满足 


AX, = BC = AXs, AY; = AB + BY, = 


CZ, + AC = AZ, 
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所 以 XıX4Y4Zı 是 等 腰 梯 形 , 故 X, X. Y4, 


Z, 四 点 共 圆 . 同 理 X, Yi, Ya, Z, 四 点 共 圆 . 
因 Xi, Y4, Yi, Z4, Zi, X4 Æ OABC 每 边 各 J 
两 点 , 知 六 点 共 圆 . s 
因 Y.,Z i, Z X, , X, Y, PERRI A ABC 的 h 
三 内 角 平 分 线 , 故 其 圆心 为 内 心 I. 因为 I 
CX, = AX; - AC = BC - AC Y 
CY, = BC - BY, = BC - AC $ 
所 以 G =: 65 s 图 3.245 1 
又 CZ3 = CZ1, 故 X3, Y2, Z3, Zi 四 点 共 圆 ， x 
同 理 , Y4, Zi, X3, X2 四 点 共 圆 ,可 得 X2, X3, Y,, Ya, Zi, Za 六 点 共 圆 . 
因为 X, X, 的 中 垂 线 即 人 4 的 内 角 平 分 线 ; Y, Y, PERR ZB 的 外 角 平 
分 线 ; Z Z, 的 中 垂 线 即 X C 的 外 角 平 分 线 , 故 其 圆心 为 1. @ 


定理 10 =A ci c2y cs 交 于 点 O ,而 cz 与 ca, C3 与 clsC1 与 cz 另外 的 交点 
A,B,C 不 共 线 , 过 点 0 任 作 一 直线 交 c|,c,,c3, 于 针 ,Y,2 ,联结 BZ 5 CY, CX 
与 4Z ,AY 5 BX 分 别 交 于 4',B',C', 则 A,A',B,B',C,C KARA. 

证 明 ”如 图 3.246, 注 意 到 同 弧 上 的 
圆周 角 相 等 ,有 
Z BAC = LBAO + LOAC = 

LA'ZY + LA'YZ = LBA'C 

所 以 A,B,C, A 四 点 共 圆 . 

同 理 4,B,C,B' 及 4,B,C,C' 四 点 
共 圆 , 故 4,4',B,B',C,C' 六 点 共 圆 . 

六 点 共 圆 问题 ,还 有 后 面 的 一 些 著 
名 圆 问题 ;“ 杜 洛斯 - 凡 利 ” Bj .第 一 与 第 
二 莱 莫 恩 圆 \ 图 克 圆 、 泰 勒 圆 等 . 


党 七 点 圆 问题 


定理 1 设 了 是 人 4BC 的 内 心 或 旁 心 ,E,FF 是 1 关于 4B,4C 的 对 称 点 ,D 
是 BE Ej CF 的 交点 , 今 过 1 作 两 直线 使 与 14 构成 30? 的 角 , 则 所 作 两 直线 与 AB , 
AC 的 交点 P,R 及 Q,5, 连 同 D, E, F AEKA. 
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ON 
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证 明 ”如 图 3.247, 因 为 A AIR O A AIS ,所 
以 人 PRQ = 人 PSQ ,P,Q,R,S 四 点 共 圆 . 

EW A PER A PIR, ER. AIP 为 正三 角形 ， 
所 以 人 PER = Z PIR = Z PQI, P, Q, R, E 四 点 共 
圆 . 

又 AQIF,A QPF 均 为 等 腰 三 角形 ,所 以 

LPFI = ZQPF + Z QIF 
WE A FPI "F,H Z QPI = 人 QIP = 60p, 可 算得 
LPFI = 30. 图 3.247 
由 于 Z BEP = BIP = ZBIA - 30 = 


(18 - + (ZA + ZB)) - 3° = 


150 - (ZA + ZB) 
LPFC = LPFI + ZIFC = 30 + (90 - >Z 6) 


所 以  ZBEP + Z PFC = 270 - (ZA + ZB + ZC) = 180 


则 一 PFC = Z PED,# P,D,E, F 四 点 共 圆 . 故 结论 获 证 . 

定理 2 设 AD R: A ABC 的 外 接 圆 直径 ,联结 BD , CD 并 延长 分 别 交 A4C， 
AB 的 延长 线 于 E,F. 令 4 关于 EF,DE ,DF 的 对 称 点 为 4' ,B' ,C' .又 设 A ABC 
的 共 轿 中 线 AK 交 外 接 圆 于 天 , 则 A',B',C', D,E, F, KERAHE. 

证 明 ”如 图 3.248, 作 —AFGE, 
其 对 角 线 为 4C ,BEF. 

因 B,C,E,F 四 点 共 圆 , 知 BC 
与 EF 互 为 北平 行 线 , HA AM 是 
全 4BC HKHH, TE: GE L DE, 
GF | DF.GA' | AA',GA L DK, 所 
ËL E, F,A' ,K 在 以 DG 为 直径 的 贺 
Ë; 

X. GB' // MB,B'D // BO,MB = 
ME, EH ZMBE = MEB = FI 3.248 
Z FCB = DAB = 人 0Bh, 所 以 Z DB'G = Z OBM = 90, BIA B' 在 圆 DEF 
s s 

同 理 Z DC'G = 90?, 即 知 C EA DEF 上 . 故 结论 获 证 . 


Nm — 
— 2< 


注 —H#%h, Bm A ABC 的 七 点 圆 ,一 个 三 角形 有 三 个 这 样 的 七 点 圆 .另外 的 七 点 图 
问题 还 有 哈 格 七 点 圆 定理 及 布 罗 卡 尔 几何 的 推广 问题 中 的 定理 3. 


了 
M 
SARNA | 
M 
八 点 共 圆 问题 已 在 前 面 有 关 条 目 中 介绍 了 如 下 定理 : 1 
若 凸 四 边 形 的 对 角 线 互相 垂直 , 则 四 边 的 中 点 及 这 些 中 点 在 对 边 上 的 射 | Q 
影 ,这 八 点 共 图 . D 
在 对 角 线 互相 垂直 的 平面 四 边 形 中 ,过 对 角 线 交点 向 每 边 作 垂 线 得 四 垂 |E 
足 , 且 每 重 线 又 与 对 边 相交 得 四 交点 ,这 八 点 共 贺 . - 
圆 内 接 四 边 的 对 角 线 互相 垂直 ,其 交点 在 四 边 上 的 射影 与 四 边 的 中 点 ,这 
八 点 共 圆 . 
在 此 ,再 介绍 几 条 结论 : @ 
定理 1 ”加 内 接 四 边 形 两 对 角 线 的 中 点 ,在 四 边 中 点 所 连 成 的 平行 四 边 形 
各 边 (所 在 直线 ) 上 的 射影 这 八 点 共 贺 . 


证 明 ”如 图 3.249, PP'S'S, QQ'R'R 均 为 
E, 故 各 四 点 共 圆 ,其 圆心 均 为 MN 的 中 点 
0, 且 0 为 ZEFGH 对 角 线 的 交点 ， 

联结 PO' , P'0, MH,MF, 则 
LP'PQ' = Z MPQ' = LMHQ' = Z MCÇG = 

LABD = Z MFP' = Z MQP' = 
Z P'QQ' 

从 而 P,P',Q,Q' 四 点 共 圆 . 三 圆 有 共同 
圆心 0, 且 半径 相等 . 

故 5,P,0,R,P',S',R',Q' 八 点 共 圆 . 图 3.249 

定理 2 ”在 四 边 形 48CD 中 ,AC | BD,4’',C’' 是 4C 上 的 两 点 ,B',D' 是 BD 
上 的 两 点 .车 4'B' | AB,B'C' | BC,C'D' ) CD, 则 DA | Dh, 且 四 垂 足 及 
A'B' 5 CD, B'C' 5 DA, C'D' 5AB, D'A' 与 BC 的 四 交点 这 八 点 共 圆 .( 注 : 当 四 
边 形 ABCD 的 顶点 恰 组 成 垂 心 组 时 , 则 后 四 交点 不 存在 ,而 且 四 垂 足 共 线 . ) 

证 明 如 图 3.250, 因 为 

AQA'B' o A QBA,A QB'C' co A Q0CB ,A QC'D' co A QDC 
则 QA' _ QB QB' _ QC QC' _ QD 
QB' QA’QC' QB'QD' QC 
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J. 何 m = 


三 式 相 乘 并 约 去 公 因 子 得 8 D B 
Z A'QD' = Z DQA ,所 以 A4'0D' co A DQA ,可 
得 4'D' | AD. 
由 ZEHG + ZEFG = ZAAE + P 
Z B'DE' +Z B'BE + Z C'CG = 180, E, F, 
G, H NARA. 
X ZEE'G = ZE'DB' + E'B'D = 
Z GHD' +ZA'HE = L EHG, # E,G,H,E' 四 
点 共 圆 . 图 3.250 
FE#HESSS|H,H'.F,F EGC,G,E', E23] 
四 点 共 圆 , 故 E, G ,H',F,G,E ,F',H RAKHA. 
定理 3 ”在 四 边 形 4BCD 中 ,AC | BD ,#F A' , C' 是 BD 上 的 两 点 , B',D' 是 
AC 上 的 两 点 , 且 4'B' | AB,B'C' | BC,C'D' | CD ,WJ D'A | DA, 且 四 垂 足 
及 h'B' 与 CD,B'C' 与 DA,C'D' 5AB, D'A' 与 BC 的 四 交点 这 八 点 共 圆 , (此 定 
理 也 有 类 似 于 定理 2 所 注 的 特殊 情况 ) 
证 明 ”如 图 3.251,D'4' | DA 的 证 明 同 定 
理 2. 
又 由 AQDA a AQDA,AQBC' c 
会 OBC ,可 得 
A QDD' c> AÁ QAA' ,A QCC om A QBB' 
所 以 人 EHG + Z EFG = Z EAQ + Z QAA' + 
Z D'DG + Z GCQ + 
Z QCC' + Z EBB' = 
Z FAQ + Z QDD' + 
Z D'DG + Z GCQ + 
Z QBB' + Z EBB' = 180 
则 有 E, F, G, H 四 点 共 圆 . 
又 
Z EE'G = ZE'DD' + Z D'DA' + Z E'A'D = /CHD' + Z A'AQ + Z QAB = 
Z GHD' + Z EHD' = Z EHG 
FA E,G,H, F 四 点 共 圆 . 
再 注意 到 F,H ,H,F' K G,E ,E,G 分 别 四 点 共 圆 . 
Wt E,G',F,H',G,E',H, F A RHH. 
定理 4 设 四 边 形 ABCD 有 内 切 圆 或 旁 切 圆 , 5, 下, G,H 分 别 是 4B, BC, 


Ce — 


CD,DA 上 的 切 点 , 今 在 AC 上 取 两 点 4',C' ,在 BD 上 取 两 点 B',D',4'B' // 
EG // C'D' B.A'D' /FH, 则 B'C' // FH B.A'B' , C'D' 28 AB , CD 所 得 四 交点 及 
A'D' ,B'C' XZ AD , BC 所 得 四 交点 凡 八 点 共 圆 . 
证 明 ”如 图 3.252, 设 4'D' 交 EG 于 E' , AC 与 BD 交 于 点 0 ,首先 用 正弦 定 
理 证 明 E' 是 4'D' 的 中 点 ,并 进而 得 出 B'C' // FH. 有 
A'E' _ QE' QE' _ _ D'E 
sin A'QE' ` sin Z QA'E''sin Z QD'E' T sin Z D'QE' 
AH | QA 04 _ _ AE 
sin LAQH ` sin Z QHA'sin Z QEA ` sin Z AQE 
B BF BE | B 
sin QFB ` sin Z BQF'sin Z BQE ` sin Z QEB 
以 上 六 式 相 乘 , 有 分 母 的 左 端 与 右 端 相 等 ; 故 其 分 子 的 六 个 乘积 亦 相等 ,在 
约 去 公 因 子 QA, QB, QE' 后 并 注意 到 AE = AH,BE = BF. 所 以 A'E'’ = D'E', 
BB E' 是 4'D' 的 中 点 . 
于 是 知 点 8 是 4'C' 5B'D' 的 中 点 , 因 四 边 E 
É A'B'C'D' 为 平行 四 边 形 , 所 以 B'C // FH. 
由 此 知 ABCD 四 边 上 的 点 4; ,42 等 点 组 成 
的 四 边 形 A,B CiDi ,42B2C2D,; 均 为 等 腰 梯 
形 , 故 均 各 四 点 共 圆 . 
由 于 EG, FH 为 等 腰 梯 形 的 中 位 线 , 故 两 p. 
圆 有 共同 的 中 心 点 O. 


QE AQ QH’ QG ~ CQ ~ 
A'B A'A; -A'D z A'A s A'B, ` 
OF， 有 QE .GG = QH+.QF ， 所 以 有 
A'A, - A'D, = A'A,  A'B,,8K Ai, A2, Di, B, 四 点 共 圆 , 且 圆 心 亦 在 点 0. 所 以 
A1,A2, B I, B2, Ci, C2, Di, D, 八 点 共 圆 . 八 点 圆 问 题 还 有 后 面 的 富 尔 曼 圆 等 . 


党 三 角形 的 杜 洛斯 - 凡 利 圆 


下 面 的 定理 1 是 施 坦 纳 给 出 的 , 它 的 证 明 及 随后 的 推广 , 即 定理 2 ~ 4 属于 
杜 洛斯 - 凡 利 ( Mathesis ,1901, 第 22 页 ). 因 此 ,这 里 的 圆 常 称 为 杜 洛斯 ~ 凡 利 
圆 . 

定理 1 H fB A ABC 的 垂 心 ,以 五 为 圆心 的 任 一 圆 ,分 别 交 与 BC, 
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AC, BA 平行 的 中 位 线 于 Pi, Qi, P>, Q2, Ps, Qs, WE 
AP, = BP, = CP, = 40 = BQ; = CQ; 
证 明 ”如 图 3.253, 设 针 为 与 BC 平行 的 中 
位 线 上 任 一 点 ,本 ,HH, 分 别 为 边 BC, C4， 
AB 上 的 高 线 垂 足 . 7 为 AH, 的 中 点 ,注意 到 勾 
股 定理 的 拓 广 定理 2, 则 有 
AX? = AH? + HX? + 2AH : HT = 
HX? + AH(AH + 2HT) = 
HX? + AH - HH, (*) 
mi AH - HH, = BH - HH, = CH - HH; 
故 4P = AQ, = BP; = BQ, = CP, = CQ, 
即 在 三 条 中 位 线 上 ,与 五 等 距离 的 点 也 分 别 与 S20 
A ,B,C 等 距离 . 反 过 来 也 成 立 . 即 有 如 下 结论 : 
定理 2 设 以 一 个 三 角形 的 各 顶点 为 圆心 , 画 相等 的 圆 , 与 邻 边 中 点 的 连 
线 相交 , 则 所 得 的 六 个 交点 在 一 个 以 垂 心 为 圆心 的 圆 上 . 
推论 1 设 r 为 定理 2 中 以 公 4BC 顶点 为 圆心 的 圆 的 半径 , H,R 分别 为 这 
个 三 角形 的 垂 心 与 外 接 圆 半径 ,其 三 条 边 长 分 别 为 a,b,c, Ro 为 以 万 为 圆心 的 
圆 , 则 


Rš = 4R2 + 2 - 1(a + b? + c?) 


事实 上 ,由 AH- HH, = + (a? + b? + c?) -4R 及 式 ( * ) 即 得 . 
推论 2 ” 设 以 顶点 为 圆心 的 圆 等 于 外 接 圆 , 则 
Ri = 5R2 - T (a + 82+c2) 

定理 3 设 以 三 角形 三 边 上 的 高 线 垂 足 为 圆心 , 作 通 过 三 角形 外 心 的 圆 ， 
交 垂 足 所 在 的 边 , 则 这 样 得 到 的 六 个 点 在 以 垂 心 为 圆心 的 圆 上 . 

证 明 ”参见 图 3.253, 设 0, 瑟 分 别 为 人 4BC 的 外 心 与 垂 心 H, H, H4 
别 为 边 BC,CA,AB 上 的 高 线 垂 足 ,以 H, 为 圆心 , H 0 为 半径 的 圆 交 BC FP, 
P' i ,类 似 地 有 P;,P',,P;3,P'3. 又 设 V 为 08 的 中 点 , 则 V 为 该 三 角形 的 九 点 贺 
的 圆心 .于 是 

HP? = HH) + HiP? = HHL + H,02 = 2H1V? + 1 0 

而 HiV= H,V = Hy 
所 以 HP, = HP, = HP, = HP'; = HP', = HP', 


Oo TNE 


定理 4 ”以 三 角形 三 边 中 点 为 圆心 ,过 垂 心 的 圆 与 这 边 相 交 , 则 这 样 得 到 
的 六 个 点 在 以 外 心 为 圆心 的 圆 上 , 且 此 圆 与 定理 3 中 的 圆 为 等 圆 . 

证 明 ”参见 图 3.253, 设 0 , 互 分 别 为 人 4BC 的 外 心 与 垂 心 , 邵 为 边 BC 上 
的 高 线 垂 足 , 以 H, 为 圆心 , H 0 为 半径 的 圆 交 BC 于 P, , M 为 边 BC 的 中 点 . 设 
Y 在 BC 上 ,满足 MY = MH, 则 

OY = OM? + MY = OM? + MI? = OM? + MH? + HH? = 
H,02 + HH? = H,P? + HH? = HP? 

故 由 上 即 知 结论 获 证 . 

推论 “定理 4 中 的 圆 等 于 定理 2 的 推论 2 中 的 圆 . 


事实 上 ,由 OY = OM? + MR = OM? + tose + 2C _ BC), Tü 
BH? =40N? = 4( R° - A0?) = 4(R? - T-b2) (ti N 2838 AC 中 点 ) 等 ,所 以 代 


入 得 OY? = 5R? - + (a? + b? + c). BRR. 
定理 5 设 公 4BC 的 外 接 圆 圆心 为 0 ,半径 为 R, 三 边 长 为 a,5,c, 则 以 


A ABC 的 重心 妞 为 圆心 \/ SR - 方 (a? + b° + o?) 为 半径 作 圆 ,该 贺 经 过 以 下 


18 个 特殊 点 .后 6 个 点 由 曾 建 国 提出 .人 D® 

(1) 以 全 4BC 的 顶点 为 圆心 ,R 为 半径 作 圆 ,与 邻 边 中 点 的 连 线 相交 所 得 
的 6 个 交点 . 

(2) 以 人 A4BC 的 高 的 垂 足 为 圆心 ,通过 外 心 O 的 圆 与 垂 足 所 在 的 边 相 交 所 
得 的 6 个 交点 . 

(3) 以 A ABC 的 顶点 与 垂 心 吾 的 连 线 的 中 点 为 圆心 ,通过 外 心 0 的 圆 ,与 
上 述 连 线 的 垂直 平分 线 相交 所 得 的 6 个 交点 ， 

证 明 ”人 先 看 如 下 引 理 : 

引 理 ” 设 五 是 圆 0 所 在 平面 上 任意 一 点 ,P EE] O 上 的 动 点 ,D 为 PH 的 
中 点 , 则 PH 的 垂直 平分 线 与 以 DD 为 圆心 , DO 为 半径 的 圆 的 交点 的 轨迹 是 一 个 
定 圆 . 

事实 上 ,如 图 3.254, 设 圆 0 的 半径 为 R, PH 的 垂直 平分 线 交 圆 D 于 M,N， 
则 

NH = MH = V DIP + DM? = V DH? + DO? 

Ùt E 28 OH 的 中 点 , 则 


BER. “HERR - ILEI” (Droz - Famy) 圆 的 成 因 探究 与 推广 [中 .中 学 教研 (数学 ) ,2006(5): 
久 ” 曾 建国 .三 角形 的 十 八 点 共 圆 定理 [ 刀 ] .中 学 数学 ,2005(12) :35. 
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DO? + DE = (OF + (2ED)’) 
联结 OP , 则 
OP = +P 


则 DO? + DH° = 1 (m + OH) 


即 NH = MH = ,| 1 (R° + 0H7)( 定 值 ) 


# HAA O 的 内 接 人 4BC 的 垂 心 ,由 熟知 的 等 式 OH? = 9R - (a? + 
b? +c?)?, 则 


NH = MH = SR -地 (e+ 12 è) 


于 是 就 得 到 了 A ABC 的 “ 杜 洛斯 - 凡 利 ” 圆 . 

此 时 , 设 公 4BC 的 高 4H 所 在 直线 交 外 接 圆 于 下 , 易 知 下 与 有 是 关于 垂 足 HI 
对 称 的 , 故 以 垂 足 H, 为 圆心 经 过 外 心 0 的 圆 与 BC 的 交点 依 引 理 显然 在 “ 杜 洛 
斯 - AA” AE. 

HETJAN: H J: A ABC HEE, P 是 A ABC 的 外 接 圆 上 的 动 点 时 ,由 动 
线段 PH 2 H Yes A PH 的 中 点 D 为 圆心 , DO 为 半径 的 圆 与 PH 的 垂直 平分 
线 的 交点 的 轨迹 就 是 A ABC 的 “ 杜 洛斯 - ILA” 圆 . 

由 此 , 即 可 证 得 (1),(2),(3) 的 结论 . 

将 前 面 的 结果 推广 ,得 : 

定理 6 设 由 一 点 向 一 个 三 角形 的 各 边 作 垂 线 ,以 垂 足 为 圆心 作 圆通 过 这 
点 的 等 角 共 二 点 .这 些 圆 与 圆心 所 在 的 边 相交 , 则 所 得 的 六 点 在 一 个 圆 上 ,圆心 
是 所 给 的 点 .并 且 以 一 对 等 角 共 思 点 为 圆心 ,这 样 画 出 的 两 个 圆 相 等 . 


必 杜 洛斯 - 凡 利 圆 的 推广 


若 定义 圆 内 接 闭 折线 AAA, 的 重心 为 满足 瑚 = X) OZ 的 点 , 则 有 


EBE ” 设 4,4,43…4, 是 圆 0 的 内 接 闭 折线 ,五 为 闭 折线 414243…4。 的 垂 
Ù, P EIB] O 上 的 动 点 , 则 以 PH 的 中 点 D 为 圆心 , DO 为 半径 的 圆 与 PH 的 垂直 
平分 线 的 交点 的 轨迹 是 一 个 定 圆 . 

简 证 HA 0 的 半径 为 R, PH 的 垂直 平分 线 交 圆 D 于 M,N, 类 似 前 述 引 
理 的 证 明 过 程 有 


'Treasure Geometry 


NH = MH = te + OR) 


则 OA = >) OÀ, 
izl 
BD 1 OË 12 = (>) 042 = nR?+ > 20Å, -+ OÀ, = 
i=l I<i<j&n 
nR?+ 2) 21 OÅ; 11 OA I cos < OÅ;, OÀ, > 
lgi<cjgn 
24 5, (I OÁ 1? + OÅ; | cos < O04.,04 > 2 - | AA; 12) = 
tgi<cjgn 


>r OR ias 


lgi<jgn 


> AA3 


lgi<cjgn 


MJ NH = MH - == 并 JR L > 443( 定 值 ) 


Zi 


上 述 以 闭 折线 414243…4, 的 垂 心 万 为 圆心 ,以 | H ntig + >; 4⁄4 
Pr Pan 


为 半径 的 圆 ,可 以 认为 是 圆 内 接 闭 折线 414243…4。 的 ” ty - 凡 利 ” BI, 34 
n =3 时 ,显然 就 是 三 角形 的 “ 杜 洛 斯 - A” B. 


必 三 角形 的 第 一 莱 英 恩 圆 


三 角形 的 第 一 莱 莫 恩 圆 。 过 三 角形 共 轿 重心 作 三 边 的 平行 线 与 各 边 相 交 
的 六 个 交点 共 贺 .0 

HAF 1873 年 为 莱 莫 恩 所 得 到 . A 

证 明 ”如 图 3.255, 设 天 为 全 4BC HEO, E K E 
LM // BC 交 AB,AC 于 L,M, 作 PQ // 4B 交 BC, AC 于 P， 
Q, 作 ST // 4C 交 BC,4B FS,T. 

联结 TQ , AK ,因为 四 边 形 ATKO 是 平行 四 边 形 , 所 以 
TQ 与 4K 互相 平分 .因为 AK E: A ABC 的 共 罗 中 线 , 所 以 图 3.255 
过 点 天 的 关于 BC 的 逆 平 行 线 也 被 AK 平分 ,故而 TQ 为 关于 BC 的 北平 行 线 . 

于 是 407 = ZABC = ZALM,T,L,M,Q 四 点 共 圆 . 同 理 可 证 Q ,已 ,$， 
M 四 点 共 圆 , T. L, P,S 四 点 共 圆 ,从 而 得 到 7,L,P,S,M,0 RAHA. 


B p — C 


O 单 坪 . 数 学 名 题词 典 [M] .南京 :江苏 教育 出 版 社 ,2002:430-448. 
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— 几何 瑰宝 
Ë “该 圆 又 称 三 乘 比 圆 . 


属 三 角形 的 第 二 莱 莫 恩 圆 


三 角形 的 第 二 莱 莫 因 圆 。 过 三 角形 共 斩 重心 作 各 边 的 道 平行 线 与 各 边 相 
交 的 六 个 点 共 圆 . 
该 圆 于 1873 年 为 菜 莫 恩 所 得 到 . 
证 明 ”如 图 3.256, 设 天 是 共 斩 重 心 , LM , PQ ,S7 是 
过 点 天 的 北平 行 线 . 因为 
ZALM = ZC,ZAML = Z B 
Z BST = ZA,Z BTS = ZC 
ZCQP = ZB,ZCPQ = ZA 
所 以 ZALM = 人 BTS, 公 KIL ESE — f E , HAE 图 3.256 
KL = KT. 
同 理 有 KP = KS,KM = KQ. 
LAME O K 平分 过 点 的 逆 平 行 线 ,所 以 又 有 KL =KM,KP = KQ, 
KS = KT. 
这 样 L,P,S,M,0,T 六 点 到 点 K 的 距离 相等 ,从 而 这 六 点 共 圆 . 


注 ”该 圆 又 称 余弦 圆 . 


+ = f J ht ya Bl 


定理 j KE AABC ESE T.A ,B , C 分 别 是 4K, BK, CK 三 线 上 
的 点 , 若 4'B' // AB RA'C // 4C, 则 B'C' // BC B. AA'B'C' 与 人 4BC 的 非 对 
应 边 ( 所 在 直线 ) 的 六 交点 共 圆 . 

证 明 如 图 3.257, 因 为 


所 以 B'C' // BC. 因 为 AYA'Z' 是 平行 四 边 形 ,44' 即 AK 平 分 YZ' ,而 AK E: 
HPR. 
由 北平 行 线 意 义 , YZ' 是 边 BC 的 道 平行 线 ,有 Y, Z ,C ,如 四 点 共 圆 .所 以 
ZZ'YY' = ZAZ'Y = ZYBC = Z Z'ZY 


Treasure N Geometry 


即 知 Y,Y',Z,Z' 四 点 共 圆 . 

PBB X, X' Y, Y KX,X ,Z,Z' 共 圆 . 故 结论 
获 证 . 

上 述 圆 称 为 三 角形 的 图 克 (Tucker, 
1832—1905) 圆 .图 克 是 英国 数学 家 . 


学 图 死 圆 系 问题 


定理 1 设 K 是 个 4BC 的 共 思 重心 ,4',B',C' 分 别 是 4K, BK, CK =£ E 
的 点 ,车 过 4' , B' ,C' 分 别 作 三 边 BC, CA, 4B 的 逆 平 行 线 , 则 它们 的 六 个 交点 
共 圆 . 

证 明 如 图 3.258, A K tu OU. XZ ， 
X'Y' 分 别 是 4C ,4B 的 逆 平 行 线 ， 

由 逆 平 行 线 的 性 质 , 有 

B'X' = B'Z',C'X' = C'Y 


且 Z BXZ' = Z BAC = Z CX'Y' 
又 BC // BC, 所 以 XX'C'B' 为 等 腰 梯形 , 故 P ks: 
Z'Y' A XY'. 图 3.258 


又 人 AYZ = ZABC = ZZZ'Y ,所 以 Y,Y ,2Z,2Z' 共 圆 . 

同 理 ,X,X',Y,Y 及 X,X',Z,Z' 共 圆 . 

W X, X,Y, Y, Z, Z 六 点 共 圆 . 

定理 2 iKEZAABCOJESEE T, A , B,C 分 别 是 4K, BK, CK 三 线 上 
的 点 , 若 4'B' ,4'C' 分 别 是 4B ,4C 两 边 的 逆 平 行 线 , 则 p'C' 也 是 BC 的 逆 平 行 
线 , 且 和 A4'B'C' 与 A ABC 的 非 对 应 边 ( 所 在 直线 ) 的 六 交点 共 圆 . 

证 明 如 图 3.259, 设 A DEF 是 747 
AABC 的 垂 足 三 角形 , 则 DE, EF , FD 是 
AB, BC, CA 的 逆 平 行 线 . 

i? A LMN E: A DEF 的 中 点 三 角形 ， 
则 其 三 边 LM, MN, NL 也 是 4B, BC , CA 
的 逆 平 行 线 , 且 AL, BM , CN 的 交点 天 即 
A ABC WHH 8 Ü. 

因为 4'B ,4'C' 分 别 是 4B,A4C 的 道 
平行 线 , 则 4'B' // LM,A'C' // LN, 故 可 
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由 相似 三 角形 ,得 B'C' // MN ,所 以 B'C' 也 是 BC 的 逆 平 行 线 . 

再 作 GH // DE, W] GH JE: AB WYER, E C'G = C'H. X. 

Z CHX' = ZABC = ZAEF = Z HX'C' 

同 理 ZCGY = ZCY G 
所 以 CX = CH= CG= CY . 

H ZAXX' = 人 ACB = 人 BYY ,有 C'X = C'Y, 故 XYX'Y' 为 等 腰 梯 形 , 有 
X,X',Y,Y WAŁA. 

AHH X, X, Z, Z RY,Y',Z, Z 四 点 共 圆 . 

故 结论 获 证 . 


it # K AABC HRED, S A,B,C AK, BK, CK 上 变动 时 ,就 可 得 到 一 
群 贺 , 称 它 们 为 图 克 圆 系 .三 乘 比 圆 RZA .泰勒 圆 以 及 六 点 圆 问题 的 定理 8 中 , 当 上 值 变 
化 时 ,所 得 的 一 群 圆 均 为 图 克 贺 系 . 


洗 三 角形 的 余弦 圆 问 题 


定理 1 三 角形 的 余弦 圆 在 三 边 上 所 和 截 的 弦 与 所 对 角 的 余弦 成 比例 . 

证 明 ”如 图 3.256, 由 三 角形 的 第 二 莱 莫 恩 圆 的 定义 知 , 过 A ABC HIE 
重心 K 所 作 三 边 逆 平 行 线 的 六 交点 所 共 之 圆 存在 . 

由 于 AKOM 为 等 腰 三 角形 , 则 


__QM_ 
KQ = Soos B 


PS TL 
同 理 KP = 2cos A’ = 2cos C 


m PS _ QM _ T 


cos A ` cos B ` cos C 
定理 2 ”三 角形 的 中 点 三 角形 ,及 垂 心 等 截 点 至 三 顶点 连 线 的 中 点 所 连 成 
的 三 角形 ,二 者 的 边 相 互 交 于 共 圆 的 六 点 ,这 圆 同 为 二 者 的 余弦 圆 . 

证 明 ”如 图 3.260, 设 和 公 LMN 为 全 4BC 的 中 点 三 角形 ,全 4'B'C' 为 垂 心 等 
RA H 至 三 顶点 连 线 的 中 点 所 连 成 的 三 角形 ,过 吉 作 HP // AC, H0 // 4B, 有 
人 CHQ WACF'A,ABHP co Á BE'A 

又 AMVA' NACOH,ANUA' cn A BPH 


所 以 2LZ' = 2MV = CO = SA- CH 


BA - BH 
BE' 


2LY = 2NU = BP = 


, _ CE' + BB' 
x LX = RB' = “SSE " 
: , BF. CC M 
LX = SC TF J 
,. y _ CA- CE' - CH - BB' w 
故 有 2LZ = CF BE B 
,jy _ BA > BF' » BH - CC' T 
2LY - LX BE. CF 1 
因为 CA - CE' = CA - AE = BA - AF = BA .4 到 Q 
T 
L , _ 1 D 
x BB' = > BH,CC' = > CH "Y 
所 以 LZ' - LX = LY - LX' X 


B X,X,Y, Z 四 点 共 圆 ,有 YZ E: X' X WEFTA, KEE MN 的 逆 平 行 线 . 
同 理 有 ZX , XY 分 别 是 NL , LM 的 逆 平 行 线 .因为 


NZ = BV = + BQ' 


X'C' = LS = LC - SC = +(BC - Q'C) =  BQ' 
故 有 NC 与 ZX' 互相 平分 于 0. 同 理 MB' 与 X , LA 与 YZ' 均 互 相 平分 于 0 , 故 
0 为 A LMN 的 共 斩 重 心 .由 余弦 圆 定义 知 ,于 ,六 ,YY, 丈 ,Z2,Z' 六 点 共 圆 且 为 
ALMN 与 人 4'B'C' 的 余弦 圆 ， 


N 
I ZRI 
B HI NN 
图 3.260 
党 三 角形 的 三 乘 比 圆 问题 


定理 1 三 角形 的 三 乘 比 圆 在 三 边 上 所 截 的 弦 与 三 边 的 立方 成 比例 . 


Siaka B wisi Š a= sia 


二 


证 明 ”如 图 3.255, 由 三 角形 的 第 一 莱 莫 恩 圆 的 定义 知 ,过 A ABC Wy 
重心 K 所 作 三 边 平行 线 的 六 交点 所 共 之 圆 存在 . 设 A ABC 的 三 边 的 高 分 别 为 


has has hes AÈ 所 对 三 边 的 高 分 别 为 万 。,h'，,hb。, 由 公 TLK O AABC, HTE = 
h'. 
k 

M. h' TL AB h h. 

MAROK = .从 而 两 式 相 除 有 2 = AB. ne. ie, 

注意 到 三 ss Sa. 至 三 边 的 距离 与 三 边 成 比例 (参见 三 角形 共 辆 重 


心 问题 中 的 定理 1 及 推论 ) wi = An: 
又 由 着 = AB mlM = L RAES = M bE. 
定理 2 ”三 角形 的 三 乘 比 圆通 过 余弦 圆 一 直径 的 两 端 . 
证 明 设 天 ,及 分 别 为 人 4BC 

的 余弦 圆 与 三 滋 比 圆 的 圆心 ,所 设 字 

母 如 图 3.261 所 示 . 

由 人 KZZ' co ACAB, A KYY' cn 
ABAC,A KXX' cn AABC, HRW 
BC, BA 上 的 高 分 别 为 h。,h。, 则 有 

KZ' _ ZZ' KY _ YY 
CB ` AB :BC = AC 


故 有 
YY' - ZZ' » BC’ XX'- CA h, XX' AB - BC ` CA 
KZ' KY = Ap. pc c  KD= BC h F BC3 
Xx’ VY ZZ n. 


KZ' - KY = KD? = KP - KQ 

而 KD 是 圆 K 的 半径 , 故 圆 K 过 直径 PQ 的 两 端 . 

定理 3 三 角形 的 三 乘 比 圆 是 三 角形 的 外 心 与 共 斩 重 心 连 线 的 中 点 . 

证 了 明 ”如 图 3.262, 设 KK,0 分 别 是 公 4BC 的 共 斩 重 心 与 外 心 , OK 的 中 点 
3 N. 

过 外 作 三 边 的 平行 线 与 三 边 交 于 点 X,X ,Y,Y ,2Z,2', 则 有 AK 5 ZY E. 
相 平 分 且 Y'Z 为 BC 的 逆 平 行 线 . 

注意 到 A ABC 的 外 心 与 垂 心 为 一 对 等 角 共 恩 点 及 一 点 与 三 角形 各 顶点 相 


Treasure Geometry 


ENERE AHARIA RHET, SI 
顶点 与 外 心 的 连 线 垂 直 于 垂 足 三 角形 的 三 边 ， 
且 垂 足 三 角形 的 三 边 亦 为 A ABC 有 关 边 的 逆 
平行 线 . 由 道 平行 线 的 性 质 知 , 在 一 个 三 角形 
中 , 同 边 的 逆 平 行 线 互 相 平行 , 故 有 ZY 平行 于 
垂 足 三 角形 的 一 边 而 有 ZY l 40. 

于 是 知 MN 是 ZY 的 中 垂 线 ,可 推 知 N 是 
三 乘 比 圆 的 圆心 . 


学 三 角形 的 重 圆 


定理 ”由 三 角形 的 顶点 向 直径 为 对 边 的 圆 引 切线 , 则 所 得 诸 切 点 共 圆 ,加 
心 是 三 角形 的 重心 ,这 圆 叫 三 角形 的 重 圆 . 

证 明 ”如 图 3.263,4Xi , AX: 是 自 顶点 4 向 圆 BC ” 
所 作 两 切线 , 是 BC 的 中 点 , 则 MX, | AX, , MX, L 
AX2. 因而 X i, X, 正好 是 圆 AM 与 圆 BC 的 交点 , 即 本 
题 是 如 后 哈 格 六 点 圆 中 邢 取 在 BC 的 中 点 的 特例 , 故 
六 切 点 共 圆 . 

由 于 Xi X, 是 两 圆 的 公 弦 , 故 MO E: XI X, 的 中 垂 
线 ,而 MO 即 边 BC 的 中 线 , 故 其 圆心 是 重心 . 


党 哈 格 六 点 圆 定理 


B M C 


哈 格 六 点 圆 定理 ” 设 妃 为 全 45C 的 垂 心 ,X,Y,Z 分 别 是 BC, C4,4B 上 的 
点 , 且 AX, BY, CZ 三 线 共 点 . 若 直径 为 BC, C4 , 4B 的 圆 分 别 与 直径 为 4X , BY， 
CZ 的 圆 相交 , 则 诸 交点 共 圆 或 共 线 . 

证 明 ”为 证 明 结 论 成 立 , 先 考察 圆 BC 与 圆 
AX 的 交点 情况 .如 图 3.264, 设 两 圆 相交 于 X, X,. 

设 4D,BE,CF 为 人 ABC 的 三 条 高 , 则 CF 为 X 
A BC 与 圆 4C 的 公共 弦 ,4D 为 圆 4X 55 B] AC 的 公 
共 弦 , Xi X, WEA AX 与 圆 BC 的 公共 弦 , 从 而 
X X, 过 CF 5 AD 的 交点 , 即 X1X 过 垂 心 H. 

同 理 , 圆 CA 与 圆 BY KRZA Y, Y, 与 HHR, 图 3.264 
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Bi 48 与 圆 CZ 的 交点 Z1, Z, 与 HKR. 
X H XIH - HX, = HA * HD, Y, H - HY, = HB - HE ,Z,H + HZ, = HC + HF, 
Tü HA - HD = HB » HE = HC HF, 故 
XıH - HX, = Y,H - HY, = ZH » HZ, 
由 上 式 即 说 明 X,, X2, Yi, Y,, 21, Z, 共 圆 或 共 线 . 


党 哈 格 七 点 圆 定理 


哈 格 七 点 圆 定理 8 H E A ABC 的 垂 心 , 已 是 任意 点 .联结 AP, BP, CP 
交 圆 4BC 于 4',B',C' , 命 这 三 点 分 别 关 于 BC, CA, AB 的 对 称 点 为 4,, B,, C;， 
又 联结 42P,B2P,CzP 分 别 交 AH, BH, CH FA, Bi, C1;, 则 4,Bi, Ci, A2, Ba, 
C2, H AHA. 

证 明 ”如 图 3.265 ,由 

Z CBP = ZC,BA - Z PBA = 
Z C'BA - Z B'BA 

Z B,CP = Z PCA - Z B,CA = 
Z C'CA - Z B'CA 


x Z CBA = Z C'CA 
Z B'BA = Z B'CA 
所 以 Z CBP = Z B,CP 


而 Bo BC' Cp GB 


# A PBC; c> A PCB, 3.365 
于 是 
Z BI PC, = Z B, PB + Z BPC, = Z B, PB + Z CPB, = 
Z B. PB + Z B, PC' = Z C'PA @ 
同 理 ”一 CzP4 = Z C'PA,ZAIPB, = ZAPB' ,Z B,PCG, = Z B'PC 
Z CPA, = Z CPA' ,ZA,PB, = ZA PB @ 
x PA, = PA PB, _ PB PO, PC @ 


PA, = PA'’ PB, ` PB''PC, = PC 
J O,Q@,.,@,@,@ 可 知 ,多 边 形 ABCA'B'C' 与 多 边 形 A B, CI AB, C, 相似 , 因 
此 人 BiA1C1 = Z BAC = 18¥ - ZX Bi HCG,, E. A, B, C, AsB, C, 有 外 接 圆 . 所 以 
Bı, Ai, Ci, H WAHAHA , Bi, C1, A2, B2, C, 六 点 共 圆 , 故 41, Bis C1, As, B2, 
C2, H EAR. 
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党 三 角形 的 泰勒 圆 


三 角形 的 泰勒 圆 ”三 角形 每 边 上 高 的 垂 足 在 另 两 边 上 的 射影 共 六 点 在 同 
一 圆周 上 .这 圆 称 为 三 角形 的 泰勒 圆 . 

证 明 ”如 图 3.266, 设 A ABC 三 条 高 AH, BI, CJ 的 垂 足 分 别 为 H,1,J, 它 
们 在 另 两 边 上 的 射影 分 别 为 H, E, r, E, P, J. 

因为 BI, CJ 是 高 ,所 以 B,C,1,J 四 点 共 圆 , 得 
ZAJI = ZC. 

因为 r, 分 别 为 1,J 的 射影 ,所 以 T.J. J 四 点 
共 圆 ,得 人 41P = ZAJI = 人 C, 从 而 有 PP / BC. 


圆 ,ArH = ZAHH' = 90% - 人 人 HAC = ZC, 于 是 
LAIT = ZAHH , 推 得 H, J, r, B URRE. 

同 理 可 得 ,1 要 // AB, ÆT // AC,AK P H.P, 
E 四 点 共 圆 和 了 ,了 r, H' WARRE. 

H H / AB,H'J' / AC,48 LCIB = ZB, ZBH] = ZA. 

而 ZHH'T = 180 - ZAH'H' - Z BH'J' = 

18 - ZC- ZÁ = 

ZB = ZCrH' 
因而 JT, H ,Hr WARA. k T, H, J, E, JS ERRA, m P.H J, 
P, H, J KRA. 

定理 1 ZAEKRHACEEEZAKKME EAO —. 

证 明 ”如 图 3.267, 设 0 为 泰勒 贺 4 
心 , 五 为 垂 心 , 工 ,M,N 为 EF, FD, DE 的 r, 
中 点 ,由 垂 足 三 角形 性 质 知 ,五 为 ADEF 
的 内 心 . 

由 泰勒 圆 的 定义 得 Lo / HD, ` 
MO // HE,NO // HF, 故 有 OL, OM , ON Z 
分 别 为 ZNLM, LMN, Z MNL 的 角 分 yw 
线 , 即 0 是 A LMN 的 内 心 , 可 得 0 是 
A DEF 的 斯 件 克 圆心 . 图 3.267 

定理 2 ”三 角形 各 边 中 点 对 于 垂 三 角形 的 三 条 西 姆 森 线 ,及 各 高 线 足 对 于 
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中 点 三 角形 三 条 西 姆 森 线 , 会 于 原 三 角形 的 泰勒 圆心 . 
证 明 ”如 图 3.268, 六 点 D,E,F, 
L,M,N 在 AABC 的 九 点 圆 上 , HE 


MF = MD = TAC, M 在 FD 上 的 射影 
了 为 FD 的 中 点 . 

作 MZ | DE, 有 M,D,Y,Z 四 点 共 

圆 , 可 得 

Z ZYM = Z ZDM 

ZYMZ = ZYDZ 

Z ZME = Z YMD 
故 有 lu LAC, lu L NL. 由 于 iy 过 DF 的 中 点 , 故 亦 过 DF 的 中 点 , 即 iy 过 
AABC 的 泰勒 圆心 . 

同 理 有 iw,ii 亦 过 2 ABC 的 泰勒 圆心 .注意 到 三 角形 外 接 圆 一 点 与 该 点 的 
西 姆 森 线 垂直 的 弦 的 两 端点 ,这 三 点 的 西 姆 森 线 共 点 ,及 西 姆 森 线 性 质 定理 13 
知 ip, ls, lr 亦 过 公 ABC 的 泰勒 圆心 . 

定理 3 ”三 角形 的 外 心 ,泰勒 圆心 . 垂 足 三 角形 的 垂 心 三 者 共 线 . 

证 明 ”如 图 3.269, 令 O,H',T 312 Í 
A ABC 的 外 心 . 垂 三 角形 的 垂 心 .泰勒 圆 
心 , 则 TAYY 55 ZZ' 的 中 垂 线 的 交点 ， 
即 CD 的 中 点 . 

令 4H 的 中 点 为 有 ,KK 为 全 4BC 的 九 
点 圆 圆心 , M K 在 OH 的 中 点 , 所 以 
MK // 4A0 且 MK = Z 40. 

由 M,G,K,H' 分 别 为 AAEF, B 
ADEF 的 外 心 与 垂 心 , 且 MK | EF, 有 
MN = + AG, DH' = KN = 2 0G,Bf 
以 OGIL DE , 故 有 ODH' G 为 平行 四 边 形 ,而 泰勒 圆心 ?为 CD 的 中 点 , 故 O T, 
H' 共 线 . 


党 三 角形 的 富 尔 曼 圆 


三 角形 的 富 尔 受 圆 ”在 全 4B8C 中 ,HH 是 垂 心 ,1 是 内 心 ( 或 旁 心 ), NN 是 与 1 
对 应 的 纳 格 尔 点 .联结 AI, BI, CI 分 别 交 外 接 圆 于 4' ,B , C' ,这 三 点 关于 BC, 
CA , AB 的 对 称 点 分 别 为 4,, B2, C2. 又 Ai, Bi, G, 是 N 点 在 4H,BH， CH 上 的 投 
影 , 则 Ai; Bı; C1, A, B2, C2, N, HARKE. 此 圆 以 NH 为 直径 , 称 为 富 尔 曼 
圆 . 

证 明 ”如 图 3.270, 作 ID | BC 于 也 ,联结 4V 交 BC 
于 P, 由 于 1 是 公 4BC 的 内 心 ,N ÆI HERI, 
BP = DC = 方 (a +b -co), 其 中 a,b,c 是 人 4BC 的 三 
边 之 长 . i 

过 入 作 41 的 平行 线 交 4'4"( BC 的 中 垂 线 ) 于 4',, 则 


PR _ PN 
PS ` PA 


_ PS: PN 
> PA 


PR 


PN b+c-a 
由 于 PA a+b+c 


ac _ l = 
PS = BS - BP = 2 2 (a+ b- c) = 


(c-—b)X(a +b +c) 
2(b + c) 


故 PR = ps . EN (c-—b)(a+b +c) b+c-a _ 


PA = 2(b + c) a+b+c ` 
(b +c - a)(c- b) 

2(b + c) 
又 SD = sc - pc = z% 
+c 

(c+ b+a)(c — b) 

2( + c) 

则 PR = SD,RM = MHS(MN 是 BC 中 点 ). 即 
Rt 人 RMA’ ,  RtA SMA’ 

MA', = MA' 


-ÑL(a+b- e)= 


BD 4'> 必 与 4> 重合 . 
设 AH 延长 后 交 外 接 贺 于 GC, 则 H, G 关于 BC 对 称 , 所 以 
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LA'AH = Z AA'G = Z AAA 
X LNA,A' = Z A'A'A ,所 以 
ZNA;H = Z A"AA' = 90 

故 点 A: 应 在 以 NH 为 直径 的 圆 上 . 

同 理 , B2, C, 也 在 以 NH 为 直径 的 圆 上 . 

X 人 NA1H = 90, 则 点 A 必 在 以 NH 为 直径 的 圆 上 , 同 理 ,点 B, C, 也 在 
以 NH 为 直径 的 圆 上 . 

综 上 所 述 ,点 N.H,A,, B,, C2; A1 Bi, CI 八 点 共 圆 , NH 是 该 圆 的 一 条 直 
径 . 


党 三 角形 的 曼 海 姆 定理 


三 角形 的 曼 海 姆 定理 。 过 定 圆 圆 了 外 的 一 定点 4 , 作 圆 /的 切线 4E, AF， 
又 任意 作 圆 1 的 切线 与 4E ,AF 交 于 B8,C, 则 A ABC 的 外 接 圆 恒 切 于 与 4B ,4C 
相 切 的 定 圆 . (对 比 两 圆 内 切 的 性 质 定理 7) 

此 定理 实际 上 就 是 : 若 A ABC 的 两 边 4B, AC 位 置 一 定 , 且 内 切 圆 圆 了 的 位 
置 也 一 定 , 则 当 第 三 边 BC 移动 时 ,外接 圆 圆 4BC 恒 切 于 与 4B , 人 

证 明 ”如 图 3.271, 在 一 B4C 内 作 一 个 与 4B ,4C 相 
切 ,并 且 与 人 4BC 外 接 圆 相 内 切 的 圆 X, 切 点 为 忆 , 0,7. 
联结 TB,TC K TP , TQ ,可 得 

Z BTC = LABC + ZACB 


ZAPQ = ZAQP = T (ZABC + Z AGB) 
以 及 ~4PO = Z PTQ = 180 - (Z TPQ + Z BPT) 
fE Z BTC 的 平分 线 TY, 可 得 
ZCTY = T (ZABC + LACB) = Z PTQ 


从 而 Z PTY = Z CTQ 
延长 TO 交 圆 4BC F M ,过 T, M 分 别 作 圆 4BC 的 切线 TD , MG ,得 
ZÆ MTD = Z TMG 
但 TD 又 是 圆 X 的 切线 , 故 又 有 
LMID = LTQOC 
从 而 有 Z TMG = Z TQC 


因此 得 到 MG // 4C. 于 是 推 得 M 为 4C 的 中 点 .由 此 可 见 , BM 为 ABC 的 平分 


Ooo e, X 


R, LCTO = È ZAEC. 
因为 


ACTP = ZCTQ + LPTQ = | ZABC + 1 (ZABC + LACB) = 


ZABC + | ZACB 
BUL Z CTP > Z CTY > 人 CTQ ,可 见 TY 在 TQ, TP 2 ËJ , TY 必 与 PQ 相交 , 设 
交点 为 了 . 
联结 BF, Z BT = 人 CTI = 人 A4P0Q ,得 B,T,T,P 四 点 共 圆 ,从 而 有 


LPBr = PT = LCTQ = + ZABC, Br 为 Z ABC 的 平分 线 , 即 卫 在 BM 
E, 

同 理 又 可 推 得 CT 是 Z ACB 的 平分 线 , 故 卫 为 人 4BC 的 内 心 , 即 了 与 1 重 
心 

最 后 根据 I 为 定点 , 推 得 P,0 位 置 一 定 , 从 而 贺 PTQ 是 一 定 圆 .可见 ， 
A ABC 的 外 接 圆 恒 切 于 定 圆 圆 PTO. 


党 三 角形 的 极 圆 问题 


定义 ”一 个 三 角形 的 极 圆 ,是 以 垂 心 为 圆心 ,半径 由 
r? = HA + HD = HB - HE = HC + HF = 
WR os A saq B css G a + (BC + CA? + AB?) - 4R2 

给 出 的 圆 ,其 中 r,R 分 别 为 人 A4BC 极 圆 的 半径 与 外 接 圆 半 径 . 

显然 , 仅 在 三 角形 有 一 个 钝 角 时 , 才 有 实 的 极 圆 存在 . 

对 钝 角 三 角形 ,可 建立 如 下 定理 :9 

定理 1 关于 极 圆 , 三 角形 的 每 个 顶点 与 从 它 所 引出 的 高 在 对 边 的 垂 足 ， 
互 为 反 演 点 ;每 条 边 是 所 对 顶点 的 极 线 ,一 条 边 的 反 形 是 一 个 圆 ,以 所 对 的 顶点 
到 垂 心 的 连 线 为 直径 .以 三 角形 任 一 边 为 直径 的 圆 ,经 过 这 个 反 演 不 变 , 因 此 与 
极 圆 正 交 .更 一 般 地 ,通过 一 个 顶点 及 这 点 所 引出 的 高 的 垂 足 的 圆 , 即 以 从 顶点 
引 到 对 边 的 线段 为 直径 的 圆 ,经 过 这 个 反 滨 不 变 , 并 与 极 圆 正 交 . 外 接 圆 关 于 这 
个 极 圆 的 反 形 是 九 点 圆 ,如 图 3.272 所 示 . 


O ”约翰逊 .近代 欧 氏 几何 [M] . 单 坪 , 译 .上 海 : 上 海 教 育 出 版 社 ,2000:153-154. 
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关于 三 角形 的 极 圆 ,我 们 还 可 得 如 下 结论 : H 
定理 2 ZAPATER AE AHR. (可 E 
参见 极点 极 线 问题 定义 2) Z 
定理 3 ”一 个 垂 心 组 的 任意 两 个 极 圆 正 交 ( 垂 心 
组 有 三 个 实 的 ,一 个 虚 的 极 圆 ) 


定理 4 任意 两 个 极 圆 的 根 轴 是 第 三 个 顶点 引 P p C 
出 的 高 . 3.272 
«so SAHI DI B] asi 


定义 “如果 两 个 圆 关 于 一 个 圆 互 为 反 形 ,那么 这 个 圆 称 为 这 两 个 圆 的 逆 
相似 圆 . 

在 反 演 变换 中 已 介绍 对 两 个 互 为 反 形 的 圆 , 反 演 中 心 是 它们 的 一 个 位 似 中 
心 , 这 两 个 圆 关 于 反 演 的 对 应 点 是 逆 对 应 点 .因此 ,两 个 已 知 圆 至 多 有 两 个 逆 相 
似 圆 ,在 所 有 情形 ,这 些 逆 相似 圆 与 已 知 圆 共 轴 . 为 了 使 两 个 圆 的 一 个 位 似 中 心 
成 为 一 个 逆 相 似 圆 中 心 的 充 要 条 件 是 它 到 每 一 对 逆 对 应 点 的 距离 的 积 ( 定 值 ) 
为 正 数 , 这 个 数 是 反 演 半径 的 平方 . 

利用 反 演 可 将 已 知 圆 变 为 同心 圆 或 直线 ,我 们 有 如 下 结论 :Q 

定理 1 ”两 个 相交 的 圆 有 两 个 逆 相 似 圆 ,通过 它们 的 交点 ,互相 正 交 , 圆 心 
即 两 个 已 知 圆 的 位 似 中 心 . 两 个 不 相交 或 相 切 的 圆 仅 有 一 个 逆 相 似 圆 ,与 已 知 
贺 共 轴 , 圆 心 为 外 位 似 中 心 或 内 位 似 中 心 , 根 据 已 知 圆 外 离 、 外 切 或 内 含 、 内 切 
而 定 . 

定理 2 ”两 个 同心 圆 仅 有 一 逆 相 似 圆 , 它 与 已 知 圆 同心 ,半径 为 已 知 圆 半 
径 的 比例 中 项 .两 条 相交 直线 有 两 个 逆 相 似 圆 , 即 它们 的 角 平 分 线 , 这 两 个 圆 互 
相 正 交 . 

对 于 如 上 定理 ,有 上 述 推 论 : 

推论 1 任意 两 个 圆 可 以 通过 反 演变 为 相等 的 圆 . 

事实 上 ,只 需 将 反 演 中 心 放 在 任 一 个 逆 相 似 圆 上 ,后 者 反 演 成 一 条 直线 ,两 
个 圆 的 反 形 关于 这 条 直线 互 为 反 形 , 即 它们 相等 并 且 关 于 这 条 直线 对 称 . 

推论 2 ”对 于 已 知 的 三 个 圆 , 至 多 有 八 个 点 ,以 它们 中 的 任 一 个 为 反 演 中 
心 ,可 以 将 这 些 圆 变 成 等 圆 .但 这 样 的 点 也 可 能 不 存在 . 

事实 上 ,车 以 已 知 圆 中 任意 ,两 对 的 逆 相 似 圆 的 一 个 交点 为 反 演 中 心 , 则 三 


O 约翰 还 .近代 欧 氏 几何 学 [M] . 单 博 , 译 .上 海 : 上 海 教育 出 版 社 ,2000:81-83. 
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个 已 知 圆 便 变 成 等 圆 .第 三 对 的 逆 相 似 贺 显然 也 通过 这 样 的 点 .在 最 有 利 的 情 
形 , 所 有 的 圆 都 相交 ,有 三 对 逆 相 似 圆 ,其 中 任 两 对 将 有 八 个 交点 ; 男 一 方面 ,可 
能 发 生 每 两 个 逆 相 似 圆 不 相交 的 情形 .例如 , 若 一 个 已 知 圆 非常 大 ,而 另 两 个 相 
对 地 其 小 ,并 且 每 两 个 圆 的 距离 很 大 ,就 会 出 现 这 种 情形 . 

推论 3 存在 一 个 反 演变 换 , 使 三 个 已 知 点 的 反 演 点 组 成 的 三 角形 ,与 一 
个 已 知 的 三 角形 相似 . 

事实 上 ,车 有 A ABC 与 人 POR, 则 存在 一 个 反 演变 换 将 4, B,C 变 为 4'， 
B' ,C' ,满足 人 4'B'C' om A PQR. 这 是 因为 反 演 中 心 0 可 由 条 件 人 40B = 
Z ACB + Z PRQ, BOC = X BAC + Z QPR 确定 , 它 是 一 个 过 4 ,8 的 圆 与 一 
个 过 B,C 的 圆 的 交点 ( 反 演 变换 的 性 质 ) . 

推论 4 “不 共 圆 的 四 个 点 可 反 演 成 一 个 三 角形 的 顶点 和 垂 心 . 

事实 上 ,考虑 过 一 点 4 的 三 个 圆 圆 4BC , 圆 ABD , 圆 4CD 的 逆 相 似 圆 . 若 将 
这 三 个 圆 反 演 为 直线 B'C ,B'D' , C D , 则 首相 似 圆 变 成 A B'C'D' 的 角 的 平分 
线 .这 六 条 角 平 分 线 相交 于 四 点 ,所 以 在 原来 的 图 中 ,六 个 逆 相 似 圆 相交 于 四 
点 ,现在 取 其 中 一 点 为 反 演 中 心 , 则 过 这 一 点 的 三 个 逆 相 似 圆 变 成 直线 .因此 圆 
ABC , 圆 ABD , 圆 ACD 变 成 等 圆 . 于 是 由 垂 心 组 性 质 定理 知 这 三 个 等 圆 的 交点 
构成 垂 心 组 ， 

推论 5 任意 四 点 可 反 演 成 一 个 平行 四 边 形 的 顶点 . 

事实 上 , 设 这 四 点 不 共 圆 ,同上 考虑 过 其 中 每 三 个 圆 的 圆 ,以 及 这 四 个 圆 的 
逆 相 似 圆 ,除去 上 面 已 经 确定 过 的 、 逆 相似 贺 的 四 个 交点 外 , 圆 ABC 、 圆 ADC 的 
逆 相 似 圆 与 圆 ABD , 圆 CBD 的 首相 似 圆 交 在 其 他 四 个 点 (考虑 经 过 反 演 后 所 得 
的 简单 图 形 ,可 知 这 些 交 点 确实 存在 ). 若 取 一 个 这 样 的 点 为 反 演 中 心 , 所 得 的 
圆 两 两 相等 ,它们 的 交点 是 平行 四 边 形 的 顶点 . 

推论 6 任意 四 个 共 贺 的 点 ,可 以 反 演 成 长 方形 的 顶点 . 

事实 上 , 设 4,C 在 圆 上 将 B,D 分 开 , 与 已 知 圆 正 交 的 圆 ,一 个 过 4,C, 另 一 
个 过 B,D ,它们 相交 于 鲜 ,Y 两 点 .以 X 为 反 演 中 心 , 则 图 ACX 与 圆 BCX 变 成 相 
XF Y 的 直线 ,已 知 圆 变 成 与 它们 正 交 的 圆 , 因此 圆心 为 Y .于 是 ,4'C' 与 
B'D' 是 它 的 直径 , 即 4'B'C'D' 是 长 方形 . 


党 布 罗 卡 尔 几 何 的 推广 问题 


对 布 罗 卡 尔 几何 的 推广 ,有 很 多 的 尝试 ,这 里 介绍 几 个 结果 .O 


D 约翰逊 .近代 欧 氏 几何 学 [M] . 单 坪 , 译 .上 海 :上海 教 育 出 版 社 ,2000:266-267. 
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定理 1 设 P,O 为 任意 两 点 ,全 P, P, Ps 与 人 010203 是 它们 关于 A ABC 
的 密 克 三 角形 , PJP 交 010 于 Bi,P2P 交 Q,0 F B2, P, P 交 030 于 Bs, 则 Bi, 
B,, B3, P, Q 在 一 个 圆 上 (这 圆 称 为 推广 的 布 罗 卡 尔 圆 ). 从 这 些 点 B. 向 对 应 的 
底线 作 垂 线 ,这 些 垂 线 相 交 于 这 个 圆 上 的 一 点 0, 过 这 些 点 B, 作 底线 的 平行 
线 , 这 些 线 相交 于 这 个 圆 上 的 一 点 K(0 ,天 分 别 为 人 4BC BJ PF U IESS SKU). 
公 B1B,Bs 与 人 4BC HWM. h A,B,C 分 别 作 A B,B,B, 的 边 的 垂 线 或 平行 
线 ,它们 相交 在 A ABC 的 外 接 圆 上 . 

定理 2 设 天 为 人 4BC 所 在 平面 上 任意 一 点 ,4K 3 BC 于 K' ,等 等 .过 K 
分 别 平行 于 AC AB 的 直线 交 4B ,4C T Ls, M2, W) AL, BL,, CL 交 于 一 点 W, 
AM,, BM,, CM; 交 于 另 一 点 W .这 些 点 有 许多 性 质 与 布 罗 卡 尔 点 的 性 质 类 似 . 

定理 3 设 P 为 个 4BC 所 在 平面 内 任意 一 点 , 忆 EZ BJ AHIA, AP 
交 A ABC 的 外 接 圆 于 B1, 等 等 ; B, 关于 BC 的 对 称 点 是 C1, 等 等 ;C1P 交 高 AH 
于 D1, 等 等 . 则 七 个 点 H, C, C2, C3, Di, D2, Ds 在 一 个 圆 上 ,并 且 五 的 对 径 点 7 
f: A ABC 中 的 位 置 对 应 于 P 在 A ABC 的 中 位 线 A 0,0,0, 中 的 位 置 . 

又 设 0.P,02P,03P 交 个 4BC 的 九 点 圆 于 庆 , X2, X, ; T Yi, Y,, YY 分别 为 
Xi, X2, X3 XF 0203, 0301, 010: 的 对 称 点 ; 设 00, 与 PY 相交 于 2Z1, 等 等 . 则 
七 个 点 0( 外 心 ), Yi, Y2, Y3, Zi, Z2, 23 共 圆 . 

特别 地 ,在 前 面 结 论 中 ,P 为 内 心 时 ,该 圆 即 为 富 尔 曼 圆 ;在 后 面 的 结论 中 ， 
P 为 重心 时 ,该 圆 即 为 布 罗 卡尔 圆 ， 

推广 布 罗 卡尔 几何 到 完全 四 角形 的 尝试 , 则 有 如 下 结论 : 

定理 4 在 一 个 调和 四 边 形 ( 对 边 乘 积 相等 )4BCD 中 ,存在 一 个 点 P 与 另 

LPAB = ZX PBC = Z PCD = Z PDA 
Z QBA = Z QCB = Z QDC = Z QAD 

则 像 4P, BQ 这 样 的 直线 相交 得 到 的 四 个 交点 在 一 个 圆 上 ,这 圆通 过 ABCD 的 
外 接 圆 圆心 0. 设 OK 为 这 个 圆 的 直径 , 则 天 是 对 角 线 的 交点 ,对 应 于 共 斩 重 心 . 
过 天 而 且 与 边 平行 的 直线 交 其 他 的 边 ,得 到 八 个 点 ,这 八 个 圆 在 一 个 圆 上 , INJ 
心 是 OK 的 中 点 .其 他 图 克 圆 的 类 似 结论 也 可 仿照 写 出 .Kk 是 到 四 角形 各 边 距 
离 的 平方 和 最 小 的 点 . 


党 正三 角形 问题 


定理 1 过 正三 角形 顶点 的 弦 AD 交 其 外 接 圆 于 D, 则 AD = BD + CD, 如 
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3.273 所 示 . Z 
WA 取 DE = CD, A DEC 为 正三 角形 , 则 
AAEC 2 ABDC 


BD = AE À 
命题 得 证 . 
注 ”此 定理 亦 为 托 勒 密 定理 的 推论 4. 图 3.273 
定理 2 P 为 正三 角形 内 切 贺 0 上 的 点 , BA A 


Z AOP = a, 如 图 3.274 所 示 ,内 切 圆 半径 为 ">, 则 P 5 = Tt P 
点 距离 平方 和 等 于 157?. 
证 明 PA? = PO? + AO? —- 2P0 + AOcos a = 


5r? ~ 4r2cos a 


B C 
PB? = 5r - 4r2cos(120° ~ a) | 
PC? = 5r? - 4r2cos(120° + a) 3.274 
而 cos a + cos(120P + a) + cos(120p - a) = 0 


于 是 结论 获 证 . 

定理 3 在 正三 角形 各 边 上 任 取 一 点 ,那么 顶点 与 二 邻 边 上 所 取 点 所 成 三 
个 三 角形 的 欧 拉线 交 成 的 三 角形 与 原 三 角形 全 等 . 

证 明 ”如 图 3.275, 在 正 A ABC 的 边 4B,AC， 
BC 上 分 别 取 点 X,Y,Z, 公 AYZ, 公 BXZ, 公 CXY 的 
欧 拉线 1, m,n 三 线 两 两 交 于 L, M,N. 

又 根据 三 角形 的 密 克 尔 点 定理 , 公 AYZ， 
公 BXZ, 公 CXY 的 外 接 圆 三 圆 共 点 , 设 为 0. 又 设 
这 三 个 三 角形 的 外 心 分 别 为 P, 8,R, 那 么 2 PQR 
为 正三 角形 . 

在 A AYZ 中 , 欧 拉线 ! 过 外 心 P 及 垂 心 5. 连 
AS, Y #JAZ 的 垂 足 为 了 .再 引 P 到 AY WER, EE 
为 I,WJ A API SO A ASJ. 


这 是 由 于 人 YAJ = Z ZSJ = 60( 等 角 的 余 角 );A1 = + AY = A(R 


垂 线 平分 弦 ); PI = pA = SJ ŞAP = AS H Z1 = Z2,# SP // BC, 即 
l AM BC. 同 理 m // 4C,n /4B. 这 已 证 I, m, n 相交 所 得 A LMN 是 正三 角形 . 
其 次 证 A LMN 全 等 于 人 4BC. 
在 全 LMN 中 以 P,Q,R 为 分 点 ,分 成 中 间 是 正 A PQR, ZWE APRM, 


ON 


(xro Ootu =Z m = m = 


Je E mim === 


— Ää Anaan  — 


AQRL,A PQN 的 四 个 三 角形 . 其 中 A PQN ARPM, 这 是 因为 PQ = 
RP( 公 PQR 为 正三 角形 ) ,3 = 人 4( 公 PQR 为 正三 角形 ) ,5 = 6( 注 意 : 通 
过 计算 人 6 = 180 - 6 - (120 - Z5)) , WJ 
QN = PM,NP = MR 
又 过 Q,R fE BC ERQE, RF. JA 


L3 = Z4 = 60P 
得 GN = T QN, HM š DMR 
于 是 CN + HM = (QN + MR) = + (PM + NP) = +MN, GH = MN 
而 EF = EX + XF = + (BX + XC) = + BC 
x GH = EF 
于 是 MN = BC 
故 A LMN £2 A ABC 


定理 4 正三 角形 的 外 心 与 三 顶点 连 线 上 各 取 一 
点 ,那么 外 心 与 所 取 三 点 ,分 别 形 成 的 三 角形 的 欧 拉 线 三 
线 共 点 . 

证 明 ”如 图 3.276, 在 正三 角形 ABC 中 ,0 为 外 心 . 
在 04,08,0C 上 各 任 取 一 点 X,Y,Z. 那么 A 0XY, 
A 0YZ,A 0XZ 的 欧 拉 线 三 线 共 点 . 


注 ”三 条 欧 拉 线 分 别 在 A oxy, A 0YZ,A 0XZ 形 外 . 


党 受 可 尔 斯 定理 


爱 可 尔 斯 定理 1 # AAB C H AAB C 都 是 正三 角形 , 则 线段 414，， 
BiB2, CiC2 的 中 点 也 构成 正三 角形 . 

这 是 爱 可 尔 斯 1932 年 在 美国 《数学 月 刊 》 上 论述 过 的 问题 。 

证 明 ”如 图 3.277, 设 正 AAB C 的 边 长 为 a, 正 A A,B,C, 的 边 长 为 6， 
Ah142, BI B,, C1C2 的 中 点 分 别 为 D,E,F, 延 长 41B1, 4A2B, XF M,A1Ci, Ah2C2 
XF N, 因 为 人 MAIN = ZMAN = 60P, 所 以 4,MN,N,4; 四 点 共 圆 ,所 以 
ZM = 人 N( 设 为 a) ,在 四 边 形 A;B, B24: 和 四 边 形 A, Cı C242 中 ,由 梯形 中 位 
线 定理 推广 中 的 定理 2, 有 


Ny — 


l = | V at + b? + 2abcos a 


得 DE = DF. 同 理 可 得 DE = EF. 故 A DEF 为 正三 角 
形 . 

由 上 述 定理 又 可 得 : 

爱 可 尔 斯 定理 2 # AA B,C, AA,B:C2, 
公 h3B3C3 都 是 正三 角形 ， 则 公 414243, 公 B1B,B;， 
AC CC 的 重心 也 构成 正三 角形 . 

WRA 设 4142, BiB2, C C; 的 中 点 分 别 为 D, A 
Ee, mm 3.278 所 示 , 则 由 爱 可 尔 斯 定理 1 知 >e 
ADEF' 为 正三 角形 , 又 设 D,E,F 分 别 为 43D'， RSA 


Ps JD `. 
B3E' ,C3F' 上 的 点 , 且 X fia 
AD BE CF PSS à 


DD = EE = FF "2 Pa A 
则 D,E,F 分 别 为 &AA,A,43, AB,B2B3, 图 3.278 
ACCC 的 重心 ,由 梯形 中 位 线 定理 推广 中 的 定理 
2, 有 
EF = — (am)? + (bn)? + 2ambncos a 
A = 2, 可 得 DE = DF = FEF, 即 人 DEF 为 正三 角形 ， 
党 受 可 尔 斯 定理 的 推广 


定理 1 设 AAíB,G.2. AsB;G; 均 为 正三 角形 ,D,E,F 分 别 为 AiA;, 
B, B2, C C; 上 的 点 , 且 


则 ADEF 为 正三 角形 . 

根据 梯形 中 位 线 定理 推广 中 的 定理 2 不 难得 到 其 证 明 ( 略 ). 

定理 2 设 AAB, Ci, OABC 同 向 相似 ,D,E,F 分 别 为 414;,B1B;， 
C C, 上 的 点 , 且 
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则 ADEF 也 与 A.A B, G, 及 AAB, C 同 向 相似 . 
证 明 如 图 3.279, 延长 Aı Bı, A;B; 交 于 M, Domh 
Z 
41C1,42C2 XF N, AA BC 的 三 边 为 a,b,c, 则 SKA 
AA;,B,C, 对 应 的 三 边 为 a' ,b' ,ec' ， KE a 
因为 MAIN = LMAN, RVA A, M,N, 3, £ SS ÀY. 


所 以 ZM = ZN = a, 在 四 边 形 A,B, B4, 和 四 边 形 M >a 
A) Ci Cz42 中 ,分 别 由 梯形 中 位 线 定理 推广 中 的 定理 2, s, 
有 图 3.279 
DE = L = (cm) + (c'n)? + 2cme'ncos a 
DF = z V (bm)? + (b'n)? + 2bmb'ncos a 
c c 
uy = b = k, 则 
c = bk,c' = b'k 
从 而 有 
gp 1 , , 
DE = + T V (bkm)? + (b'kn)2 + 2bkmb'kncos a = 
z Ë zy (bm)? + (b'n)2 + 2bmb'n ` cos a = kDF 
DE 
则 DF = k 
š 41B DE 
Bp AiC! = DF 
AB, _ AC; 
亦 即 DE ` DF 
AıBı BC 
同 理 可 得 DE ` EF 


故人 DEF 5; AAB, Ci, AAB C, 同 向 相似 . 
定理 3 设 n HÉ A,B Ci 与 n 边 形 42B2…C2 同 向 相似 ,点 D,E,…,F 
分 别 在 A42, B1B;,*…, CI C; F. B. 


AD BE CIF m 


pr 
则 n 边 形 DE- F Ej n WÉ A, Bye Ci 及 4，B，… Ca 同 向 相似 . 

证 明 ”如 图 3.280, 因 为 n 边 形 41B1… C, 与 n 边 形 4，B8,…C, 同 向 相似 ， 
UA AAB C 与 人 42B2Ci 也 同 向 相似 ,由 定理 2 有 人 DEF 与 人 41BiC); A 
向 相似 ,得 


Treasure N Ceometry 


LEDF = ZBA, c AE = 人 

将 n 边 形 每 一 对 应 顶点 , 及 夹 这 角 的 两 < 
边 所 构成 的 三 角形 应 用 定理 2, 则 可 得 对 应 顶 ” 
角 相等 ,对 应 边 成 比例 , 故 n AÉ DE: :: F Ej n 
WÉ 41B1… C, 及 ABr C, 同 向 相似 . 

定理 4 如 图 3.281, 设 AA;B,.G,, 
全 A2B,C,, 合 43B3Cs 均 为 正三 角形 ,D' , E ,F' 


分 别 为 4142, B1B;, C C, 上 的 点 ， EU = 


B E' CF’ m , r 
E'B, ` F'O, n D,E, 分 别 为 43D , BE , 


A; D Bs E C3 F 


ADEF 为 正三 角形 . 图 3.281 
证 明 ”由 于 ABC 与 AAB C 均 为 正三 角形 , 由 已 知 及 定理 1 得 
AD'E'F 为 正三 角形 . 
同 理 ,对 人 43B3C3 和 公 D'E'F"' 应 用 定理 1 得 人 DER 为 正三 角形 . 
定理 5 AA tB CIA A B Ca, SADC BJ H. D.E. F 分 别 为 


A A2, BiB, C C, 上 的 点 ， nT = PB. FOG =n D,E, FIA AD, 


BE, GF LHA IS? -B = GE = A NO DE EEN AAA 
向 相似 . 

证 明 ”由 定理 2, 公 D'E'F' 与 人 A1B1C1 及 全 42B2C; 同 向 相似 ,全 DEF 与 
和信 h3B3C3 及 公 D'E'F"' 同 向 相似 ,故人 六 DEF 与 Ah1BIC', 人 42ByC2, 人 43B3C3 
同 向 相似 . 

定理 6 n 边 形 A,B Ci, A2Bx C2, A3B3 Ca 辣 向 相似 ,D' ,EE'’,…,F" 


分 i 点 AD BE _ _ GF m 

32 A142, B. B,, , C, C, 上 的 点 EDA = E'B, = = F = u D, 
, AD BE CF s 

E, F RAH As D',ByE',---, CGE EOR, Epp = gr = ” = PF => +° 


N) n AÉ DE: F Ej n E AA 及 4h3B3… Cs 同 向 相似 . 
证 明 HHAEEE3,n WEDE- F' 与 n 边 形 41B1… Cl 及 42B82…C2 同 向 相 
似 ,n 边 形 DE…F 与 n 边 形 43B3…C3 及 D'E OF 同 向 相似 ,所 以 n AÉ 
DE--- F 5 n 边 形 41B1… Ci, A2B2t Cy, A3 Batt Cs 同 向 相似 . 
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党 三 圆 的 相似 轴 问 题 


三 圆 的 相似 轴 ”车 三 圆 各 不 相等 且 圆 心 不 共 线 , 则 它们 两 两 之 间 的 六 个 
相似 中 心 分 布 在 四 条 直线 上 ,每 条 直线 上 有 三 点 ,这 四 条 直线 叫做 三 圆 的 相似 
轴 . 

三 圆 的 相似 轴 , 载 于 蒙 日 的 Geometrie descriplive (1798) 中 . 
证 明 ”如 图 3.282, 假 设 圆 01, 圆 O,, Bl 03 各 
不 相等 且 圆 心 不 共 线 , 而 圆 O, 与 圆 03, IB] 03 与 圆 
01, 圆 0, 50 0; 的 外 相似 中 心 各 为 51, Sz, 53, 内 
相似 中 心 各 为 S'1, S293. 

把 三 个 圆 看 做 是 顺 位 似 图 形 时 ,那么 SiS S S > 
S, 三 点 共 线 . 

把 圆 03 与 圆 01, 圆 o, 与 圆 0 看 做 是 逆 位 似 
图 形 时 , 且 把 圆 o, 与 圆 0; 看 做 是 顺 位 似 图 形 时 ,那么 S'3, S's, 51 三 点 共 线 ， 

再 把 上 述 两 种 看 法 在 各 图 中 调换 一 个 ,还 可 得 到 两 组 相似 中 心 5S'3, Sz,S' 
和 S3, S'2, S'i 也 分 别 是 共 线 的 . 

所 得 的 四 条 直线 ,都 是 原来 三 圆 的 相似 轴 . 


党 圆心 共 线 的 三 圆 问题 


定理 Zt A ABC 的 顶点 4 引 一 直线 4M 交 边 BC FM, AMC = 20, 
0 和 7 是 人 48BC 的 外 接 圆 圆 0 和 内 切 圆 圆 了 的 圆心 ,以 01, 0; 为 中 心 ,以 mm 
为 半径 的 圆 圆 0, , 圆 O, 都 与 圆 0 内 切 , 且 圆 O, 与 AMC 的 两 边 相 似 , 圆 O, 55 
Z AMB 的 两 边 相 切 , 则 9 

(1) 联结 01, 0: 的 直线 经 过 I. 

(2) 点 了 分 线段 0,0; RH tað : 1, Ë. ri + r = r2sec29, 其 中 7 是 圆 1 的 
半径 ,如 图 3.283 所 示 . 

上 述 问题 在 1938 年 由 多 产 和 敏锐 的 几何 学 家 泰 巴 尔 特 提出 ,长 期 没有 解 
决 ,直到 40 多 年 后 才 由 英格兰 的 泰勒 给 出 解答 . 


O 杨 鼎 文 .中 心 共 线 的 三 圆 []]. 数 学 教学 研究 ,1985(3):39. 
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ON 
WRA 设 E,F,K 是 圆 01, 圆 0,, 圆 /与 直线 BC 的 

切 点 , 令 O1F = rt0 = ry, IK = r,AC = b,AB = c, P 
在 A ABC 中 ,通过 繁杂 的 计算 得 到 了 
rı = r(- rtanð — (c — b)tan 0 + ri)(ri - r) Ç 
PA r(— rco 0 - (c — b)cot 0 + ri) T. 
Oak PSSSEP ws T 
FK = rcot 0, KE = rtan 0 d 
利用 这 些 表示 式 我 们 可 以 证 明 直线 0 的 斜率 = g 
直线 0, 的 斜率 ,因此 0,1,1,0: ER. r 
我 们 还 可 以 证 明 = 
Ql FK 1 = 

IO, = KE = tað 

K r = ricos20 + rzsin20 
(由 提供 者 给 出 的 关系 ri + rs = rzsec26 显然 不 成 立 ,因为 维 数 上 是 不 正确 的 )、 @ 


由 类 似 于 上 述 距 离 关 系 的 表达 式 , 还 可 以 证 明 : 若 了 是 顶点 4 所 对 的 旁 切 
圆心 , 圆 0'1, 圆 0'; 都 与 圆 0 外 切 , 而 且 它 们 也 与 BC 及 AM 的 延长 线 相 切 , 则 


0'i, l' ,0'> EA = tan?ĝ, r; = r'icos20 + r'sin20. 
当 M 与 内 切 圆 圆 1 同 BC 的 切 点 KK 重合 时 , 则 7 = r, = r, Ë tan 20 = 
ZM MSK 重合 时 , 则 n= r = r, B un20 = -27 


党 三 圆 相 切中 的 平行 线 问题 


b: 


众所周知 , 圆 01, 圆 0; 均 与 圆 O 相 切 的 情形 有 三 种 (图 3.284): 

(1) 01, 圆 0: 均 内 切 于 圆 0. 

(2) 圆 01, 圆 O, 分 别 内 、 外 切 于 圆 O. 

(3) BH 01, 圆 O, 均 外 切 于 圆 0. 

为 了 讨论 问题 ,注意 凯 西 定理 (一 ) ,或 看 下 面 的 引 理 . 

311 设 圆 01, 圆 0, 切 圆 0 于 4,8B 两 点 ,它们 的 半径 分 别 为 rj,r; 和 员 , 则 
(1) 在 情形 (1),(3) 中 , 圆 0 , 圆 0, 的 外 公 切 线 长 


_ AB /(RzrD(R£ r> m 
> R 
其 中 内 切 时 取 “-”, 外 切 时 取 “+”. 


tl2 


NO 
ON 


pa Ë msnm g ADEK 


@ -ooo, - z WA 


J. 何 


(BD AA 


(b) 
图 3.284 
(2) 在 情形 (2) 中 , 圆 01, 圆 O, 的 内 公 切 线 长 
= R 


tlz 

下 面 仅 证 (2) , (1) 可 类 似 地 证 明 . 
HA 01, 圆 O, 的 内 公 切 线 为 GH ,如 图 3.285 
所 示 , fE 10, / GH X 0,H 的 延长 线 于 7, 令 


AB? = 2R? - 2Ršcos a 
2 
即 e 


又 0,0} = 00} + 002 - 200, - 00;cos a = 
(R-n) + (R + r>)? —- 
2(R- rm)(R+ r)Q - 45) = 
AB2( R — ri)(R + r2) 
R; 
所 以 ú, = GR = 0P= 0,0} - 0,P = 
0,02 - (ri + r2)* = 
AB? - (R — r )(R + r2) 
R? 
m TIE 
引 理 2 设 圆 0,, 圆 0,, 圆 0;, 圆 O, 顺 次 (内 或 外 ) 切 于 圆 0 , 则 圆 O, , 圆 
0; 公 切 线 长 (对 情形 (1), (3) 取 外 公 切 线 , 对 情形 (2) RAAR) GO < i < 
j <4) 满足 关系 


(ri + r2)? + 


tit + tl4t23 = tita © 
事实 上 ,注意 到 顺 次 与 圆 O 相 切 的 四 圆 圆 O, 的 切 点 均 在 圆 O 上 ,将 引 理 1 
中 的 公式 , 求 得 各 切 点 间 的 距离 代 人 托 勒 密 定理 便 得 . 
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$o “在 引 理 2 中 , 若 四 圆 中 有 的 圆 变 为 点 (点 圆 ), 式 @ 同样 成 立 ;特别 地 ,四 个 圆 都 是 
点 时 , 即 为 托 勤 密 定理 ,从 而 是 它 的 推广 . 

定理 1 设 圆 0,, 圆 0;, 均 与 圆 O, AH, A 0, ,加 
0, 的 内 分 切线 AB, CD 分 别 交 圆 03 F A,B,C,D, W 
AC, BD 分 别 与 圆 01, 圆 0, 的 外 公 切 线 平行 ,如 图 3. 286 
所 示 .O 

证 明 RA o0, A O, 的 外 公 切 线 EF 2 AB, CD 
于 M,N, 据 引 理 2, 对 于 圆 O, , 圆 O, MADA C, HA, 
有 


AG' - CH + AC » EF = AH' - CG @ 
x AG' = OA - OG',AH' = OA + OH' 
CG = OC + 0G,CH = OC - OH 
而 OG = 0G',O0H = OH',EF = OM + ON 
HG = OH + OG = OH' + OG' = HG = MN 
所 以 @ 可 化 为 
MN _ OM + ON @ 
AC OA + OC 


f A OMN Ñ AOAC th, Z MON = ZX A0C = a, FÈ 
_ OM2 + ON? - MN2 _ OA? + OC? - AC? 
S 20M - ON = 20A- 0C 
则 (OM + ON} ~- MN? _ OM : ON 
(QA + OC} - AC ~ OA- 0G 
MN? (OM + ONY 
由 加 有 AC? ` (OA + OC) 
、 MN? (OM - ON) 
所 以 有 AC? ` (OA - OC)2 
当 r, > nif, AA OM > ON,OA > 0C, 因 此 
MN _ OM - ON _ OM + ON 
AC ` OA- OC ~ OA + OC 


I MN OM ON 
这 时 得 到 AC = 04 = OC 
故 MN // AC 
即 EF // AC 


O 张志华 . 相 切 贺 与 平行 线 [了 .中 学 数学 ,1991(7):27-28. 


[x ) p 3 p — 3 Z z = r — = "g 


2< 


hpa B maan =i Ei 


二 
=: 


n fm 瑰 宝 


注 ”对 于 情形 (3), 只 要 注意 到 4G' = 06' - OA, CH = OH - 0C, 而 AC , CH 不 变 便 知 
定理 1 的 类 似 结论 仍然 成 立 . 
定理 2 HA 01, 圆 0 分别 与 圆 0; 内 
切 和 外 切 , 圆 0, , 圆 O, 的 外 公 切 线 AB, CD 
交 圆 03 F A,B,C,D,WI= AD, BC 分别 与 圆 
01, 圆 O, 的 内 公 切 线 平行 ,如 图 3.287 所 示 . 
证 明 DU 01, 圆 0, 的 内 公 切 线 GH , 
G'H' 交 4B, CD 于 M',N 和 M,N'. 据 引 理 2， 
对 圆 01, 圆 O, MAAAR B, 圆 C, 有 
BF - CE' + BE » CF' = BC - GH 


又 BF = OF - OB,BE = OB - OE 
CE' = OF' - OC,CF' = OF’ - OC 
且 OF = OF',OE = OF’,EF = OF - OE = MN 
GH = MN = ON - OM = ON - 0M' 
所 以 有 M'N ON- OM' 


BC ` 08 - OC 
再 应 用 余弦 定理 和 比例 性 质 , 可 得 
MN _ ON + OM _ ON - OM 
BC ` O0B+ OC `” 08- 0C 


i MN ON OM' 
所 以 BC = OB = OC 
于 是 M'N // BC 

Rp GH // BC 
党 圆 内 的 切 圆 问题 


证 明 ”如 图 3.288, 因 小 贺 半 径 为 也 R, 故 一 个 小 贺 27 
的 面积 为 nR) = gR. 四 个 小 圆 面积 之 和 为 4x as a 


定理 1 在 一 个 半径 为 R 的 大 贺 内 ,任意 画 四 个 半 
BHIR 的 小 加 ,那么 这 四 个 小 圆 面积 之 和 恰好 等 于 大 AÀ 


D 张 怀 寿 . 圆 的 三 个 有 趣 特性 [J] .数学 教学 研究 .1985(3) :11. 
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定理 2 在 一 个 半径 为 R 的 大 圆 内 ,对 称 地 画 四 个 半径 为 二 R 的 小 圆 ,如 
图 3.289, 那 么 这 个 大 圆 中 四 个 阴影 部 分 面积 和 恰好 等 于 四 个 小 圆 重 痊 部 分 面 


积 之 和 |. 

证 明 ”由 定理 1, 知 四 个 小 圆 面积 之 和 等 于 大 圆 面 
积 ,而 图 3.289 中 的 空白 部 分 是 大 ,小 圆 共 有 的 , 故 大 圆 
的 其 余部 分 (大 圆 中 的 四 个 阴影 部 分 ) 面积 之 和 无 疑 等 
于 四 个 小 圆 重 释 部 分 面积 之 和 . 

定理 3 在 一 个 半径 为 R 的 大 圆 内 , 沿 任 一 直径 画 
n( 大 于 1 的 自然 数 ) 个 互相 外 切 的 小 圆 , 且 第 一 个 与 最 后 
一 个 小 圆 与 大 圆 相 内 切 ,那么 不 论 这 几 个 小 圆 的 大 小 如 
何 (当然 它们 的 半径 都 必须 小 于 R) ,这 n 个 小 圆周 长 之 
和 恰好 等 于 大 圆 的 周 长 ,如 图 3.290 所 示 . 

证 明 “” 设 各 小 圆 的 半径 为 m ,rz，…m.: 因 个 小 贺 
沿 大 圆 直 径 相 切 排 满 , 故 rm + r+ … + r, = R. 因 此 ,各 
小 圆周 长 之 和 为 2rrl + 2rrz + … + 2xzr, = 2r(rl + 
r +… + Tn) = 2xR. 这 恰好 等 于 大 圆 的 周 长 . 


党 相 切 八 圆 问 题 


定理 1 圆 0,, 圆 0:, 圆 03 两 两 外 切 , 圆 0, 切 
圆 0,, 圆 03 于 4,C, 圆 0, 与 圆 0; 切 于 B, 圆 0,5 
圆 01, 贺 0,, 圆 0, 分别 外 切 于 D,E, F, 403.291 
所 示 , 则 圆 4DE , 圆 BEF, 圆 CDF 两 两 外 切 , 且 与 圆 
ABC HAH. 

证 明 ” 先 看 如 下 一 条 引 理 : 

引 理 1 O, (ri), B] O,(r,) , B] 03(r) 两 两 
外 切 , 圆 O, 与 圆 0,, 圆 0, 切 于 4,C, 圆 O, 与 圆 03 
切 于 B, 则 分 别 过 4,B,C 三 点 的 三 条 公 切 线 交 于 一 点 . 


事实 上 , 如 图 3.292, 设 过 4 的 公 切 线 与 过 C 的 公 切 线 交 于 已, 则 PA = 


O 黄 华 松 , 黄 光 文 . 八 圈定 理 [ 习 .中 学 数学 ,2006(11) :封底 


g = x 及 ,正好 是 大 圆 的 面积 , 且 与 四 个 小 圆 在 大 圆 中 的 位 置 无 关 . 


图 3.291 
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PC = t,B. PO} = Ë + rż, PO} = £ + 驴 . 联 结 PO, PO3, 
PB ,#: A PO; B 5 A P0,0, 中 ,由 余弦 定理 得 
PO2 + r3- PB? _ PO2 + (r> +r) - PO3 
2PO, rn ~ 2P0, + (rz + r3) 
把 P02, PO3 的 表达 式 代 人 并 整理 得 PB = :, 从 而 
PB? + O,B2 = £ + r = POZ 

故 PB | 0,0;, 从 而 PB 是 圆 0,, 圆 0, 的 公 切 线 . 

下 面 回 到 定理 证 明 :如 图 3.293 hA O,, E] 0;, 圆 04 两 
两 外 切 及 引 理 1 知 ,分 别 过 B,E,F 三 点 的 三 条 公 切 线 交 于 
一 点 M ,从 而 MB = ME = MF , 故 为 圆 BEF 的 圆心 . 同 理 
过 DD,F,C 三 点 的 三 条 公 切 线 交 点 N 为 贺 DFC 的 圆心 .由 于 
MF , NF 都 是 圆 0;, 圆 04 的 公 切 线 , 故 N ,PN 共 线 ,从 而 贺 
心 距 MN = MF + NF ,又 MF 是 圆 BEF 的 半径 , NF J: Í| CDF 
的 半径 , 故 圆 BEF , 圆 DCF SUIF F. AHR ADE 与 圆 BEF , 圆 CDF 均 相 外 切 . 
由 引 理 1, 分别 过 4,B,C 三 点 的 三 条 公 切 线 交 点 K 为 A ABC 的 外 心 , KB 和 BM 
都 是 圆 0,, 圆 O, 的 公 切 线 , 故 B,M,K 共 线 , MK = KB - MB, 而 KB , MB 分 别 
为 圆 4BC , 圆 BEF 的 半径 , 故 圆 ABC 与 圆 BEF 内 切 . 同 理 圆 DFC , 圆 ADE 与 圆 
ABC HAH. 

与 引 理 1 类 似 , 有 

引 理 2 圆 O, 与 圆 0,, 圆 O, 内 切 于 4,C, 圆 0,, 圆 O, 外 切 于 B, 01， 
02, 03 不 共 线 时 ,一 定 有 过 4,B8,C 三 点 的 三 条 公 切 线 交 于 一 点 .证 明 过 程 与 引 
理 1 相同 . 

根据 引 理 2, 可 得 与 定理 1 类 似 的 结论 : 

定理 2 01, 圆 02,0 03 两 两 外 切 , 圆 04 与 它们 均 内 切 , 圆 01 切 圆 0;,， 
圆 0, 于 4,C, 圆 O, 与 圆 O, JJ 8, 圆 04 与 圆 01, 圆 0,, 圆 0, 分 别 切 于 也， 
E, F,H 01,02,03,04 无 三 点 共 线 , 则 圆 AED, 圆 CFD , 圆 BEP, 圆 4BC 中 任意 
三 个 圆 两 两 外 切 . 

依 定理 1 或 定理 2 作出 的 图 形 无 疑 是 一 幅 精 妙 的 八 圆 图 . 


mantas 


施 坦 纳 圆 链 是 一 组 圆 , 个 数 为 有 限 ,每 一 个 与 两 个 固定 的 圆 相 切 ,并 且 与 组 
中 另 两 个 圆 相 切 . 施 坦 纳 圆 链 经 过 反 演 变换 后 , 仍 为 施 坦 纳 圆 链 . 特别 地 , 任 一 
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施 坦 纳 圆锥 可 以 变 成 与 两 个 同心 圆 相 切 的 圆 链 . 


设 两 个 不 同心 的 圆 ,其 中 一 个 落 在 另 一 个 的 内 部 .再 P 
Ti BRKI, tE 741115 RENA R, 2 了 
其 最 后 一 个 又 与 这 串 圆 的 第 一 个 相 切 , 就 构成 施 坦 纳 图 x 
链 ,如 图 3.294 所 示 . 其 条 件 是 原先 两 圆 的 反 演 距 离 8 必须 B 
满足 中 T 
.LT e-l 图 3.294 š 
snn = r 9 
首先 ,任意 两 个 不 相交 的 圆 的 反 演 距 离 定义 为 :在 反 演 下 这 两 个 圆 变 成 同 |D 
心 图 时 ,它们 半径 之 比 ( 较 大 者 作 分 子 , 较 小 者 作 分 母 ) 的 自然 对 数 , 即 对 两 个 ”| 上 
不 相交 的 圆 a 和 ,以 一 个 适当 的 点 (极限 点 ) 为 反 演 圆心 ,就 可 将 和 8 反 演 成 。 | 二 
两 个 同心 贺 ,半径 分 别 为 ,5 ,满足 > 8( 或 < b), WAN a 和 8 的 反 演 距 
离 6 = ng. @ 


如 图 3.295, 当 假设 中 原先 的 两 个 圆 反 演 成 两 个 同心 
圆 ,其 他 的 圆 就 变 成 环 状 排列 的 一 串 全 等 的 圆 ,它们 的 圆 
心 构成 一 个 正 n 边 形 , 设 4 是 环 状 排列 的 圆 的 圆心 之 一 ， 
7 是 相应 的 圆 与 这 一 串 圆 中 相 邻 圆 的 切 点 , O 是 同一 圆 的 
圆心 ,外 圆 半 径 为 a, 内 圆 半径 为 5, 则 人 047 是 直角 三 角 
形 , 且 有 


OA = atbar E a= zaor z2 
n 


因为 两 个 同心 圆 的 反 演 距离 是 $ = jn 世 ,所 以 


Sin = 


2 
x AT a-b b 
n ÜA a+b a 

b 


因此 ,只 要 原先 两 个 加 的 反 演 距 离 a MED sin T = 筷 一 上, 则 施 坦 纳 加 链 训 
成 立 . 
由 上 述 方程 可 解 出 @, 然 后 再 求 出 8 


。 天 
1 + sin 一 
n 
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ó = 2ln(sec 7 + tan =) 
如 果 相 切 圆 序列 在 绕 行 d 圈 以 后 闭合 (d > 1) , 则 施 坦 纳 圆 链 仍然 成 立 , 只 
要 在 公式 中 用 分 数 二 代替 nn 就行 了 . 


党 凯 西 定理 (二 ) 


凯 西 定 理 。 (1) 设 rm 分别 是 圆 0, , 圆 0 的 半径 ,ty 是 这 两 个 圆 的 公 切 
2 
线 长 , 则 在 反 演变 换 下 ,二 保持 不 变 . 


线 长 , 则 + tts + tuta + tutz = 0. 

上 述 定理 (1) 是 凯 西 (J.Casey,1820 一 1891) 于 1866 年 发 现 的 , 它 是 反 演变 
换 中 的 一 个 重要 不 变 式 . (2) 见 凯 西 的 4 sequel to Euclid 一 书 , 它 是 托 勒 密 定理 
的 推广 ,并 有 多 人 对 此 进行 过 研究 ,如 托 勒 密 定理 的 推广 中 的 定理 6 以 及 凯 西 
定理 (一 ) 等 . 

证 明 (1) 如 图 3.296, 设 以 S HRP ÀO, k? 为 反 
演 帘 ,把 圆 01, 圆 0 分 别 反 演 变换 为 圆 0'1, 圆 0', ,再 设 
tist tz t'a 分别 为 从 5S 所 作 圆 01, 圆 0'1, 圆 0,, 圆 0'， 
的 切线 的 长 , 且 010， = d,0'10'，= d', 则 

d? = SO? + S0} - 2S0,)S0;cos a 
即 d- r} — r3 = t + th - 2SO, > SO;cos a 0) 
同样 可 得 


d2 — 1 —- r'} = 地 + 给 -280 -+ SO';cos a @ 
SO” t, SO' t 
RNa NN T. L. 3 4: $ ` 
因为 at = bta = 大 ，SD) = ti? SO; = r, ,所 以 


kt 
titti = 5 + 5 = 25( + t) 
2 tt 


, , aP k*t 
AR 


kt 


gei + tå — 280, - SO;cos a) 


9 


于 是 由 中 ,得 
d'2 =- r'i =- r'2 = 一 r- rż) 
š 次 
ti ri” t r2 
所 以 d'? zx r: = r$ r'ar’ 
2 2 = 
d- Fa = r rir2 
即 有 d'2 3 (i = r'a) _ d Z (ri =: r2)? 
1 = 
r yr. 7172 
和 d'? _ (ri + ra) z d2 _ (ri + r2)? 
ET = 
rır2 rir2 


这 里 d2 = (ri = n) 与 d’? = (r == r'2)2 分别 是 圆 01, 圆 02 与 圆 0'1, 圆 0'2 
的 外 公 切 线 长 的 平方 , d? - ma + 72)? 与 d? - E L I AEE Zt] 


线 长 的 平方 ， 因此 经 反 演变 换 i r A. 


注意 ,上 述 反 演 中 心 S 不 能 取 在 一 圆 的 内 部 和 另 一 圆 的 外 部 . 
(2) 如 图 3.297, 设 圆 0! ,02, 03, 04 都 切 于 圆 
0 ,它们 的 半径 各 为 mn,rz,ra,r4, 当 圆 0;, O; 和 圆 


YA 
0 都 是 外 切 或 内 切 时 , 则 与 为 外 公 切 线 长 ; 当 其 一 (a 5 
外 切 和 一 内 切 时 , 则 与 为 内 公 切 线 长 .如 果 圆 01， (o) e 
0, 与 加 O 的 切 点 分 隔 圆 0:, 04 与 圆 0 的 切 点 , 则 À 一 e ú 
il2t34 + tutz — taty = 0( 其 他 情况 类 同 ) Q Ç a} D 


BA 0 上 的 一 点 为 反 演 中 心 , 于 是 圆 0 反 演 
变换 成 一 直线 ,而 圆 01, 02, 03, 04 的 反 演 变换 为 图 3.297 
切 于 这 直线 的 四 个 圆 , 设 在 该 直线 上 的 切 点 分 别 为 A,B,C,D, WEARER 
托 勒 密 定理 或 直线 上 的 欧 拉 定理 (有 向 线段 ) 有 

AB - CD + BC + AD = AC - BD 
tn BC t> 

人 

PEE LE E E LE E PE AA A E AA NR BAE E AA 
V rirz V rara V Tara V rar4 V Tira V rara 

Bp tty + tatu - tita = 0 


定理 (2) 的 逆 命 题 也 成 立 . 


Z 
k. 


(x) "p a — — Z rz = m = "g 


2 


ahi B mtsn 8 == Eda 


= 
Za 


X€ == r. E e g 


必 圆 链 问题 


圆 链 问题 A Co 的 半径 为 1 km, 与 直线 1 切 于 点 Z. 圆 C 半径 为 1 mm, 
EA Co 的 右 侧 , 且 与 圆 Co 及 ! 相 切 .由 此 向 右 画 出 一 系列 的 圆 Ci ,使 C; 与 C, 
及 ! 相 切 ,并 与 前 面 的 圆 C 相 切 ,直到 c; 非常 大 ,以 致 不 能 再 画 出 新 的 圆 来 . 
在 出 现 这 种 情形 之 前 ,可 以 画 出 多 少 个 圆 来 ?9 

该 问题 选 自 托 姆 亚 德 所 写 的 Mathematical Games and Pastimes (1964) 一 书 
的 问题 19 ,解答 是 从 施 坦 雷 那里 获得 的 (1974) 

先 把 距离 以 毫米 为 单位 表示 , 则 C, 的 半径 为 1, Co 
的 半径 为 1%, 对 这 一 - 连 串 的 贺 关 于 圆 7 取 反 演变 换 , 贺 


了 的 圆心 设 为 点 QZ ,半径 为 2 x 1 ,如 图 3.298 所 示 . 
像 就 是 自身 , 圆 了 与 圆 Co AIF X, AAR Co 的 反 演 像 
直线 C' 与 直线 ! 双双 与 圆 C, 切 于 直径 的 两 个 端点 上 ， 
S. C X = 
由 于 每 个 圆 C, 都 与 Co 及 1 相 切 ,所 以 它们 A ANC) 
AN 
Co 外 均 不 经 过 反 演 圆心 点 Z ,因此 它们 的 反 演 \ EY 
像 C'; 也 是 一 些 圆 ,它们 两 两 相 切 构成 了 一 系 
因为 圆 C 在 反 演 圆 了 内 ,又 临近 圆心 2 ,因而 它 的 像 C ER 7 的 外 部 ,位 
于 条 带 S 中 远离 7 的 地 方 . 如 果 取 i = 1,2,3,… 那 么 这 一 系列 圆 C; 的 反 演 圆 C'， 
ZY - ZY = (2 x 1%% 
即 2 x 1@(ZY') = 4 x 10° 
Cl 和 C' RREZ YAY 处 与 1 相 切 .如 图 3.300, PR = 10 + 1,PQ = 
10 -1, 由 勾 股 定理 可 得 ZY = 2 x 109. 这 说 明 ZY 恰好 是 C'; 直径 的 1 000 倍 . 


如 图 3.299, 因 为 直线 1 通过 反 演 中 心 2, 所 以 1 的 反 
所 以 Co V 1, 它们 确定 了 一 个 狭长 的 条 带 形 平面 区 域 
的 反 演 像 C'; 与 $ 的 两 条 边界 相 切 . 这 些 圆 除 
列 与 圆 Co 大 小 相等 且 与 S 的 边界 相 切 的 圆 . 3.299 
均 沿 指向 Co 的 方向 进入 条 带 S 内 .根据 反 演 关 系 有 
ZY' = 2 x 10 = 1 000(2 x 105) 
因为 圆 1 的 半径 是 贺 Co 半径 的 2 倍 , Co 和 Cio 切 于 了 ,所 以 了 的 反 演 像 


O 单 坪 . 数 学 名 题词 典 [M] .南京 :江苏 教育 出 版 社 ,2002:451-452 . 
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T 为 直线 ZT 与 直线 C' 的 交点 T ;C'10m 55 IAW 
也 是 1 与 1 的 交点 .可 见 Cio0o 上 的 三 个 点 T',T 和 WW 反 演 
为 了 , # W , PPA C'i 的 反 演 像 就 是 其 自身 , 即 Ci = 
C'10m 与 Co 一 样 大 .这 样 , 画 出 这 一 串 圆 的 过 程 中 ,在 向 
Cion 靠近 时 , 圆 逐 渐 加 大 , 直到 等 于 Co 时 而 得 到 
C'1om. 至 此 ,这 个 圆 链 不 能 再 扩展 , C om 就 是 其 中 最 后 
一 个 圆 . 

这 个 贺 链 实际 是 关于 Co 和 1 的 施 坦 纳 圆 链 的 一 部 分 ,其 中 把 1 看 成 是 一 个 
半径 为 无 穷 大 的 圆 . 


党 殉 利 福 德 链 定理 


1838 年 , 密 克 尔 证 明了 有 关 四 圆 共 点 的 定理 . ( 即 完全 四 边 形 的 密 克 尔 定 
理 ) 

1871 年 , 在 四 圆 共 点 的 定理 的 基础 上 , 英国 数学 家 克利 福 德 (William 
Kingdon Clifford, 1845—1879) 建立 了 克利 福 德 链 定理 ,并 在 英国 早期 的 一 本 杂 
志 Messenge of Mathematics 第 五 册 上 发 表 了 证 明 . 

克利 福 德 本 人 因 他 提出 的 克利 福 德 代数 而 闻名 于 数学 界 . 克利 福 德 链 定 理 
是 数学 史上 非常 著名 的 有 趣 而 又 奇妙 的 定理 . 

19 世纪 末 和 20 世纪 初 ,许多 欧美 数学 家 都 研究 并 论述 过 这 个 问题 ,一 方面 
研究 它 的 多 种 证 明 方 法 ,一 方面 研究 这 些 点 圆 和 其 他 一 些 著 名 的 点 圆 之 间 的 关 
系 , 还 有 人 积极 探索 它 的 扩展 ,例如 向 高 维 情况 的 引申 .在 欧美 的 许多 深 受 欢迎 
的 数学 杂志 上 ,不 断 地 发 表 与 克利 福 德 链 定理 相关 的 研究 成 果 . 

克利 福 德 链 定 理 是 数学 精品 之 一 . 张 英 伯 教 授 曾 在 2007 年 4 月 的 数学 高 级 
研讨 班 (宁波 ) 上 做 过 介绍 ,也 撰文 赞美 数学 家 的 智慧 ,数学 的 深刻 与 优美 .0 

关于 克利 福 德 链 定理 ,湖北 郧 阳 师 专 的 郑 格 于 先生 也 以 “ 密 克 尔 定理 的 证 
明 ” 为 题 撰文 介绍 .多 

华南 师范 大 学 的 钟 集 先生 ,以 “任意 n 直线 的 三 个 系列 特殊 点 ”系列 文章 
(I),(I),( 焉 ), 介 绍 了 他 的 研究 成 果 .@ 

这 里 以 注释 @,@ 的 内 容 做 介绍 . 


娟 .五 点 共 贺 问题 与 Clifford 链 定理 []] .数学 通报 ;数学 教学 ,2007(9): 封 二 -5. 
尔 ]]. 数 学 通讯 ,1993(4):36-39. 
直线 集 的 三 个 系列 特殊 圆 和 特殊 点 [J] .中 学 数学 研究 ,2007(7): 封 二 4;2007(9): 
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几何 瑰宝 
任 选 平面 内 两 条 相交 直线 , 则 这 两 条 直线 确定 一 个 点 . 


任 选 平面 内 两 两 相交 , 且 不 共 点 的 三 条 直线 , 则 其 中 每 两 条 为 一 组 可 以 确 
定 一 个 点 ,共有 三 个 点 ,那么 这 三 个 点 确定 一 个 圆 ,如 图 3.301 所 示 . 


n=2 n=3 


3.301 
任 选 平面 内 两 两 相交 , 且 任 意 三 条 直线 都 不 共 点 的 四 条 直线 , 则 其 中 每 三 
条 为 一 组 可 以 确定 一 个 圆 , 共 有 四 个 这 样 的 圆 , 则 这 四 个 圆 共 点 如 图 3.302 所 
7R. 
此 点 被 称 为 华 莱 士 点 . 


?一 4 


3.302 

任 取 平 面 内 两 两 相交 , 且 任意 三 条 直线 都 不 共 点 的 五 条 直线 , 则 其 中 每 四 
条 作为 一 组 可 确定 如 上 所 述 的 一 个 瓦 莱 士 点 ,共有 五 个 这 样 的 点 ,那么 这 五 个 
点 共 圆 ,此 圆 被 称 为 密 克 尔 圆 ( 即 五 点 共 圆 问题 ) ,如 图 3. 303 所 示 . 

任 取 平 面 上 两 两 相交 的 六 条 直线 , 且 任 意 三 条 直线 都 不 共 点 , 则 其 中 每 五 
条 为 一 组 可 以 确定 一 个 密 克 尔 圆 ,共有 六 个 这 样 的 圆 , 则 这 个 六 圆 共 点 ,如 图 
3.304 所 示 . 

克利 福 德 链 定理 。 任 取 平 面 内 两 两 相交 , 且 任 意 三 条 直线 都 不 共 点 的 
2n 条 直线 , 则 其 中 每 (2n - 1) 条 直线 可 确定 一 个 克利 福 德 圆 , 共 确定 2n 个 圆 ， 
那么 这 2n 个 圆 交 于 一 点 , 称 为 2n 条 直线 的 克利 福 德 点 . 

任 取 平 面 内 两 两 相交 , 且 任 意 三 条 直线 都 不 共 点 的 (2n + 1) 条 直线 , 则 其 
中 每 2n 条 直线 可 确定 一 个 克利 福 德 点 , 共 确 定 (2n + 1) 个 点 ,那么 这 (2n + 1) 


图 3.304 
个 点 共 圆 , 称 为 (2n + 1) 条 直线 的 克利 福 德 圆 . 
下 面 先 介绍 复数 知识 ,后 介绍 复数 证 法 . 
现在 考虑 复 平面 C, 建 立 原点 , 实 轴 和 虚 轴 . 
如 图 3.305, 用 x1,t 分 别 表示 两 个 确定 的 复数 ,其 中 + 的 模 为 1, 也 就 是 
说 , 在 单位 圆 上 .其 次 ,用 x,t 分 别 表示 两 个 复 变 量 ,其 中 ; 在 模 为 1, 也 就 是 
说 ;在 单位 圆 上 运动 . 


考查 公式 x = AL, 


ti 


t 
X Xl 
x O 
h 
(b) 


y 
(a) 


图 3.305 
当 t 在 单位 圆周 上 运动 时 ,x 跑 过 原点 O 和 点 xi 连 线 的 垂直 平分 线 . 


No 
ON 
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几何 瑰宝 


事实 上 ,x -0 = zıt ,而 x — xí = zıt 
t ° š > 
Ol=lx- xl. 


的 模 都 是 1, 故 1x - 


¥ 另 一 方面 , 当 上 趋 近 于 与 时 ,x 的 模 趋 近 于 无 穷 大 ,并 且 x 是 ; 的 连续 函数 ， 
页 | 。 所 以 我 们 得 到 了 一 条 直线 . 
何 x 
5 从 上 述 分 析 可 以 看 出 ,直线 与 5 的 幅 角 的 取 值 无 关 .我 们 不 妨 取 n = i. 
: 事实 上 ,利用 单位 圆周 上 的 点 : 作 参 数 ,根据 复 变 函数 中 有 关 的 分 式 线性 
# 函数 理论 ,x = Ti 表 示 一 条 直线 
Ë 如 果 我 们 有 两 条 直线 
xti x212 
E pe 
© wf” ZT ”两 式 相 减 ,得 到 两 条 直线 的 交点 a1 = an + 各所- 
xt, — xt = x>t> ti— t t-t 


再 设 a, = rp pT = T . 称 al,az 为 mm = 2 时 的 特征 常数 . 
如 果 我 们 有 三 条 直线 
%ıtı 
= ti 一 上 
„o —2ta 
t-t 
sa %3t3 
ts — t 
令 
Gi 
gjg > (ti = t2)(t1 — t3) 
%ıtı 
t= > (ti 一 Tg — t3) 
Xl 
aE > (ti — £2)(t1 ~ t3) 
上 面 的 式 子 中 , 求 和 号 表示 对 数组 (123) 进行 轮换 ,分 别 取 (123), (231)， 
(312). 


ai, az, a3 Hi n = 3 时 的 特征 常数 . 
建立 一 个 圆 方程 ,圆心 在 a1, 半 径 为 | az 1:x = a ~ at. 
X t = thf, x = xp% t = 与 时 ,xz = xg; t = ty BÍ,x = xy. AAR 


们 的 圆 经 过 三 条 直线 中 每 两 条 的 交点 ,这 就 是 三 点 共 圆 . 
定义 关于 n RÉZ xi, xz，…，,x。 的 特征 常数 a ,a3,…, a" 定义 为 
a" = > _ mmn 
s“ (ti = t2)(ti - t3) (ti - ta) 


引 理 1 ay = a? - aait. 


xiti} 
证 明 2 (ti = t)' (ti = ta-1)(ti = tn) ` 


UTRESUN 
> (ti — SE ta-1)(ti - t) 一 
> (ti = ta) Cti = ta) (ti = t) ° 
>; xii) 
(ti = t2) (ti — t.-1) 
FREE. 
3 E W£ 3 Am TFH KEERA n, $ a = 
xti ° ` 
2; (ti wa AET E me = 1,2,…,n), 将 a, BJ A Jt Su ici E bas È Sn = 
titz’ tn HJ 
T aad 
村 
G hote? 
。 n-2 。 ,a-n 
(- 1)"'l4 4 27 OEE n) = 
(- DD) "let tn ° dnt+l-a = 
(- 1)! spans1-a 
引 理 2 b, = (-1)"tsua li， 
引 理 3 设 wi,ws,…, un 是 n 个 变 元 的 初等 对 称 多 项 式 , 记 u; WHA 
u. 如果 n 个 变 元 均 取 模 为 1 的 复数 , 则 uw = usis 
证 阴 设 ui = D vvv, lo; l= ligis n W 


T L aii 5 De 
mu, = D UU UD - 


ur" D; ka: 
27 vion = Un-i 
引 理 证 毕 . 
现在 看 ” = 4 和 n = 5 时 的 证 明 . 
设 我 人 有 四 条 直线 x = 7 (i = 1,2,3,4). 根 据 前 面 的 讨论 ,三 条 直线 确 


(xe gp a — 3 =Z = = m = "g 
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定 的 圆 方程 为 :x = a- at 或 + = al - as AP s, 是 一 个 变 元 的 初等 对 称 
多 项 式 . 
根据 引 理 1, 去 掉 四 条 直线 中 的 第 a 条 后 的 圆 方程 是 
x = (al- azta) - (az — ast,)si 
根据 引 理 2, 方 程 0 = a, - a3t J: ËB 3898 BU, MERHED O = a - at 
与 自身 相等 ,我 们 有 :tw = 1, 即 ;在 单位 贺 上 ,又 因为 i 的 任意 性 ,方程 等 价 于 
x = Gi- 42581,0 = a - a3s1 


其 中 aa, a En = 4 时 的 特征 常数 .消去 si, 


x-a a 
! ?| = 0, 即 zx = a- 


G3 


2 
= 是 四 条 直线 的 克利 福 德 点 . 


当 n = 5 时 ,我 们 有 五 条 直线 :x =, (i = 1,2,3,4,5. ) 去 掉 其 中 的 任 


ti- t° 
意 一 条 ,所 得 到 的 四 条 直线 确定 一 个 克利 福 德 点 . 
根据 引 理 1, 我 们 可 以 从 n = 5 时 的 特征 常数 得 到 n = 4 时 的 特征 常数 , 比 
如 去 掉 第 a 条 直线 ,得 方程 
x = (a, - azta) — (az - ast,)s) 
0 = (az - azta) — (as — a4ta)s) 
因为 S, 是 一 个 变 元 的 初等 对 称 多 项 式 ,sf + L, sit, 分 别 导 出 了 两 个 变 元 
的 初等 对 称 多 项 式 sy 和 sz, 上 述 方程 变 为 
x = Gí — a2s( + G352 
0 = az — assi + G432 
根据 引 理 2,56 4 JEE BR 339889. RET t 在 单位 圆 上 . 
从 方程 组 中 消去 t +t, HARE t REAA tit t 和 tit( 以 : 代 之 ) 为 
未 知 数 的 线性 方程 组 , 克 莱 姆 法 则 给 出 x 和 + 应 该 满足 的 关系 


a&i- x a a as 
a? a3 ü a3 a4 
ar G | a, qas 
a a3 a3 a4 
或 x 三 ET 一 as t 
这 就 是 五 条 直线 的 克利 福 德 圆 . 


克利 福 德 链 定 理 2p 条 直线 的 克利 福 德 点 由 下 述 行列 式 给 出 


Í 
| 


a -x a, ap 
a D pi =0 
ap Qp+l U G2p-1 
而 2p + 1 条 直线 的 克利 福 德 圆 由 下 述 方程 确定 
Ql-% QQ “° ap G2 a3 `“ G+ 

a2 a3 `“ Gp+l ¿ a3 a4 “” ap+2 
3: - = ` .` 
ap dp+l ` G2p-1 Gprl Gp+2 “| Gp 


WA 设 p = 1, 在 2x 1 时 得 到 两 条 直线 的 交点 :x = a. 
设 p = 2,s1 是 一 个 变 元 的 初等 对 称 多 项 式 .在 2 x 2 - 1 时 得 到 三 条 直线 的 
克利 福 德 圆满 足 的 方程 :x = al - as. 
在 2 x 2 的 情况 得 到 四 条 直线 的 克利 福 德 点 满足 的 方程 
x = al— a251 
0 = a - assi 
设 = 3,s1,s2 是 两 个 变 元 的 初等 对 称 多 项 式 . 在 2 x 3 - 1 时 得 到 五 条 直 
线 的 克利 福 德 圆 方程 
x = ají- a251 + 0352 
0 = az ~ a38; + G432 
现在 设 (2p - 1) 条 直线 的 克利 福 德 圆满 足 的 方程 是 
x = aj- así + + (— 1)? apsp-1 


-1 
0 = a2 一 20331 + "° + (- 1)? ap+1S$p-1 


0 = app-ı — aps; + + (—- 1)? azp-asp-l 
其 中 s,s2,…, sp Elp -1) 个 变 元 的 初等 对 称 多 项 式 . 则 该 假设 当 p = 2, p = 
3 时 都 是 正确 的 .我 们 来 计算 2p 条 直线 的 情况 . 
根据 引 理 1, 关 于 (2p - 1) 条 直线 的 特征 常数 可 以 用 关于 2p 条 直线 的 特征 
常数 去 掉 某 条 直线 ,例如 第 a 条 表示 出 来 
x = (a; — azta) — (az ~ ast,)si + + (— 1)P"1(a, — aprita)sp-1 


0 = (a; _ azta) _ (as _ aata) Sı + `° + (C 1)P-l1(a,,A 一 ap+2ta) sp-1 


0 = (api Ps apta ) = (a = apy1ta) S1 A (= 1)°-1(ay-2 ka; a2p -1 加 )sp-1 


由 于 t 的 任意 性 ,考查 下 述 p 个 方程 


(x) g 3-4 3 Z = g — Z c 


何 瑰宝 


NO 
ON 
= 


x = @ - asi +’ + (— 1)2-1apsp_l 


O = az- azs + + (- 1)la,,.isp-i 


Ñ 0 = Qp-1 一 Gps1 + *'' + (- 1)Pla2p-25p-1 

LL 0 = ap — Gps + ° 十 (- 1)P-"az2p-15p-1 
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r. i Ui, U2 Wp-2 是 关于 模 为 1 的 复数 ， tli,t2,°"", tp-2 的 初等 对 称 多 项 式 . 
定 则 

理 

{ 下 


Si = W + Uit 
根据 引 理 2, 第 二 个 方程 的 共 斩 方程 为 


0 = a2p-1 一 G2p-2 51 十 … 十 


(1 
a2p-i — G2p-2( ui + t) +° + 
(- 1)2a,.i(u,-3 + uy-4 £) + 
(- D)P?-la,(uy,-2 + uy-3 t) 
将 第 一 个 方程 的 两 端 同 乘 以 u,_;, 根 据 引 理 3 得 
O = azp-lzp-2 - azp-a(zp-3+ Up-2t) + "° + 
(- 1), (1 + uit) + (~ 1)? at 
将 第 二 个 方程 的 两 端 同 乘 以 ( - 1), 3EF8848]J2K FF ,我 们 有 方程 
O = a2p-rup-2t — a2p-2( Up-2 + tp-3t) + "° 十 
(- 122, Cu + t) + (- 1)P"1a, 
ARRATE bK tt = 1,: 在 单位 圆 上 . 
在 关于 2p 的 p 个 方程 中 消去 si, ss,…, sp-1, 即 得 所 求 公式 ,定理 的 第 一 部 
分 证 毕 . 
我 们 来 考查 2p + 1 的 情况 . 根据 引 理 1,2p 条 直线 的 特征 常数 可 以 通过 
(2p +1) 条 直线 的 特征 常数 表示 出 来 , 故 2p 条 直线 的 克利 福 德 点 满足 的 方程 诱 
导出 下 述 p 个 方程 
x = (al- azta) — (a2 — azta)sı +° + (- 1)P"1(a, ~ apsita)Sp-1 


0 = (a; 一 azta) _ (as 一 asta) Si +… + (- 1)P-1(a,, = Gap+2ta ) sp-1 


Treasure Geometry 


0 = (ap-1 — apta) — (ap — ayat.)si + = + (- 1)P-1(ay-2- a2p-1fa)Sp-1 
O = (ap ~ apita) ~ (ap, — Gpi2ta)sı + + (— 1)P-!( azpi — azpta)Sp-1 
关于 (p - 1) 个 变 元 的 初等 对 称 多 项 式 sr. sz，…,sp -1, 与 到 诱导 出 p 个 变 元 
的 初等 对 称 多 项 式 s1,s，,…, s,_1, s, ,方程 变 为 
x = al- azs + + (- 1) aspi + (L l)'a,,is, 


0 = G> — 0351 + `° + (- 1)Pla,,isy-1 生 (- 1)?a, ,25p 


0 = ap1— apsı + + (— 1)P lop 2sp-1 + (— 1)Pazp_1sp 
O = am-atlsl+…+(-1)P-ioz_ls 1 + C 1)?a2ps 

运用 引 理 2, 与 2p 的 情况 类 似 可 验 ,方程 组 中 的 第 (i + 1) 个 方程 与 第 (p + 
i + 1) 个 方程 是 共 思 的 ,t 在 单位 圆 上 . 

在 关于 2p + 1 的 p 个 方程 中 消去 s1,s,,…, s,_1, 即 得 所 求 公式 .定理 的 第 二 
部 分 证 毕 . 

克利 福 德 定理 的 正确 性 从 数学 归纳 法 得 到 . 

下 面 的 定理 及 证 明 摘 录 于 郑 格 于 先生 的 文章 . 

定理 1 设 n 条 直线 两 两 相交 ,任意 三 条 均 不 共 点 , 则 当 n 为 偶数 时 ,n 条 
直线 中 的 n 个 (n - 1) 条 直线 的 密 克 尔 圆 共 点 ,此 点 叫 关于 n 条 直线 的 密 克 尔 
A. 当 n 是 奇数 时 ,n 条 直线 中 的 n 个 (n - 1) 条 直线 的 密 克 尔 点 共 圆 ,此 圆 叫做 
关于 n 条 直线 的 密 克 尔 圆 ( 这 里 n > 2). 

证 明 显然 ,这 命题 在 n = 2,3,4 时 是 正确 的 .为 了 证 n > 5 时 是 正确 的 ， 
需要 引用 一 个 容易 证 明 的 定理 “ 设 有 圆 g,g2,g3,84, 其 中 gi 与 gx 相交 于 A, 
42 两 点 ;g2 与 g3 相 交 于 Bl, B2; gs 与 g 相交 于 C1, C2; g4 与 g1 相 交 于 Di,D;. 
车 Ai, Bi, Ci, Di 共 圆 , 则 A2, B2, C2, D, 共 圆 .” 这 定理 的 证 法 只 须 运 用 中 学 平 
面 几何 知识 就 能 完成 ,这 里 从 略 . 

现 设 五 条 直线 1,2,3,4,5 两 两 相交 ,但 没有 3 条 是 共 点 的 ,其 中 每 4 条 决定 
一 个 密 克 尔 点 , 共 五 个 密 克 尔 点 , 即 Zi Ziz5, Zims, Zias, Zzms( 其 中 Ziri 
表示 由 直线 i, i2, is, i4 所 确定 的 密 克 尔 点 .以 下 均 约定 : 当 上 为 偶数 时 , Z, ii 
表示 由 直线 ,i,,… ,i 所 确定 的 密 克 尔 点 ; 当 为 奇数 时 , S, ;.…; 表示 由 直线 
ir iz "t, ik 所 确定 的 密 克 尔 圆 ). 

容易 看 出 , Sia 与 Si 相交 于 两 点 Za 及 Ziz, Sm 与 Si 相交 于 Zn 及 
Zins» Sis 与 Sus 相交 于 Zis 与 Zins, Sus 与 Siu 相交 于 Zu 与 Zins. BA, Zn, 
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(xr ga — =Z = = =m = g 
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Zn, Zis, Za 共 于 直线 1 上 ,直线 可 看 做 半径 为 无 穷 大 的 圆 .所 以 Za 32 . 38 
们 将 这 推理 过 程 列 成 图 3.306, Zins, Zins, Ziws 也 应 共 圆 ,此 圆 用 符号 Sis. 


eree ler e 


平 

面 

L 共 于 51( 即 直线 1) 
500 Zins 

š 共 贺 Si 
š za [z=|z=[2= | zea | 28 stan 
x 图 3.306 

Ë n = 6 时 较 前 稍 复杂 一 点 ,可 作 推 理 图 (图 3.307). 


Szus S256 Sis Sius Sras 


Zn% Z% Zn% Zus% 


Zus Zn% Zus Z 3456x25456 
— c 


Sins 经 过 Sius 与 S245 
Sius» Sius» S24% 
六 个 密 克 尔 贺 


图 3.307 
图 3.307 中 Z 13456x23456 表示 图 S13456 与 S7356 相交 于 不 同 于 Za3a456 的 另 一 个 
交点 .图 中 的 括号 表示 Siss 是 经 过 三 点 Zs s Zs, Zus 的 圆 . 
一 般 地 设 n 是 不 小 于 5 的 奇数 ,推理 图 如 图 3.308 所 示 . 


EE sm | sme S123…(n-4)(n-l)n Shiz---(n-4)(n-2)(a-1) 


Ziina- | Zus-(a-4)(a-3) | Zus-(a-a)a Zr -o-oc- 共 加 Sd 


Lin (nDn | Zum--(n-3)(n-1)a 


Z---(n-1) 


n 个 密 克 尔 点 


Z -..(n-4)(a-2)( -i)a 共 圆 Siz---n 
共 圆 51w…( 同 理 ) 


图 3.308 
再 设 n 是 不 小 于 6 的 偶数 ,推理 图 如 图 3.309 所 示 . 


图 3.309 

上 面 证 得 定理 1 在 " = 2,3,4,5,6 时 是 正确 的 .只 要 交替 使 用 两 个 推理 图 
就 可 以 证 明 :无 论 ”是 偶数 或 奇数 ,如 果 m - 4 < k < n -1 时 定理 1 是 正确 的 ， 
就 推 得 k = n 时 定理 1 也 是 正确 的 .从 而 由 数学 归纳 法 就 证 得 了 对 一 切 大 于 1 
的 自然 数 n ,定理 1 成立 . 

密 克 尔 还 证 明了 另 一 个 定理 “ 设 直 线 1,2,3 相交 成 A up unus (Jt u; R 
直线 i 5j 的 交点 ); 在 直线 1,2,3 上 分 别 取 点 U1 s U2, U3, 则 ZAupuu2, 
Augu uz, Z uxsu2us 的 外 接 圆 共 点 (这 点 用 符号 un 表 之 ,并 称 uyw 是 直线 1, 
2,3 关 于 wi, wz, us 的 密 克 尔 点 )” 这 个 定理 也 很 容易 用 中 学 平面 几何 知识 证 明 . 

对 于 这 个 定理 能 否 推广 到 n 条 直线 上 去 呢 ? 我 们 不 妨 取 两 两 相交 但 没有 三 
条 直线 共 点 的 四 条 直线 1,2,3,4 试 试看 .分 别 在 直线 i 上 取 点 w;, 且 假定 ui, uz, 
ua, ua 共 圆 .用 符号 S; 表 A ujui 的 外 接 圆 .又 设 i,j,k 是 从 1,2,3,4 中 选取 的 
互 异 的 三 个 数 .显然 , 5 与 S, 相交 于 ww 和 ws ,于 是 恰恰 可 作 如 图 3.310 所 示 的 
推理 图 . 


这 个 推理 图 正好 证 明了 . 

定理 2 在 两 两 相交 但 没有 三 条 是 共 点 的 四 条 直线 1,2,3,4 上 分 别 取 点 
Uj, U2, U3, U4s 车 四 点 ui, u2, u3, us 共 圆 , 则 由 直线 i,j,k AFA ui, uj, ur 所 确 
定 的 密 克 尔 点 uj, 凡 四 点 um, um, ie uz 也 共 圆 (我 们 把 这 个 圆 用 符号 
Spa 表 之 ,并 把 它 叫做 直线 1,2,3,4 关 于 点 uj, uz, us, u, 的 密 克 尔 圆 ). 

利用 四 条 直线 的 定理 ,再 取 五 条 直线 1,2,3,4,5 分 别 在 直线 i LAA u, E 
设 uj, uz, uz, ug, us 共 圆 . 则 在 五 条 直线 中 任 取 四 条 i j,k, t 关于 点 u, Uj, Uk, 
u, BJ ME — "8 R Sa. 

由 如 图 3.311 所 示 的 推理 图 证 得 . 
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图 3.311 

定理 3 在 两 两 相交 但 没有 三 条 是 共 点 的 五 条 直线 1,2,3,4,5 上 分 别 取 点 
Uj, U2, U3, U4s us T ILA U1, U2, U3, U4, us 共 圆 , 则 由 直线 i,j k,t 关于 点 ui, 
UW, Uk s u, 所 确定 的 密 克 尔 圆 Sija , 凡 五 圆 S1234，31z35，S1245，S1345，S2345 共 点 (我 们 
把 这 个 点 用 符号 uns 表 之 ,并 把 它 叫做 直线 1,2,3,4,5 关于 点 uj, u2, u3, u4, 
us 的 密 克 尔 点 ). 

更 一 般 地 有 下 面 的 

定理 4 ”在 两 两 相交 但 没有 三 条 是 共 点 的 n 条 直线 上 ,分 别 取 点 u, € i. 若 
n 个 点 wi,u2,…, un 共 圆 , 则 有 

(1) 4 n 是 大 于 2 的 奇数 时 ,由 n 条 直线 中 任 取 (n - 1) 条 直线 i ,i,,…， 
¿I 关于 点 ui ,wi u, ， 所 确定 的 密 克 尔 贺 S... F n 个 密 克 尔 圆 共 点 
(此 点 用 wi.…i 表 之 ,并 叫做 直线 1,2,…,n 关于 点 wi,u2,…, un 的 密 克 尔 点 ). 

(2) 当 是 大 于 2 的 偶数 时 ,由 n 条 直线 中 任 取 (n - 1) 条 直线 i ,i,,…， 
ni 关于 点 ui ,wi su, ， 所 确定 的 密 克 尔 点 usu. o PU n 个 密 克 尔 点 共 贺 
(此 圆 用 Siivi, 表 之 ,并 叫做 直线 1,2，……,m 关于 点 Ul, 2. 5 Un 的 密 克 尔 圆 ) 

直线 1,2 关于 点 uy, uz 的 密 克 尔 圆 规定 为 2 uuu, 的 外 接 圆 . 

证 明 ”前 面 已 证 得 在 n = 3,4,5 时 定理 成 立 . M n 是 大 于 5 的 俱 数 时 有 推 
理 图 (图 3.312). 


Sam- Sita- | Sizy-.(a-3)n 
Wanoa | anana | 


n 个 密 克 尔 点 D[23---(n—1) * 区 123…(n-2)mny 13 Uen +A Sin.…a( 同 理 ) 


Siz---(a-4)(a-1)a |St23---(n-4)(n-2)(a-1) 


图 3.312 
当 n 是 大 于 5 的 奇数 时 ,有 推理 图 (图 3.313). 


3.313 
由 n = 3,4,5 定理 成 立 ,利用 图 3.312, 推 得 n = 6 定理 成 立 . 利 用 图 3.13 
又 推 得 n = 7 定理 成 立 .如 是 不 断 利用 上 下 图 交错 进行 即 可 推 得 对 于 大 于 2 的 
一 切 自然 数 m, 定 理 4 均 成 立 . 


定理 ”从 相 离 两 圆 的 圆心 分 别 向 另 一 圆 作 两 条 切线 ,切线 与 圆 的 四 个 交 
点 必 为 一 个 矩形 的 四 顶点 . 

证 法 1 如 图 3.314,4,B8,4',B' 为 相 
离 两 圆 贺 0, 圆 0' 分 别 从 圆心 向 另 一 圆 作 
两 切线 与 圆 的 交点 , 则 04 = OB,O'A' = 
O'B'. 

又 连 心 线 00' 平分 人 A40B K 
ZA'0'B' , 则 00' 必 垂 直 平 分 4B KA'B , 设 
其 垂 足 分 别 为 M,M .又 设 04 UJ] 0' FT, 


0'4' 切 圆 0 + T, 则 ZOTO = ZOTO = 图 3.314 
90 ,可 见 0,0' ,了 ,7 四 点 同 在 一 圆 上 ,因而 
AmO0' = ZT'TA',ZA0T = ZA0T © 


于 是 ,由 等 腰 人 40T 和 A 0'A'T' 推 知 , 有 LTAT = 人 74'T'. 从 而 知 A, 
h' ,T,T" 四 点 共 圆 , 即 有 
LTAA' = Z T'TA' © 
H O,@ ZTA = 人 TO00' ,从 而 44' // 00 . 
于 是 AM = A'M' , 即 有 AB = A'B'. 
注意 到 00' 与 4B ,4'B' 均 垂 直 , 故 ABB'A' 为 矩形 . 
证 法 2 ”如 图 3.314, 所 设 同 证 法 1. 
由 于 连 心 线 00' 垂直 平分 4B8 ,4'B' F.M, M' ,又 人 LO070' = Z 0T0' = 90?， 
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则 有 Rt 全 04M co Rt 人 00'T' ,RtA 0'A'M' co Rt 人 0'0T, 因 而 
AM 时 OA A'M' a O'A' 
亦 即 有 


_ OT- OX 
0'0 


从 而 AM = 4'M'. 亦 即 有 AB = A'B'. 
注意 到 00' 与 4B,4'B' 均 垂直 , 故 ABB'A' 为 矩形 . 


党 日 本 神 庙 塔 壁 上 的 铭刻 圆 问 题 


ispa B mim arma 


— 


在 日 本 的 神 庙 里 的 塔 壁 上 常会 供 上 一 些 铭刻 有 圆 形 图 案 的 木 牌 .这 是 数学 
国家 们 把 自己 的 发 现 贡献 给 神 的 一 种 方式 . 公元 1800 年 左右 的 木 牌 上 记录 着 以 

下 事实 . 

在 图 内 接 多 边 形 中 ,如 果 从 某 个 顶点 向 其 他 顶点 作对 角形 ,那么 多 边 形 将 
被 分 隔 成 若干 三 角形 .接着 在 每 个 三 角形 内 都 作出 它们 的 内 切 圆 ,那么 这 些 内 
切 圆 的 半径 的 和 是 个 常数 ,与 顶点 的 选择 无 关 ,如 图 3.315(a) 所 示 . 

还 可 进一步 发 现 ,即使 从 好 几 个 顶点 同时 作出 对 角 线 ,只 要 多 边 形 也 是 被 
分 割 成 若干 个 三 角形 ,那么 上 述 结 论 依然 能 成 立 , 如 图 3.315(b) 所 示 . 

可 惜 如 上 优美 定理 的 作者 已 逸 其 名 ， 


3.315 
综 上 ,我 们 可 得 如 下 定理 : 
定理 。 若 一 个 凸 多 边 形 内 接 于 圆 ,被 对 角 线 分 成 三 角形 , 则 不 论 分 法 如 
何 , 这 些 三 角形 的 内 切 圆 的 半径 的 和 都 相等 . 
事实 上 ,对 于 这 个 定理 ,在 凸 多 边 形 的 任意 一 个 凸 四 边 形 中 ,注意 到 四 边 形 
内 接 于 圆 与 其 三 角形 切 圆 半 径 相 关 的 定理 1, 知 这 个 凸 四 边 形 的 两 条 对 角 线 将 
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其 分 隔 成 两 对 三 角形 的 内 切 圆 半径 之 和 是 相等 的 . 然后 运用 分 类 归纳 法 , 即 可 
证 得 结论 成 立 . 


尝 古 钱 钱 定理 


定理 1 设 定 圆 上 有 四 点 ,通过 其 第 一 第 二 两 点 ,第 二 第 三 两 点 ,等 三 第 四 
两 点 ,第 四 第 一 两 点 ,各 作 一 圆 轮 回 相 交 , 则 所 得 四 个 第 二 交点 共 圆 或 共 线 ， 
证 明 BA AYOZ 为 定 圆 ,分 别 过 A. Y, 
0 , Z 中 两 点 所 作 的 四 圆 的 第 二 个 交点 分 别 为 
P,C,X,B, WE 3.316 所 示 . 
联结 有 关 交 点 得 四 边 形 PBXC H AZOY. 
由 
Z BPC + Z BXC = Z APB + Z APC + 
Z 0XB + Z 0XC = 
720 - (Z AZB + Z AYC + 
Z 0ZB + LOYC) = 
Z AZ0 + ZAYO = 180 
从 而 可 知 P,C,X, B 四 点 共 圆 ， 
当 过 第 四 第 一 两 点 的 圆 反 向 与 前 面 所 作 第 一 圆 和 第 三 圆 交 于 p',X' 时 ， 
B',P,C, X 四 点 共 线 . 


i£ ” 当 所 得 四 交点 共 圆 时 ,这 定理 的 图 形 共有 六 圆 ,三 三 相交 于 八 点 ,叫做 六 连环 ,也 
# h ER. O 

上 述 定 理 也 可 改 述 为 : 若 A,B,C 分 别 是 圆 0YZ ,图 OZX , 圆 OXY 上 的 点 ， 
则 三 圆 圆 XBC , 圆 YC4 , 圆 ZA4B JER P. 

在 三 圆 圆 XBC , 圆 YCA, H ZAB 之 一 变态 为 直线 的 特殊 情形 下 ,结论 仍然 
成 立 . 若 其 中 有 两 圆 变态 为 直线 , 则 第 三 圆 亦 必 为 直线 ,可 是 它们 并 不 共 点 .此 
时 ,有 下 面 的 结论 . 

定理 2 ” 设 定 直线 上 有 四 点 ,通过 其 第 一 第 二 两 点 ,第 二 第 三 两 点 ,第 三 第 
四 两 点 ,第 四 第 一 两 点 ,各 作 一 圆 轮回 相交 , 则 所 得 四 个 第 二 交点 共 圆 或 共 线 . 

证 略 ,如 图 3.317 所 示 . 
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(人 四 点 形 中 的 九 点 圆 共 点 定理 
@ 定理 TENARMERNI =A. ETIAM. 


证 明 ”如 图 3.318, 设 A,B,C,D 为 平面 
上 任意 四 点 ,ci,c2,c3,c4 分 别 是 人 BCD， 
ACDA,A DAB, A ABC 的 九 点 圆 . 

W E,F,G,H,1,J 分 别 为 48,BC,CD， 
DA,AC, BD 的 中 点 .由 九 点 圆 定理 知 c, 过 F, 
G,J 三 点 ,c3 过 日 ,5,J 三 点 , 设 0 为 ci 与 c3 的 
第 二 个 交点 , 联结 0G,0H,0J,FG,FJ,EH, 
EJ, 则 有 
Z G0H = LJOG + Z JOH = LJFG + Z JEH 图 3.318 

注意 到 JFGD 和 JEHD 均 为 平行 四 边 形 , 因 而 人 JFG = Z JDG E. Z JEH = 
过 JDH, 将 其 代 人 @ 得 

ZÆ GOH = /JDG + Z JDH = Z CDH @ 

再 联结 IG, IH , 即 知 GDHI 也 为 平行 四 边 形 , 则 人 GDH = 人 GIH. 将 其 代 人 
回 得 Z GOH = 人 GIH. 这 说 明 c, 过 点 0. 

同 理 ,可 证 c, 也 过 点 O. 

故 c1, c23 c3, c4 四 圆 共 点 .结论 获 证 . 


注 ” 当 4,8,C,D,0 五 点 的 位 置 相 互 有 所 变动 时 ,上 述 证 法 相应 地 须 加 以 修改 . 
车 A,B,C,D 四 点 中 有 三 点 共 线 , 则 有 九 点 圆 要 变态 为 直线 ,在 这 种 情形 下 . 本 定理 结 
论 仍 成 立 . 
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党 多 圆 共 点 问题 


等 角 中 心 \ 布 罗 卡 尔 点 、 密 克 尔 点 都 是 特殊 的 多 圆 共 点 图 形 . 

例如 ,以 一 三 角形 的 每 边 为 一 边 向 外 侧 各 作 正 三 角形 , 则 所 作 三 个 正三 角 
形 的 外 接 圆 共 点 ,这 点 就 是 原 三 角形 的 正 等 角 中 心 . 若 原 三 角形 不 是 正三 角形 ， 
而 所 作 三 个 正三 角形 是 向 内 侧 作 的 , 则 所 作 三 个 正三 角形 外 接 圆 仍然 共 点 ,该 
点 就 是 原 三 角形 的 负 等 角 中 心 . 

又 例如 ,在 全 4BC 中 , 设 cl 是 过 C 而 切 4B 于 4 的 圆 ,cs 是 过 4 而 切 BC 于 
B 的 圆 , c, 是 过 B 而 切 CA + C 的 圆 ,又 设 c'i 是 过 B 而 切 Ch FAKA, c'h 是 
过 C MH AB FB 的 圆 ;c' 是 过 4 而 切 BC + C 的 圆 , 则 :ci,c,,c3 三 圆 交 于 
一 点 N; Orie d 三 圆 交 于 一 点 2' ;@0 与 9' E: A ABC 的 等 角 共 思 点 .此 
时 0 ,92' 分 别称 为 A ABC 的 正 、 负 布 罗 卡尔 点 . 

下 面 以 定理 的 形式 介绍 一 些 多 圆 共 点 问题 @. 

定理 1 设 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 0,P 是 
AC 与 BD 的 交点 , 则 

(1) OAA 04B , 圆 PBC, 圆 0CD , 圆 PDA 
共 点 . 

(2) 四 圆 圆 P4B, 圆 OBC,E] PCD , 圆 ODA 
共 点 . 

证 明 (1) 如 图 3.319, 设 圆 PAD, 圆 PBC 
的 另 一 交点 为 0, 则 

LDQC = LPAD + Z PBC = 图 3.319 
2Z CAD = Z D0C 

所 以 Q 在 圆 OCD 上 . 同 理 Q 在 圆 04B 上 . 

(2) 类 似 于 (1) 而 证 . 

定理 2 PSP 是 四 边 形 4BCD WEA, 

(1) 四 圆 圆 PAB, A P'BC, 圆 PCD , 圆 P'DA 交 于 一 点 Q. 

(2) 四 圆 圆 P'4B, 圆 PBC , 圆 P'CD, 圆 PDA 交 于 一 点 0". 

(3) Q 与 0' 也 是 四 边 形 4BCD WRAHA. 

证 明 (1) 如 图 3.320(a) , 设 P 在 各 边 上 的 射影 为 E, F, G, H, RAE 
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EUER FAHR, MAF 8 tsa SIE 315 fE B ek EH, 
A E,F,G, HA, A 
Z P'BF + Z P'CH + Z P'DH + Z P'AF = 
Z P'GF + Z P'GH + Z P'EH + Z P'EF = 180 
所 以 LAP'B+ Z CP'D = 18 °, Z BP'C + Z DP'A = 180 
设 圆 PAB 与 圆 PCD 的 另 一 交点 为 0 , 则 
Z AQD = ZX PQA + Z PQD = Z PBA + Z PCD = 
Z P'BC + Z PCB = 180p - Z BP'C = Z AP'D 
故 圆 P'DA 过 点 Q. 同 理 圆 P'BC 也 过 点 Q. 
(2) 仿 (1). 
(3) 如 图 3.320(b) ,因为 
Z BQC + Z DQA = LBP'C + Z DP'A = 180 
不 难 证 明 , 点 Q 在 四 边 形 4BCD 上 的 射影 共 圆 ,注意 到 若 一 点 在 一 个 多 边 
形 各 边 所 在 直线 上 的 射影 共 圆 , 则 该 点 的 等 角 共 轿 点 (关于 这 多 边 形 ) 必定 存 
在 , 知 点 Q 的 等 角 共 罗 点 存在 . 同 理 ,点 0' 的 等 角 共 罗 点 也 存在 , 令 其 为 Qo W 
Z DQoC = 180 - LAQ0B = 人 0o4B + Z QoBA = 
Z Q'AD + Z Q'BC = Z DPC 
所 以 圆 DPC Èt Qo. X. 
Z BQoA = 180 - Z CQoD = Z QCD + Z QoDC = 
Z Q'CB + Z Q'DA = Z Q'PB + ZQ'PA = Z BPA 
所 以 圆 BPA 过 0o, 而 圆 PAB 与 圆 PCD 除 点 已 外 只 能 再 有 一 个 交点 0 , 故 Qo 5 
Q 重合 ,所 以 Q 与 0' 是 四 边 形 4BCD HRAN. 
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定理 3 ”有 四 圆 共 点 , 除 此 点 外 ,每 三 圆 尚 有 三 个 第 二 交点 ,这 三 个 交点 决 


定 一 个 圆 ,这 样 的 圆 有 四 个 ,它们 也 共 点 .( 注 :后 四 圆 可 能 都 是 直线 ,这 时 它们 卫 
并 不 共 点 . ) 了 
证 明 ”如 图 3.321, 设 四 圆 圆 0,, 圆 02, 圆 0;, 圆 04 共 点 于 0 ,其 第 二 交点 |E 
分 别 为 Po, Pi, Pu, Px, Pa, Pa. l 
HE S| 84k E EErR BJ IEEE 1 中 的 注 ,得 T 
因为 三 圆 圆 Pu Pu Pu, El P, Po Px, Y 
Px Pa Pi 共 点 于 0 ,所 以 三 圆 圆 PaPa Ps, Bl g 
Pb Pa Pi4, 圆 P Pu P. 共 点 于 Q'. 
KAZAA PazPxP2a, 圆 Ps P.s P.  , A a 
PuPuPa 共 点 于 0, 所 以 三 圆 圆 Pu Pa Pu, Bl Š 
P. PuPiu B] P; a Pi Ps 共 点 于 Q'. 
定理 4 ”四 点 两 两 连 成 四 个 三 角形 , 另外 @ 


一 点 对 于 这 些 三 角形 的 四 个 垂 足 圆 共 点 .( 由 一 
点 向 一 三 角形 每 边 所 在 直线 作 垂 线 , 通过 三 垂 
足 的 圆 叫做 该 点 对 于 三 角形 的 垂 足 圆 . )( 注 : 当 
给 定 的 四 点 共 圆 而 另外 的 一 点 恰好 在 这 圆 上 图 3.321 
时 , 则 所 谓 四 个 垂 足 圆 实际 是 四 条 直线 ( 西 姆 森 
线 ) ,此 时 ,它们 并 不 共 点 . ) 
证 明 ”如 图 3.322, 设 点 已 对 三 角形 各 
边 的 垂 足 分 别 是 E,F,G,H,M,N 六 点 . 
设 圆 MEF 5R MCH 相交 于 0. 因 为 P, 
H,D,E,M;P,E,F,A,N;P,N,G,C,H 
各 五 点 共 圆 ,其 直径 分 别 为 PD, P4, PC ,所 
以 
Z FQG = Z FQB + Z GQB = 
Z MEF + Z MHG = 
Z PEF - Z PEM + Z PHM + 
Z PHG = 
Z KNF + Z KNG = LFNG 
则 点 Q ÆR FNG 上 . 同 理 点 Q ER EHN 上 . 故 结论 获 证 . 
定理 5 A,B,C 分 别 是 人 4BC 的 顶点 4,B8,C 在 直线 1 上 的 射影 ,X， 
Y,Z 分 别 是 1 上任 一 点 P 在 BC, C4,4B 上 的 射影 , 则 四 贺 圆 XYZ , 圆 XB'C' , 圆 
YC'A' , 圆 ZA'B' 共 点 . 
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证 明 如 图 3.323, 设 贺 ZA'B', FU 
YC'A' 相交 于 0. 
因为 P,X,Z,B,B';P,X,Y,C,C'; 
P,Y,Z,4,4' 各 五 点 共 圆 , 其 直径 分 别 为 
PB, PC, PA ,所 以 
LB'QC' = ZA'QB' + LA'QOC' = 
LA'ZB' + ZA'YC = 
(LPZB' - Z PZA') + 
(Z PYA' + Z PYC') = 
(Z PXB' - Z PAA' ) + 
(Z PAA' + Z PXC' ) = 
Z PXB' + Z PXC' = Z B'xC' 
WA XB'C' 过 0. 
同样 圆 XYZ 也 过 点 0. 故 结论 获 证 . 
@ 定理 6 已 知人 4BC 及 一 点 P, 自 P 引线 垂直 于 Ph ,PB ,PC 分 别 交 圆 
PBC, 圆 PC4 , 圆 PAB 于 4',B',C'. 则 
(1) P,A',B',C' 四 点 共 圆 . 
(2) 四 圆 圆 4BC , 圆 48'C' , 圆 BC'A' , 圆 CA'B' 共 点 . 
证 明 ”如 图 3.324,(1) 因为 ph | 020; E. PA L PA' ,所 以 P4' 的 中 垂 线 
O, H | 0203. 
同 理 PB' 的 中 垂 线 O,H 1 0;301, PC OPER OH | 0,0,. 
É H E: A 0,0,0, 的 垂 心 . 
有 HP = HA' = HB' = HC' ,所 以 P,A',B',C’ 四 点 共 圆 . 
(2) 因为 四 圆 圆 O, , 圆 0,, 圆 03, A 4'B'C' 共 点 于 P, 其 第 二 交点 为 4,B， 
C,4',B',C' .由 定理 3 知 四 周 圆 4BC, 圆 4B'C' , 圆 BCA , 圆 C4'B' 共 点 . 
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定理 7 iZ P E: A ABC 的 边 BC 或 延长 线 上 一 点 , 若 有 于, 了,Z 三 点 ,使 得 


AXCP 5 A YCA ,A XBP 与 人 ZB4 各 真正 相似 , 则 


(1) ABC, 圆 AYZ , 圆 BZX , 圆 CXY 共 点 . 
(2) WAR XYZ , 圆 XBC, 圆 YCA, ZAB 共 点 . 
证 明 nA 3.325(a),`4 X Æ A ABC 之 内 时 ,在 四 边 形 BCYZ 中 ,有 
LZAB + LYAC = Z XPB + Z XPC = 180 
由 定理 2 知 ,关于 点 4 ASAH. AA 
Z XBP = Z ZBA,Z XCP = LYCA 
所 以 点 X BBA A WFAA. 
由 定理 2(1) ,本 题 (1) 成 立 ; 由 定理 2(2) ,本 题 (2) 成 立 . 
HHE 3.325(b) , 2 X 7E A ABC 之 外 时 , 设 圆 YCA , 圆 ZAB 的 另 一 交点 为 0， 


则 
Z BQC = ZX BQA + ZAQC = LBZA + LAYC = LBXP + Z PXC = LBXC 
故 圆 XBC Q. 
联结 YX ,4P, 易 证 
A YXC o A APC 
48 LYXC = Z APC 
同 理 Z ZXB = LAPB 


于 是 人 ZXY = Z BXZ + Z CXY - Z BXC = Z APB + ZAPC - Z BXC = 


180 ~ LBXC = LXBP + LXCP = Z ZBA + YCA = 
Z ZQA + ZYQA = Z ZQY 


所 以 四 圆 圆 XYZ , 圆 XBC , 圆 YCA , 圆 Z4B 共 点 .由 定理 3 知 , 圆 4BC , 圆 AYZ, 
BZX, 圆 CXY 也 共 点 . 


图 3.325 
定理 8 设 一 点 已 关 于 人 48C 三 边 BC,C4 ,48 的 对 称 点 为 X,Y,2Z, 则 
(1) 四 圆 圆 XYZ , 圆 XBC, A YC4 , 圆 ZAB 交 于 一 点 0. 
(2) 四 圆 圆 4BC , 圆 AYZ, E BZX, 圆 CXY 共 点 . 
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(3) PQ 的 中 点 在 A ABC 的 九 点 圆 上 . 
证 明 (1) 如 图 3.326(a),P,D,C,E;P,E,A,F;P,F,B, D 均 四 点 共 
圆 . 设 圆 YC4 与 圆 Z4B ZF Q, Wl 
Z ZQY = ZX ZQAÀA + LAQY = Z ZBA + ZACY = LPBF + Z PCE = 
Z PDF + Z PDE = Z PXZ + Z PXY = Z ZXY 
WA XYZ 过 点 Q. 因 为 
LBQC = ZX CQA - Z BQA = ZX CPA - (180 — Z BPA) = 
360 - Z BPC - 180 = 180 - Z BXC 
故 圆 XBC 过 点 Q. 
(2) 由 定理 3 知 ,(1) 的 四 圆 共 点 于 0 , 且 每 三 圆 尚 有 三 个 第 二 交点 ,而 这 三 
个 交点 所 决定 的 四 圆 即 本 题 所 述 的 四 圆 , 故 它 们 也 共 点 . 
例如 ,由 三 圆 圆 XBC, 圆 YC4 , 圆 ZAB 的 第 二 交点 得 圆 4BC 
H ZER XYZ , 圆 XpBC, 圆 YC4; 圆 YYZ , 圆 YCc4, 圆 Z4B; 贺 XYZ , IB] ZAB, 
B) XBC 的 第 二 交点 分 别 得 出 圆 CXY, 圆 4YZ , 圆 BZX. 
(3) 如 图 3.326(b) , 取 PA, PB, PC, PO 的 中 点 为 4',B',C',0', 令 BC, Ch， 
AB 的 中 点 为 及 ,NWN, 工 , 则 点 P 关 于 全 4'B'C' 三 边 的 对 称 点 为 D,E,F. 于 是 由 
(1) 得 四 圆 圆 DEF, E DB'C' , 圆 EC'A , 圆 FAB 交 于 一 点 ,由 于 有 关 各 图 均 以 
P 为 顶点 且 有 相似 比方 , 故 所 交 的 一 点 即 PQ 的 中 点 Q'. 
又 BM = PC' = C'D, 故 B',C',D,M 共 圆 ,所 以 B',M,D,C',Q' 五 点 共 
圆 .又 
Z MQ'C' = 180 - Z MDC' = 180 - (180 - Z C'DC) = Z C'CD 
同 理 ,C' ,0',E,N,A’ 五 点 共 圆 . 且 LMCN 为 平行 四 边 形 ,于 是 
Z NQ'C' = 人 NEC' = 180 - Z C'EC = 180 - Z C'CE 
所 以 Z MQ'N = ZNQ'C' - Z MQ'C' = 18 - Z C'CE - Z C'CD = 
180 - ZX DCE = 180 - Z MCN = 180 - LMLN 
故 圆 LMN 过 Q', 即 Q' 在 全 48C 的 九 点 圆 上 . 


图 3.326 


四 多边形、 圆 


党 平行 六 边 形 定理 


三 组 对 边 两 两 平行 的 凸 六 边 形 叫 做 平行 六 边 形 .OO@ 
定理 1 设 平行 六 边 形 41B142B,h43B3( 如 图 4.1,41B1 // AsB,, A;B, // 
A1B3, AsBs // h2B1) 的 两 个 内 含 AAA43, AB, B2B; 的 外 接 圆 半径 分 别 为 
R4 ,Rg , 且 记 公 h1B1B3, 公 A2B2B1, 全 A3B3B2 的 外 接 加 半径 为 RA (i = 1,2, 
3); 人 Bi4i4?, 人 Ba4243, 信 B34341 的 外 接 圆 半径 为 Re(i = 1,2,3), 则 有 
Ra, RA, RA, RA, g; Rs, Rs, Re, Rs, 
证 明 如 图 4.1, 用 Ai, Bi, A2, B2, A3, B3 分 别 表 示 平 
行 六 边 形 A,B A2B243B: 的 六 个 内 角 ,由 题 设 有 
A, = B2,42 = Bs,As = Bı 
B3B, Bı B, 
则 Ri, = sin A?" T 2sin A 
p -BBs p _ Ah 
A, = 2sin A3’” P ` 2sin B, 
_ _4,43 _ AA! 
B, — 2sin B,' P ”2sin B; 


从 而 有 
B3B! * Bi1B,* B,B; 
8sin Á; ° sin Á; ° sin Àj 
4142，4243，4341 
8sin B) - sin B,: sin B3 
又 因 A,A; 2 4243 =: 4341 二 4RA, °. SA444， 
BIB; ` B2B; > B3B, = 4Ra ` SAB B,B, 


R, Ra, Ra, 


Rs Rs, Rs, = 


Rs ` SAB B,B 


Ra, Sa44,4, 


T- sta N TEER DAE Eaa) NE. 
文 .平行 六 边 形 的 又 一 性 质 [ 中 .中 学 数学 ,2006(5):42. 
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不 妨 双 向 延长 A Bı, A2B2, A3B;, 两 两 相交 于 点 A,B,C( 图 4.1), 记 
AAs _ BA _, Cha _ , „Sama, AA, AA; ài 
mE AC™ rA = js Saa AB ` AC Ur Tr) 
ZAK SA4 4,4, = Saase — (SAank,4, + Sapa, + Saca) 给 出 的 三 角形 的 内 接 
三 角形 面积 公式 ,得 
S _ 1 + Al1A2A3 -S 
SAMAT (1+ à) + à2)(1 + À3) Rae 
X A,B, // A3B2,A2B2 // A, B3, A3B3 // A2B,, W) 
AB, Als, 
pc A R s 
BB, BA, 
BA AG” 
CB Ch, 
BIB ` AA “3 
故 
s N (1 + A1X243) -5 
SB (yy A (1 + 42)(1 + 43) SABC 


所 以 SA4i44，= SABB,B, © 


RA RA RA, Re, 


由 式 0,0,4% Rg Ra Rg, = Ra, 


所 以 Ra Ra RA,RA, = Rg Re Re, Re, 

定理 2 设 平行 六 边 形 A Bi42B243B3(4;B， 
AsB,, A2B2 ] A1B3, AsBs V A2B1) 的 六 个 内 角 均 为 钝 角 ， 
以 三 边 4;B;(i = 1,2,3) 为 边 向 形 内 各 作 一 个 矩形 ,使 它 
们 的 顶点 两 两 重合 ,构成 一 个 A POR( 图 4.2) ,并 记 和 矩形 
A, B, RQ , A2B2PR , A3 B; QP 的 面积 依次 为 54g (i = 1,2, 
3), Xi APAB,,AQAIB,.,A RA;B, 的 面积 分 别 为 
Sa (i = 1,2,3), 用 P,Q,R 分 别 表示 APR 的 三 个 内 角 ， 
则 有 : 


( ) SAB == S48, = $4,8, 

sn2P sin20 ` sin2R° 
(2) Sas, ` Sa, m S48, Sa, _ Sa,B, 1 Sa, 
simP ` sQ ` smR ` 


(3) Sa, N Sa, E Sa 
tan P tan Q ` tan R’ 


证 明 ”如 图 4.2， 用 4;,Bi(i = 1,2,3) 分 别 表 示 平 行 六 边 形 
41Bi42824383 的 六 个 内 角 , 由 题 设 知 有 
A, = B,,A; = B;3,A3 = B; 
(1) 不 妨 双向 延长 418;, 42B,, 43B;, 两 两 相交 于 4,B,C 三 点 (图 4.2) ,由 
A1B1 // AsB, // OR,42B2 // A,B, // PR,A3Bs // 42B1 // PQ ,可 知 有 
ZP = ZA = LBAsC = LA1B3B 
ZQ = ZB = ZAB,IC = Z B,AsA 
ZR = ZC = LB3AB = ZAsB;A 
所 以 RB. : sin Z RAB; _ sin(90° -~ Z BA; C) _ cos P 
RA, ` sin Z RB,AÀ, ` sin(90° - LAABIC) ` cos Q 


Sas, RB: RQ _ cos P sin P _ sin 2P 
SaB, RA: RP cos Q sin Q ` sin 2Q 


S54,8, sin 20 
同 理 SaB, sin2R 
所 以 SAB, SaB, Sa,B, 


sin 2P 7 sin2Q `" sin2R 
(2) 不 妨 记 APOR 的 面积 为 $A ,利用 三 角形 面积 公式 有 


Sa Sa, = (Z PQ > PRsin P) (+ PA, * PBysin P) = 
tcro - PA3) ° (PR - PBs)si P = 
1 I 
4 (S48, ` Sa,B,)sin? P 


1 : 
同 理 Sa * Sa 4 (San, ` S48,)sin’ Q 


1 š 
SA ° SA = q (SaB, . Sa B, )sin? R 


则 Sa, _ Sap, | si P 
SA sin? Q 


Sa, S4,5， . sim Q 
SA. ~ Sag, sim R 
即 Sa B, bá Sa _ Ska " SA _ SA, B, * Sa, 
simP ~ sQ — siR 
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(3) 利用 (1) 和 (2) 的 结论 ,容易 得 到 


Sa, sin 20 sin? P tan P 
Sa, ` sin2P si2Q ~ T 
Sa : s 2 

2 _ sin2R sinQ _ _ tan Q 
Sa,  sin2Q ` sinR T 0 Um Rn 


Sa, SA, Sa, 
tan P ` tan Q ` tan R 


故 


定理 ”中心 对 称 凸 六 边 形 内 ( 含 边 界 ) 任意 三 点 所 成 三 角形 面积 不 大 于 六 
边 形 面积 的 一 半 . 人 0 
证 明 ” 设 凸 六 边 形 ABCDEF 是 中 心 对 称 图 形 ,如 图 


ITRI CB, BF 的 延长 线 交 于 M, M, 由 中 心 对 称 知 G 

CB JL EF, 于 是 BF JL CE ,^AABF 2 和 人 DEC, 所 以 四 边 MD hs 

JÉ M, MEC 是 平行 四 边 形 , 且 有 
SOM,M,EC = SA 入 边 形 4BCDEF 


同 理 $S 六 边 形 4BcpEF = SOM MEC = SoM, MEA = SOMMAC = 2SAACE (*) 
设 P,0,R 是 六 边 形 内 ( 含 边界 ) 任意 三 点 , 则 A,B,C, D,E, F 中 至 少 有 
一 点 到 直线 PQ 的 距离 不 小 于 R 到 直线 PQ 的 距离 , 不 妨 设 这 点 为 A, 则 
Saam 之 SARPO(P,Q@,R 共 线 时 Sreo = 0). 
(1) # P,Q 均 在 五 边 形 4BCEF 内 ( 含 边界 ), 则 


1 
Sarrg < Saar < 2 SOMM,EC 
(2) # P,Q H A CDE 内 , 则 
1 
SARPO < Saa < J SoM MEA 


(3) 车 PP 在 五 边 形 4BCEF 内 ,0 在 公 CDF 内 . 
@ 当 PP 在 四 边 形 4BCE 内 时 


1 
Sarro < Saar < 2 SOMMEA 


O 陈 躬 .中 心 对 称 凸 六 边 形 的 一 个 性 质 [了 .中 学 数学 月 刊 ,1997(4) :42. 


© 24 P HJE ACEF 内 时 


SARPO < SAAPQ < T+ Samua M 
综 上 所 述 ,由 ( * ) 得 ñ 
Sarro < Saag < L Sram H 
命题 得 证 . J 
` Q 
CEIA 5 
L 
x 

在 正三 角形 t 的 三 边 所 在 直线 上 各 取 两 点 , 若 此 六 点 可 联结 成 (下 文 简称 

为 “构成 ”) 凸 或 四 的 等 边 六 边 形 , 则 称 该 六 边 形 为 鞭 六 边 形 ,+ 称 为 菱 六 边 形 的 

母 三 角形 ,* BJ r Uy PR02922 7s 316 BS E U , OARRAK 3 Er fE R BJ EB @ 


BFF 218 D PE Wi B 2 Ft A PTE TERA la] EB. O 
图 4.4 中 上 = AABC 均 为 正三 角形 ,六 边 形 A AB, B2 Ci C; $y E: ph 1125 
六 边 形 ,* 为 母 三 角形 .全 体 正 三 角形 的 集合 记 作 T. 


图 4.4 

定理 1 若 1,t' € T 均 内 接 于 圆 0, 则 在 1 与 + 的 三 
边 所 在 直线 的 交点 中 , 必 有 六 点 构成 一 凸 菱 六 边 形 . 当 它 
不 是 正六 边 形 时 , 又 必 有 六 点 恰 构 成 一 凹 凌 六 边 形 . R. 
t,t 均 为 这 两 个 蓉 六 边 形 的 母 三 角形 . 

证 明 ”如 图 4.5, 公 4BC, 公 4'B'C' € 7, 内 接 于 圆 4 
0. 作 适当 的 辅助 线 . 易 得 

Z AA'B, = 30 = ZX A'AB,—= AB, = A'B, 


D W68,W3RI@ . 菱 六 边 形 若干 性 质 与 判定 的 探讨 [本 .中 学 数学 研究 ,2006(1):28-30. 
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进而 易 得 AC'A,A, L ACAB, ° e O ABCA, 

故 4142 = A2Bı = … = C24i 

即 AYA. B I B20, C, 为 凸 攻 六 边 形 , 当 它 不 是 正六 边 形 时 (否则 4',, B',, C', 均 为 
无 穷 远 点 ), 易 得 AA BBC2 C, 9136253. 

我 们 称 定理 1 中 得 到 的 两 个 菱 六 边 形 (如 果 存 在 的 话 ) 为 由 1 与: ERE 
六 边 形 , 且 称 它们 为 一 对 同 源 鞭 六 边 形 . 凸 或 止 六 边 形 两 两 不 相 邻 的 三 个 顶点 
称 为 同 组 顶点 ,两 两 不 相 邻 的 三 个 内 角 称 为 同 组 内 角 . 

LES 已 与 等 边 六 边 形 相 邻 的 三 个 顶点 构成 蓉 形 , 则 称 点 P 为 等 边 六 边 
形 的 一 个 萎 心 ;车 在 该 萎 形 中 ,P 的 对 顶点 为 4, 则 称 P 为 顶点 4 所 对 的 鞭 心 . 

定理 2 ” 萎 六 边 形 每 组 对 顶点 所 对 的 萎 心 重合 , 从 而 菱 六 边 形 有 三 个 萎 
心 , 它 们 分 别 在 三 条 主 对 角 线 所 在 的 直线 上 . 特别 地 , 当 萎 六 边 形 为 正六 边 形 
时 ,三 个 葵 心 与 旋 心 重合 . 

WE “” 凸 的 情形 见 图 4.6, 其 中 正 A ABC RERA 
JÉ 4142B1B2C1Cz 的 母 三 角形 , Pi 为 41 所 对 的 萎 心 , 作 
适当 的 辅助 线 . 因 

P IG; = 4142 = C CG;,Z P A.A, = 人 PIC241， 

P,C; // A,A; 
故 ZG GP, = ZB = 6 
AP,G,CG; € T 
从 而 PiC1/ B2B,,P,C, = B2B, = B,C; 
故 P, 是 B ARTZE >, Am A Pi B = 180, BI P Æ AB: 上 .余下 部 分 同 
理 可 证 .四 的 情形 证 明 类 似 . 

定理 3 ” 菱 六 边 形 同 组 内 角 相 等 

推论 1 萎 六 边 形 相 邻 两 内 角 的 和 为 240P. 

推论 2” 菱 六 边 形 同 组 顶点 构成 正三 角形 . 

定理 4 ” 菱 六 边 形 三 条 主 对 角 线 长 相等 ,其 所 在 直线 交 于 旋 心 , 且 均 为 葵 
六 边 形 的 对 称 轴 . 

简 证 ”上 同 的 情形 见 图 4.6, 作 适当 的 辅助 线 .由 定理 2 知 41B, 是 个 41B1Cl 
的 边 B Ci 及 线段 AC: 的 中 垂 线 , 故 为 鞭 六 边 形 的 对 称 轴 . 同 理 p, C,, C, A, 分 
别 为 CA1, AB, 的 中 垂 线 及 萎 六 边 形 的 对 称 轴 , 故 A B2, Bi C,, C A, 交 于 一 点 
U. 由 对 称 性 UA; = UC;,, UB, = UC1, 故 B C, = C142. 同 理 Cl4 = A, B2. 9% 
HE A UAC, 2 A UBA AO A UCB, ,Ë& UA = UB = UC, 即 U 是 旋 心 . 凹 的 情形 证 
明 类 似 . 

推论 ” 若 葵 六 边 形 有 同 源 尧 六 边 形 , 则 它们 有 共同 的 对 称 轴 . 
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定理 5 六 边 形 是 以 旋 心 为 中 心 的 三 次 中 心 对 称 图 形 . 

定理 6。” 萎 六 边 形 每 组 对 边 上 的 四 个 顶点 共 圆 . 

定理 7 萎 六 边 形 ( 非 正六 边 形 ) 的 三 个 鞭 心 构成 一 个 以 旋 心 为 中 心 的 正 
三 角形 . 

定理 8 萎 六 边 形 各 边 的 边 心 距 相 等 ,从 而 以 旋 心 为 心 , 边 心 距 为 半径 的 
圆 或 内 切 于 凸 凌 六 边 形 ,或 内 切 于 四 尧 六 边 形 的 同 源 蓉 六 边 形 . 

利用 定理 3,4 易 证 定理 5 ~ 8, 限 于 篇 晤 从 略 . 

下 述 定理 9 是 定理 1 的 逆 定 理 . 

定理 9” 菱 六 边 形 必 由 两 个 内 接 于 同一 个 圆 的 正三 角形 生成 . 

简 证 凸 的 情形 ， 如 图 4.7 所 示 ， 其 中 
4142B1B2 C) C; EZKE E A ABC 是 其 母 三 角形 . 作 
适当 的 辅助 线 易 得 4' = ZB' = ZC' , 故 正 A AB'C' 
是 该 菱 六 边 形 的 另 一 母 三 角形 ,由 定理 4 知 0 为 其 中 心 . 
目的 情形 证 明 类 似 . 

至 此 可 得 结论 :Q@ 一 个 莹 六 边 形 完全 由 两 个 有 相同 
外 接 圆 的 正三 角形 所 确定 ;G@ 除 正 六 边 形 外 , 每 个 菱 六 
边 形 都 有 同 源 莹 六 边 形 . 

为 了 简便 地 介绍 有 关 结 论 , 先 给 出 如 下 一 些 记号 . 

如 图 4.4, 设 正 A ABC 的 边 长 为 a, 鞭 六 边 形 4142B1B,C1C; 的 边 长 为 c, 主 
对 角 线 长 为 d, LER h ,两 组 内 角 分 别 为 a,B, 面 积 为 5. 


定理 10 ce[3,3]U(2,+om). 当 cE[ 纯 ,和 ] 时 , 姜 六 边 形 为 凸 的 ; 
当 c € (Z + mm) 时 , 姜 六 边 形 为 四 的. 
简 证 ” 凸 的 情形 : 设 AAB = x,BC = y, 则 


Ga=x+y+c 


由 余弦 定理 
c? = x? + y? — 2xycos 60P 
0,0 联 立 ,得 
3⁄2 _ 3x(a — c) + a(a —2e) = 0 
H A > 0fËš c > 3 É c <- a(@).X x,y c 构成 三 角形 ,由 外 得 c < 2 , 故 


3 < c < 号 ,反之 亦 然 .四 的 情形 证 明 类 似 . 


定理 11 sin(a - 30°) = sin(8 - 30°) = Er 


NO 
IN 


[> ]) - ga — 3 =Z = = m — = g 


NO 


简 证 ” 凸 的 情形 :由 正弦 定理 知 


c £| R 
sin6P sin ` sina 


平 而 x=a-c-y, 故 
_ a-c- y)sin a 
何 Y = ` sin(240° _ e) 
A B _ Cssin a 
z Y = sin 60 
ra 从 而 sin(a ~ 30°) = 
s 而 a = 240 - B, 故 
(F) sin(8 ~ 30°) = sin(a - 30°) 
四 的 情形 证 明 类 似 . 
定理 12 d =wc(a+ec). 
@ 简 证 凸 的 情形 :dg = AP + PB, = 2c(cos 3 + cos £) = ** = 


V cla + c). 四 的 情形 证 明 类 似 . 


定理 13 S= Bae. 

简 证 “” 凸 的 情形 :$S = Be) + c2(sin a + sin 8) = … = B ac. 0918 
形 证 明 类 似 . 

定理 14 h = Ba. 

证 明 上 略 . 


定理 15 有 一 组 对 顶点 所 对 的 萎 心 重合 的 等 边 六 边 形 为 萎 六 边 形 . 

WUE ” 凸 的 情形 :如 图 4.6, 作 适当 的 辅助 线 . 因 P, 同 为 A, B, 所 对 的 菱 
Ü, A P CG CG, € T,X PiC1/ BIA, PC // AB, 514 AABC € 7T, 故 结论 
成 立 .四 的 情形 证 明 类 似 . 

定理 16 ” 同 组 内 角 相 等 的 等 边 六 边 形 为 菱 六 边 形 . 

简 证 ” 凸 的 情形 :如 图 4.6, 作 适当 的 辅助 线 . 易 见 人 4B,C1 笃 个 BC;A1 嘻 
全 ChzB1, 从 而 AABC € 了 , 故 结论 成 立 . 四 的 情形 证 明 类 似 . 

定理 17 ”两 组 顶点 均 构 成 正三 角形 的 等 边 六 边 形 为 蓉 六 边 形 . 

定理 18 ” 主 对 角 线 相等 的 等 边 六 边 形 为 萎 六 边 形 . 

定理 19 ”每 组 对 边 上 的 四 个 顶点 共 圆 的 等 边 六 边 形 为 菱 六 边 形 . 

定理 20 ”有 内 切 圆 的 凸 等 边 六 边 形 为 凸 菱 六 边 形 . 

利用 定理 16 易 证 定理 17 ~ 20, 证 略 . 
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BJERRE E . 

把 全 体 凸 (上 四) 菱 六 边 形 记 作 PP). Æ 
p € P, 则 p' 表 p 的 同 源 蓉 六 边 形 .如 图 4.8， 
记 A142B1B2C1C; 为 p(E€ P), 诸 已 为 p 的 葵 
心 . 作 适当 的 辅助 线 , 易 得 ARST 为 鞭 六 边 形 
Pi42P2B:P3C 的 母 三 角形 ， 记 
P ,A;P;B,;PsC; H p' (€ P'). 易 见 ,我 们 可 
在 p 的 基础 上 借助 其 萎 心 得 到 p', 它 与 p' 位 
似 ,而 pi 则 与 p 位 似 .不 断 在 新 得 到 的 凸 萎 六 
边 形 上 重复 上 述 过 程 , 可 得 一 系列 不 断 缩小 
的 以 旋 心 为 位 似 中 心 的 两 两 位 似 的 凸 ( 目 ) 22 
六 边 形 . 同 理 从 p' 及 其 萎 心 出 发 可 得 到 一 系列 不 断 放大 的 以 旋 心 为 位 似 中心 
的 两 两 位 似 的 是 (四 ) ERAÉ. 


党 戴 维 斯 定理 


戴 维 斯 定理 ”三 角形 三 边 上 各 有 两 点 , 若 每 两 边 之 四 点 均 各 为 共 圆 点 , 则 
此 六 点 必 共 圆 . 

戴 维 斯 (Davis Martin，1928 一 ) ,美国 数学 家 . 

证 明 iX, X ,Y,Y' ,Z,Z' 分 别 为 人 4BC 三 边 BC,C4,4B 上 顺 次 6 点 ， 
车 每 两 边 之 四 点 所 得 三 圆 不 相合 为 一 , 则 XX , YY , ZZ 即 为 披 等 两 两 之 根 轴 ， 
从 而 XX , YY , ZZ 共 点 ,但 些 结论 显然 不 合 题 设 , 因 XX , YY ,22' 为 人 4BC 
之 三 边 ,不 能 共 点 ,于 是 知 该 三 圆 非 相 合 不 可 , 即 X, X,Y, Y, Z, Z 六 点 共 圆 . 


注 ”此 定理 即 是 说 ,三 角形 每 边 上 有 两 顶点 的 三 角形 内 接 六 边 形 中 , 若 三 角形 相 邻 边 
上 上 四 点 均 共 圆 , 则 这 六 边 形 有 外 接 圆 , 若 原 三 角形 一 边 上 的 两 点 重合 , 则 圆 应 与 原 三 角形 的 
边 相 切 . 若 原 三 角形 的 每 边 上 的 两 点 的 重合 , 则 该 圆 变 为 三 角形 的 内 切 圆 . 


党 空间 n 边 形 余弦 定理 


如 图 4.9, 设 A Are A, 是 空间 任意 一 个 n 边 形 , 为 了 书写 方便 我 们 用 A 和 
An 表示 同一 个 顶点 ,用 a, 表示 空间 n WERNA AA 的 长 , 即 


[> ) ü g 3 — — = = = m <— = 


NO 
ON 


ias B masa 2 ARK 


A f / 瑰宝 


q; = AA;.1; i = 1,2,- `, n 

用 bi < jj = 1,2,…,n - l;j = 2,3,…,n) 表示 
空间 n 边 形 边 a; 与 a; 所 构成 的 角 , 这 里 须 说 明 以 下 两 Pi 
点 :0 ` 

(1) # a; 与 a 是 相 邻 的 两 条 边 , 即 ) = i + 1, 这 时 
0; = bisi = LAA Ain 它 是 AAAA 的 一 个 内 角 ， 图 4.9 
因此 Op 4 0; < 180. 

(2) Æ a, 与 不 是 相 邻 的 两 条 边 , 即 ) > ¿+ 1, 和 前 面 一 样 对 0; 作 如 下 定 
义 . 

如 图 4.10, 过 顶点 hi,1 作 与 向 量 44i: 同方 向 的 A=. .. A 
WR AnA p ÆN b; = ZAA14..A'.. B. 0; OF ON 


角 , 因 此 0 < 0; < 180. > 2 
空间 n 边 形 余 弦 定 理 ” 设 414,…4, 是 空间 任 一 \ Z. 
+ n 边 形 , 则 
下 图 4.10 
a? = > a -2 > a,ajcos Qj 
isl 


其 中 ai(i EEAS <j,i=1,2,- n -2;j = 2,3,- n - 1) 28 
前 面 所 定义 . 
证 明 ”用 数学 归纳 法 . 
(1) 当 n = 3 时 , 即 三 角形 时 ,命题 显然 成 立 . 
(2) 假设 当 n = 上 时 命题 为 真 , 即 当 空间 多 边 形 边 数 为 时 ,有 下 式 成 立 
-2 2, „2iajcos Oy © 
要 证 当 n = + 1 时 ， 即 空间 多 边 形 的 边 数 为 k + 1 时 ,下 式 成 立即 可 . 
al, = Za e 21 了 
如 图 4.11,4142…4ktl 是 空间 任意 一 个 (人 +1) 边 多 
边 形 , 联结 4144, 设 A1h4 = d, ZAA = a, 它 是 
由 归纳 假设 得 


- $a -2 2i 006 Oy @ 
LAE AA A 中 ， H AKRE 


D 王 德 源 .空间 = WERKER]. PARRE F , 19834) :12-14. 


ala = a4 + d2 - 2a;dcos a @ 
又 dcos a = > aicos 6x( 证 明 略 ). 
#0, 两 式 代入 式 @## 


al, = a+ Sa -2 > _ ajcos 0; - 92 aicos Oig 
即 al, = > ai = 2 2; a;ajcos Os 
故 当 n = k + 1 时 命题 为 真 . 
由 (1),(2) 证 明 , 得 出 n 为 任何 自然 数 时 命题 为 真 . 


Sh n 边 形 的 重心 定理 


在 凸 n HÉA Ar A, Pin 宇 3), 若 同 (n -1) 边 形 4;,1…A4.h41…A4;-1 的 重 
Ò Gli = 1,…,n) 存在 , 则 称 AC: 为 它 的 中 线 , 若 n 条 中 线 共 点 CG, 则 G 叫做 
L n 边 形 A Art An 的 重心 . 
定理 1 (FN n 边 形 中 线 - 重心 定理 ) XF n > 3, n WÉ Ar A, PRAG 
(i =l," n) 存在 , 共 点 C, HSE = n - 1.O 
证 明 “n = 3,4 时 ,由 三 角形 、 四 边 形 重心 定理 知 命题 正确 . 现 假 定 n = 
k-1,k 时 (k > 4) 命题 成 立 , B k AÉ AA A, 中 的 (k - 1) 边 形 
Ais vAr” 4i-1 的 重心 Ci = 1,…,k) 存在 且 中 线 A,G', FE G( xo, yo) ,以 
及 


A.G 
GG, — k -1, ¿ = 1,° „k 
另外 , 按 三 角形 、 四 边 形 垂 心 , 可 假定 大 边 形 重心 G( xo, yo) 坐标 为 
xo = tenet LX @ 


( 即 各 顶点 纵横 坐标 算术 平均 值 ). 现在 考虑 (大 + 1) 边 形 AiAr Arsi HERH 
WRA, a k JÉ A AA Aa 的 重心 Gak yG = pesk + 1) 
存在 , 则 由 @ 知 


. 1 krl 2 1 k+l 
sf = + 2, m9 2 四 
i=l(i# j) i= (iz j) 


O 王 雪 芹 .关于 凸 几 边 形 的 重心 [ 刀 . 中 学 数学 ,1997(10) :33-34. 
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下 面 证 明 中 线 AGU = 1,…,k + 1) 共 点 ,为 此 , 设 AG 的 k : 1 内 分 点 为 
POA, Y) WE = 上, 按 定 比分 点 公式 及 加 ,有 


) k+l k+l 
spo ua t, 
Maniek Sq 4 103 k. 人 A) Spp 
k+l 


同 理 Y; = Hyj 1,2,-",k +1 
Xi, ;的 表达 式 是 同 j 无 关 的 常数 ,说 明 对 任何 j = 1,2,7, k + 1, AG; B k :14 
点 P(X, Y;) 是 一 个 固定 的 点 G(xo, Yo) (xo ss Xj» yo = y;) ,因此 , 当 n=k+l 
时 ,命题 成 立 . 

定理 1 的 证 明 过 程 同时 给 出 了 如 下 结论 : 

定理 2 四 mm 边 形 41…4， 的 重心 G(xo, yo) 坐标 为 

有 rL = 1555 

这 同 力学 中 的 结论 是 一 致 的 . 

推论 1 轴 对 称 多 边 形 重心 必 在 对 称 轴 上 . 

推论 2 中心 对 称 多 边 形 的 重心 ,就 是 它 的 对 称 中 心 . 

推论 3 ” 正 多 边 形 的 重心 就 是 它 的 中 心 . 

定理 3 在 凸 n WÉ A, Az An 中 , 设 (n _ k) 边 形 Artt A; 4 入 
边 形 AA... Aika Ci = 1,2, snl < k <n- 1) 的 重心 分 别 为 Cl 和 G,, G 
内 分 线段 Ci G, 为 -上 二, 则 G 是 = 边 形 Ai: A, 的 重心 . 

证 明 ”如 图 4.12, 设 G, 和 G; 坐标 分 别 为 (ac,8) 和 
(p,q), 则 由 定理 2 


1 
a = I Km + + Xxi-1 + Ajpk + `" + Xa) 


1 
B= — ki + + Yia + Yik + "° + Ya) 


| = + (x + °" + iski) 


1 
= zo PRR Yi+k-1) 


Re =; nes sn 到 * 按 定 比分 点 公式 ,有 G(xo, yo) 的 坐标 公式 
(n—-k)a+ kp 


<o = (n k = Tm + + x.) 


(n — k) + kq 1 


me Q p (nas ky: a SPY tata y.) 
由 定理 2 知 ,G(xo,yo) 确 为 n 边 形 41… An 重心 . 


进一步 还 有 

定理 4 E n 边 形 41…A, 顶点 划分 为 两 个 集合 Mi = {4; ,hi A], 
M2 =A pn ARPI gi < > < < ii < n;l< p < j <: < j < 
n;i Æ jmil = 1 ,sm = 1,:"",t;s + t = n.i% M. M M, 重心 分 别 为 G1 和 
G>, G 内 分 线段 G, G> 为 二 , 则 G 为 多 边 形 41…4 重心. 

证 明 显然 ,Mi 和 M. 的 点 分 别 构成 凸 多 边 形 Ai ot Ai, 和 4 以 
下 证 明 同 定理 3. 

定理 3,4 说 明了 多 边 形 重心 的 多 种 求法 .例如 , 求 凸 五 边 形 A A244445 重 
心 , 可 先 求 4243 中 点 Mi, A4As 中 点 Ma, MI M; 中 点 M, 则 4:M 的 4:1 分 点 C 
即 为 4;42434445 重心 . 


sen WEPT Jek EM 


EE ” 设 n 边 形 414，…4, 的 顶点 系 的 重心 为 C, 则 对 于 这 n 边 形 所 在 平 
面 内 的 任意 一 点 P ,# O 
PE? = #2 PA} - — >] AA? (*) 


证 明 ”在 nn 边 形 414… 4 所 在 的 平面 内 ,以 重心 G 为 原点 建立 直角 坐标 
系 x0y( 图 上 略 ) , 设 顶点 Ai(i = 1,2,.…,n) 的 坐标 为 (x;,y;), 则 由 重心 坐标 公式 
知 
> x; = 0, > Jis 0) 


设 P(x,y) 为 坐标 平面 内 的 任意 一 点 ,由 两 点 间 的 距离 公式 可 知 PG? = 
x2 + 和 ,于 是 
PA? = (x = x)? + (y — yi) = (x2 + y) +a? + yi- 2(xx; + yy;) = 
PG? + x? + y; — 2( xx; + yy;) 


| 3 
i=l izl izl izl isl 


O 熊 曾 润 . 菜 布 尼 兹 定理 的 推广 及 其 引申 [J] .数学 通讯 ,1996(12) :21-22. 
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注意 到 〇 @D ,由 上 式 可 得 
PE -S-La > @ 


n i=l 


又 ,由 加 可 知 (>) s)? = 0, 即 
2 =-2 >; x xj 


lgi<cjga 


此 式 两 边 同 加 上 (n - 1) 2712, 2863848 
3 = 2; (x x) 


lasicjen 


则 > xi u A ü 5) ® 
同 理 可 得 
DR D (n-a @ 


注意 到 (x; - x) + (y; -yy = AAF M @,@ 二 式 两 边 分 别 相 加 可 得 
D+ = D aa 
将 此 式 代 人 @ ,就 得 等 式 (* ) .命题 得 证 . 
显然 ,在 这 个 定理 中 令 n = 3, 就 得 到 三 角形 莱 布 尼 北 定理 .因此 ,定理 1 是 
莱 布 尼 效 定理 的 推广 . 
在 定理 1 中 , 若 令 点 已 为 重心 C, 则 式 (* ) 成 为 
Dast Eas 
由 此 我 们 得 到 
推论 n 边 形 的 顶点 系 重 心 到 这 nn 边 形 各 顶点 的 距离 的 平方 和 ,等 于 这 n 


边 形 各 边 及 各 对 角 线 的 平方 和 的 让 


S n 边 形 中 (n - 1) 边 形 的 重心 n HEER 


定理 。 在 n 边 形 4142…h。 中 ,G1, G2,…,G, 分 别 为 (n - 1) 边 形 
4243…4,(Pm - 1) 边 形 414344…h，…,(n — 1) 边 形 4142…A。1 的 重心 , 则 


ey — S€ 


Sn 边 形 C, c;c, = Tr Saapa, O 
证 明 (1) 当 n HÉA Are A, 为 凸 多 边 形 时 ,因为 


— 


0G, = HOF, + OA; + + OF) 


0G, = -Ho + OA; + OA, +` - + 047) 
则 GG; = OG - OG, = -Loi - 04;) = — AA 
同 理 ,得 
1 — —— 1 — 
GG = x 14342:6163 = n -144 
| Gi | G2 Gs | | GiG; | 1 
则 一 一 二 一 = —— = —— = 
1 ÁÁ; | 1 43421 IAAI n-l 
即 AG, C20C3 ON AA A243 
同 理 A Gi G3 G, 人 414344p, 全 CC CCD A A A, A, 
则 n 边 形 GiG Gr V n 边 形 A Are An 
San 边 形 C,6,…6 | GIG | 2 1 
4 ShA Aya, Taal 4241 Tiba laps (n - 1) 
Bp Sn 边 形 C GG = TOEA nn 边 形 4 A,A, 


(2) 当 n 边 形 4142…4, 为 凹 多 边 形 时 ,类 似 地 可 得 
Sn 边 形 6 G.G. = a sa, 
即 命题 得 证 . 


党 是 多 边 形 中 的 布 罗 卡 尔 点 ( 角 ) 问题 


设 P 为 凸 多 边 形 414243…4， 的 一 个 内 点 , 且 满 足 
Z PA, A; = Ph,4; = °° = 一 P4,4) = 0 
则 点 P RAEE AAAs A, 的 布 罗 卡尔 点 , 角 0 称 为 这 多 边 形 的 布 罗 卡尔 
角 . 
定理 设 凸 多 边 形 414,43…4, 的 布 罗 卡 尔 点 为 已 ,其 布 罗 卡 尔 角 为 0, 点 
PP 在 直线 4,4;,1 上 的 射影 为 B;(i = 1,2,“ n; Ån = 41) ,多 边 形 414243…4。 


O 李 昌 .平面 四 边 形 的 一 个 性 质 的 推广 [可 .中 学 数学 ,2005(2) :封底 . 
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和 B,B,Bs--: B, 的 面积 分 别 记 作 S AS , 则 @ 
S' = S» sin? 

证 明 ”如 图 4.13, 依 题 设 , Bi, B 分 别 是 点 已 在 
AA... 和 A; A... 上 的 射影 ,可 知 P, B; , A... Bi 四 点 共 
圆 ,从 而 

一 PBiBi = ZPAi,iAi2 = 0 = LPAAin 
且 LPBinB;: = LAPAind; 
所 以 A PBB;,, V SPAAin 
于 是 ,根据 相似 三 角形 的 性 质 , 若 设 A PB;Bi,1 fll APAA, 的 面积 分 别 为 5'; 和 
Si, 则 有 


= (PA) = sim 


即 S'; = Sisin20 

所 以 D S'i: = siô), S, 
i=l isl 

Bp S' = SŠ : siô 


党 是 n 边 形 特殊 线 段 共 点 定理 


在 凸 (2n + 1)(n 是 正 整数 ) 边 形 中 ,如 果 一 个 顶点 和 一 条 边 在 它们 两 旁 所 
夹 的 边 数 相等 ,我 们 就 把 这 个 顶点 和 这 边 的 中 点 的 连 线段 叫做 这 个 (2n + 1) 边 
形 的 中 对 线 ;在 凸 2n(n 是 不 小 于 2 的 自然 数 ) 边 形 中 ,如 果 有 两 条 边 在 它们 两 
旁 所 夹 的 边 数 相 等 ,我们 就 把 这 两 边 的 中 点 的 连 线段 叫做 这 个 2n 边 形 的 中 对 
线 . 

在 凸 2n 边 形 中 ,如 果 它 的 一 条 对 角 线 的 两 旁 的 边 数 相等 ,那么 我 们 就 把 这 
条 对 角 线 叫做 主 对 角 线 . 

定理 1 GEWE 4,42434445 的 五 条 中 对 线 4 Bl ,42B2 ,43B3 ,44B4， 
hsBs 中 有 四 条 平分 这 个 五 边 形 的 面积 , 则 第 五 条 中 对 线 也 平分 这 五 边 形 的 面 

A; O A30 A40 As O 


A0 _ 40 _ A30 _ 40 _ As0 _ 
积 , 且 五 条 中 对 线 共 点 0, 其 中 08， = 0B, = OB. = OB, = OB; = v5 - 
1. 


证 明 ”如 图 4.14, 不 妨 设 41B1, 4,B,, A3B3, 
4545 平分 这 五 边 形 414,43444s 的 面积 . 联结 
4143，4144，4244，4245，4345. 

因 AB, 平分 五 边 形 4;42434445 的 面积 ， 


Se448 = Saaga M 


Saa A,A, = SA444 
同 理 可 证 SA444 = SAA,A,A, 
Saa, A,A, = SAAA,A, 
SA4 hhs = SA44 4 
因此 
SAh44 = SAAA,A,. = Saada, = SA = SahAh, 
由 等 式 两 端 得 44B4 平分 五 边 形 面积 ,其 中 由 Sasaya, = Saga, 得 AAs // 
4344. 
同 理 4143 // 4445,4145 // 4244 
A,A; // 4345,4243 // 4441 
延长 414 和 4443 相交 于 4's, 延 长 4145 和 4344 相交 于 4'2. 由 4245 // A344 
HD 4245 // A'sA'2, A142 // AsAs ËB] 414's // 4345, 可 得 四 边 形 A2A' 54345 是 平 
行 四 边 形 . 
则 A245 = 4'543 ,延长 45B5 必 过 点 4'5. 同 理 可 证 4245 = 444'2 ,延长 4,B， 
必 过 点 4 .因此 4'54; = 444 ,而 43B! = B144, 则 


A'B, = BiA', 
又 由 A424s // A'sA'2 可 得 

4142 ”4145 

AA's AsA', 


“A 
于 是 (ui na aa" 
根据 塞 瓦 定 理 的 逆 定 理 , 三 直线 A Bi, A42, hsh's 共 点 , 即 41B1, 42B,, AsBs 
共 点 . 设 其 所 共 点 为 0. 同 理 可 证 :41B1,42B,,A3B3 三 线 共 点 ;42B,, 43B;， 
A,B, 三 线 共 点 . 显然 , 它们 所 共 的 点 只 能 是 点 0. 因此 ,41B1, 42B,, A3B;， 
Ah4B4, hsBs 五 线 共 点 O. 
如 图 4.15 ,五 线 A;B, A2B2, A3B3, A4B4, AsB5 共 点 O. 
因 A, Bı, 43 B3 都 平分 五 边 形 4;42434445 的 面积 , 则 


SWEA A,A, B, = SS 四 边 形 41 B A,A, 


[x ) g 3 Oo — =Z ===" 
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几何 A 瑰宝 


Saa oB, = SAA,B,0 
410. OB, = A30 +: OB, 


A10 _ 40 
即 OB, ` OB, 
A30 _ AsO AsO _ A20 40 _ A40 
同 理 可 得 OB,  0B;’OB; ` OB,' OB, ` OB, 图 4.15 
出 040 40 40 A0 | 
OB, ` OB, ` OB, ` OB, ` OB; 
联结 B4B3, A245, B; B3. 
又 B, 是 A,A: 的 中 点 ,B3 是 AAs 的 中 点 , 则 
1 
B,Bs // AAs, B4B3 = 2 4245 
前 面 已 证 4245 // A344, W 
B4B3 ] A344 
A30 _ AA, 
OB, = B.B, 
4 
即 A "I ats 
3 7 AÅ; 
又 B; 是 4243 的 中 点 , B, 是 4445 的 中 点 ,4245 // A344, M) 
4245 // BsB; 
4245 + 4344 = 2B:sB, 
即 4344 = 2B;B, - 4245 
A, O 2BsB, - A,A 4BsB 
从 而 ETR R 5 245 _ 42 = 
了 4245 
已 证 4245 // B5B2, 则 
4245 _ 420 _ 430 _ 
BsB, ` OB, ` OB, ` * 
于 是 有 ` x = ” -2 
整理 得 x+2x-4=0 
解 之 得 x = - 1 + í5 


M x > 0, 则 x = /5 -1, 因 此 有 
AO 40 40 4,0 40 _ 后 1 


故 定理 1 获 证 . 
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定理 2 ” 若 凸 六 边 形 414,4344hsAhe 的 三 条 中 对 线 B1B4, BopBs,B3Be( 点 
B1,B2,B3, B4, Bs, Be 依次 分 别 是 4142,4243 ,4344,4445,4546,464; 的 中 点 ) 
都 平分 这 六 边 形 414243444s46 的 面积 , 则 六 边 形 414,4344hshs 的 三 条 中 对 
线 共 点 . 

证 明 ”如 图 4.16, 先 联结 BiB, 和 B3B6, CNZF 
点 0. 联 结 440,420,430,440,450,460,B20,B50. P 

因 B.B, 和 B3B 都 平分 六 边 形 414243444shs 的 面 4 
积 , 则 

SEHA, B BAA, = SEMIA, B,B,A,A 


6 6 3 4 5 


S 四 边 形 4, B 0B, 三 “四边形 4,B,0B， 
BD Saag o + SAMOB, = SA4BO + SAA,0B, 
又 易 知 Saag o = SAA,B,0 
Saa oB, = SAA,0B, 
SA48.0 = SAA,0B, 
SAA.0B, = SA4,08, 
则 SAWA A, OA, = 仿 四 边 形 4,4s04， 
又 易 知 SA4,08, 三 SAA,08, 
SA40B，= SAA,0B, 
则 SAA,B,0B,A, = SA,A,B,0B,A, 
又 B,Bs 平分 六 边 形 414243444546 的 面积 ,联结 B, Bs, kk 
SEWWA A,B, BA, = S 五 边 形 44sB;B,4， 
因此 , B2, 0, Bs 三 点 共 线 , 故 定理 2 获 证 ， 
定理 3 ”车 在 凸 六 边 形 中 , 它 的 主 对 角 线 都 平分 此 六 边 形 的 面积 , 则 这 些 
主 对 角 线 共 点 . 
证 明 ”假设 六 边 形 的 对 角形 组 成 APOR. 设 六 边 形 顶  / F 
点 具有 以 下 的 形式 :顶点 4 在 射线 PO 上 ,8 在 射线 PR 上 ,C SN 
在 射线 QR E,D 在 射线 QP 上 ,EE 在 射线 RP , F 在 射线 RQ / ` Š 
上 ,如 图 4.17 所 示 . B 
因为 直线 AD 和 BE 把 六 边 形 的 面积 等 分 , 则 £ D 
Saper + Sapen = Spence + SAABP El 4.17 
Saper + SAABP = Sppca + SApPED 
因此 SA4BP = SAPED 


No 
AN 


(xn onOne = rg 


XK 


Tiap E RERS ASAK 


n f A = 


即 AP - BP = EP + DP = (ER + RP) : (DQ + QP) > BR DQ 
类 似 的 CQ - DQ > AP - FR,FR : ER > BP +: CQ 
这 些 不 等 式 相 除 ,得 
AP - BP - CQ - DQ > FR - ER > ER - DQ : AP + FR - BP - CQ 

这 是 不 能 发 生 的 .因此 ,六 边 形 对 角 线 相交 于 一 点 . 

定理 4 设 凸 (2n + 1) JÉ A,A: Aga. 的 主 中 线 为 41B1, 42B,,…， 
Azn41B2zn41, 则 它们 都 平分 此 多 边 形 面 积 的 充 要 条 件 为 D0 

A; A,. i / AAnririsi = 1,2,%,2n+1 
证 明 ”如 图 4.18, 先 证 必要 性 . 
因 AB; 平分 多 边 形 4142… An 的 面积 , 则 


+itl n+i nt 
同 理 SA Ai A, = SA, Apa Ansin Ami Bi on 
即 ShA Ana H Sahar Ansin 
亦 即 SDAA, Ansi z SAA, iA, Ansi aie 
从 而 AiriAnri / AA... 
由 i 的 任意 性 知 ,必要 性 成 立 . 

再 证 充分 性 . 因 

AisiAnsi / AA... 

则 SSAA, Ansi u SAA A, Ansin 
Bp ShA, Anei = S4 pAr Ansin 

& i= 1,2,…,2n + 1, 则 可 得 

SA 44 ， = S4 .44 ,2 = === = S. AAA, 

所 以 SA A... Bi SA A A 1 = 1,2,--,2n +1 


即 4,B,,42B2，…42n+182n+1 平分 多 边 形 4142… Aan 的 面积 . 

推论 ” 若 圆 内 接 凸 (2n + 1) 边 形 (n > 2) 的 主 中 线 都 平分 其 面积 , 则 多 边 
形 是 正 多边 形 . 

定理 5 ÉN (2n + 1) WÉ A142… An 的 主 中 线 Ai1B!1, A;B2,*…， 
4 1B2 ,1 中 有 2n 条 平分 多 边 形 的 面积 , 则 第 (2n + 1) 条 亦 然 . 

证 明 ”不 妨 设 41B1,42B，,,… ,A2nBza 平分 其 面积 , 则 


SAA, A — Sa -A „onapo 1 = 1,2,.…,2n 


两 边 各 相 加 ,得 


O 胡 涛 .关于 多 边 形 共 点 线 的 几 个 猜想 的 研究 [中 .中 学 数学 ,1998(10):29-31. 
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> Saar “A =È Sa, + A... A 
消去 两 边 相 同 的 项 ， 即 得 
P i 


n+2 


因此 Arns Bons 也 平分 多 边 形 4142… Sasi Cm 


过 程 ,读者 不 妨 用 凸 五 边 形 写 写 看 ). 


一 般 的 , 当 凸 (2” + 1) 边 形 的 主 中 线 都 平分 它 的 面积 时 ,它们 未 必 共 点 .但 


我 们 有 : 


定理 6 设 凸 (2n + 1) 边 形 4142… An 的 主 中 线 4;B;(i = 1,…， 
都 平分 其 面积 . 令 = SS Gi = 1,2,…,2n + 1), 则 它们 共 点 的 充 要 条 件 


+i+1 


Ë ài = À2 =" = àn HKE 它们 共 点 0 时 ,有 
AO M0 ~ -Mui0 
OB, OB, © “OB, 


证 明 如 图 4. 19, 设 A;B; 与 4n ia Barisi 交 于 点 Oi, 
因为 由 定理 4 
AnririAs; / B;B, ,is! / Anridirl 


AO An+i+10i _ A.A; _2 
N: OR S Oba "Bai Bp TIA “D 
iz A;B; SA BL. 交 于 点 Onyi HAA 
A.0,,, ; A, O, "2 AA... 本 2 @ 


OnriB i 3 0,, B,.; BB i ~ 1+ Àn+i 
先 看 必要 性 . 若 A B1, A2B25** , Å2n41 B2741 共 点 0, 则 


= O> = = Om = 0 
由 四,@ 得 
À, = 42 = … = Àn 
H 40 40 A... O 
OB, OB Op 
再 看 充分 性 .车 A = À> = = hzn41; 则 由 Q), @ 得 
AO, AiOnsi 


OB; = Ons iB; 


即 0, 与 On 重合 , A;B; , Ån+iBnyi» A... AB... is 共 点 . 同 理 ,4,, B... 
Ax. iB2n+i, A;B; 共 点 s 20+ 轨 2n+i A... iB... - Ó A... B,. i 共 M. 从 而 ， 
A,.i-iB,, i-i AntiBnyi, AntirlBnri+l 共 点 0, 故 A; Bi, A,B,,.…， 


点 0. 


aZ 
AN 


(x) p a — 3 = => #= m= 


ship B maan 8 =r—=lda 


用 证 明定 理 5 的 类 似 方法 ,可 证 

定理 7 (N 2n ME AA: 42,(n > 2) 的 主 对 角 线 AA....(i = 1,…,n) 都 
平分 其 面积 的 充 要 条 件 是 :44。; / Ainali = 1,2,…,n) 

推论 — 若 圆 内 接 凸 2n 边 形 4142… Ag (n > 2) 的 主 对 角 线 hi(i = 
1,…,n) 都 平分 此 多 边 形 的 面积 , 则 这 m 条 主 对 角 线 交 于 一 点 0, 0 为 它 外 接 圆 
的 圆心 . 

定理 8 Wh 2n WÉ A Ar Anl > 2) 的 主 对 角 线 AA... = 1,…,n) 


平分 其 面积 , 令 à = TON ， 则 它们 共 点 的 充 要 条 件 是 :Xist = ATG = 1, 


Ai 
AS An+i?2 
设 A;An+i 与 A,, An+is+ 交点 为 Oi, Åi, Anris 与 证 = 
Åi2Ån+i42 的 交点 为 A "m š i An s < 


A;Q; Ansis10; _ Ansin _ à; D 


2,.…,n — 1). 
证 明 ”如 图 4.20, 由 题 设 及 定理 7 知 , 有 
AiAn+i+l / A; a A... = 1,2,°",n Ax 


OA... QA _ AisiÁnsi a 图 4.20 
A; 0; =: An+i+20i41 村 AiriAn+i 2 =) © 
Oir1Ant+i+l Oir1Ai,2 Air2An+i+l 的 


必要 性 . 若 A1441,424412，,… s AnA 共 点 0, 则 
0; = 0, i = 1,2,- n - 1 
由 式 ,可 得 
Ai+l = A;71(i = 1,2, n - 1) 
充分 性 . 若 XA;,! = Ai, 由 式 @ 四 ,@ 得 
A,, 09; Anyir1Oi+l 
OA ~ Oindin 
则 0, = Ois 
Bp AiAn4is Air1, AT. 15 Air2An+ i+2 共 点 . 
再 由 的 任意 性 可 推出 :4141,4242，…4M42n 共 点 0. 
作为 特例 ， 考 虑 n = 3 的 情形 . 如 图 4.21, A de 


人 414345 NO A4A6A,, 有 À> = AT!,As = A;!. 易 知 /KNN 
4144,4245,4346 交 于 一 点 0,0 为 人 A41434s 与 4 “s 
入 444642 的 位 似 中 心 . ç, 


定理 9 W MAN EY 2n(n > 3) 边 形 AAr Ant À 3 
主 中 位 线 (MM; EAA 的 中 点 ,Ni Æ Anr A,..i.1 的 中 点 )， 图 4.21 
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MiNi(i = 1,2,…,n) 平分 此 多 边 形 的 面积 .0O 是 MN, MN 的 交点 , 令 
Saso, = 2Si(i = 1,2,…,2n), 则 M.N, 共 点 0 的 充 要 条 件 是 Si + S; = 
S,,i +S, (i = 1,2……m = 1). 

证 明 ”如 图 4.22, 必 要 性 是 显然 的 , 以 下 证 明 充 分 
性 . 

(1) 当 n = 2m +1 时 , 先 证 S, + Si = Son + Si. 

因 MN; 平 分 多 边 形 414，… Ann 的 面积 , 则 

25 S; = 25 Sari 
Bp r. ý E 4.22 
(S3 + S4) + (S5 + S6) +t + (S, + Snar) + (S, + Sn+1) = 
(S, + S,,4) + (Snas + Sna) + + CSan-2 + San-1) + (San + Si) 
X Si+ Sia = Sasi + Snrirli = 1,2,:-,n ~ 1), 则 
S, + Sni = Son + $1 
下 证 Ms Ns 经 过 点 0. H + 
(Sa + S5) + (S6 + S7) +… + (Sny + S,,2) = 
(Sneg + Snes) + (Snr6 + Sn+7) + (Si + S2) 

从 而 SM A,A, 3M0 = Sna, „AM0 

Bp M,0N, 平分 多 边 形 4142…42n 的 面积 ,而 M3N3 平分 多 边 形 4142…42n 
的 面积 .所 以 Ma ON, 与 M,N; 是 同一 条 线段 , 则 M.N, 经 过 点 O. 

同 理 可 证 : Ma Na, MsNs，…, M.N, 经 过 点 0, 即 它们 共 点 O. 

(2) 当 m = 2m 时 ,由 MIN, 平分 多 边 形 面积 得 

S2 + S3 + t Sah = S,,2 + Snr3+ `° + San 

因 Si + Siyi = S, + Siki i = 1,2,°…,n—1 (*) 
则 S, = San 

再 反复 用 式 (* ) 可 推出 

S; = Srisi = 1,2,°…,n-1 

WA) 可 证 M,N;(i = 3,4,…,n) 也 经 过 点 O. 

推论 ” 若 凸 2n(m 为 奇数 ) 边 形 A Ar An 的 n 条 主 中 位 线 都 平分 它 的 面 
积 ,上 且 其 中 (mn - 1) RIA 0, 则 它 的 第 n 条 主 中 位 线 也 经 过 点 O. 

此 推论 可 仿 定 理 9 加 以 证 明 ， 


2< 


(x) = Ora — — Z mz = m = r 


No n 何 
JN 瑰 E 
党 等 角 双 斜 线 n 边 形 定理 

直 

几 设 P REHA n HÉ A Ar- A, 所 在 平面 上 一 

£ SARA, = 4i， 按 逆 时 针 方 向 ,由 P 作 与 直线 

£ 44hin 成 p 角 的 斜 线 交 4Aiw1 于 C: 过 C fESAA.. 

T) ROMKA WER 11,1,.… ,1, 顺 次 相交 而 成 

R| ”的 n 边 形 BiB2…B, 称 为 点 P 对 于 n 边 形 4142…A， 

£ ”的 等 (p,6) 角 双 斜 线 ” 边 形 ,如 图 4.23 所 示 . 

(下 ) pi egy 是 点 P 对 于 nn 边 
Sn 边 形 B B, Dn 边 形 B,B,…B, = (ee = 0))° D 

@ SHWA A,A, sin 9 


证 明 ” 先 看 一 则 引 理 . 
引 理 ”如 图 4.24, 已 知 公 4BC 必 全 AB1C1, 直 线 BC 与 BC 成 2 角 且 相交 

+ D, BC 5j AD Rofin 
Sas, = (ïe — 0))° @ 


Sau sin @ 


图 4.24 
事实 上 ,如 图 4.25, 仅 证 图 4.24(a) 的 情形 ,其 他 两 
种 情形 辣 理 可 证 . 
自 4 向 Bi1C1 引 斜 线 交 B1Cl 于 Di,BiC1 与 4D1 成 g 
角 , 则 对 2 ADD, 有 / 5 
Z ADD, = ç -0,LADID = 18F - 9 和 
因此 An z sin(O ~ 6) z sin(g@ — 0) 图 4.25 
sin(180? — g) sin 9 


D 东江 , 肖 展 .等 角 双 和 斜 线 m= 边 形 的 性质 及 其 应 用 [J] .中 学 生 数 学 ,1998(9) ;20-21. 


e a 


又 人 4BC cn AAB, Ci, FE 


ZB = ZB, 
mi LADB = LADIB! = 18C - 9 
因此 AABD cm AAB, D, 

AB, _ AD, 
这 时 有 T = 


aa (sD) - (4D)? _ (me 人) 
SAABC AB AD sin @ 
回 到 定理 的 证 明 , 仪 证 点 PED n 边 形 内 的 情形 ,点 PED n 边 形 外 和 点 
P HF n 边 形 的 情形 仿照 可 证 . 
如 图 4.23, 作 点 P 5 n HE A, Ax An n AÉ B, Bre B, 各 顶点 的 连 线 , 易 
得 P, Ci, A2, C2, B, 五 点 共 圆 ,于 是 有 


LPAsAs = Z PB;Bs 
同 理 Z PAsA, = Z PBsB, 
因此 A PAA; cn 人 PB, Bs 
Sass,B, B, sin( g — 0))2 
据 引 理 有 sas. Š - (1-2 : ) 
类 似 地 可 得 
SAPB,B, _ SAPB,B, ON SAPB, 18 " SapgB (sa "ú D)? 
SAPAA, SAPAA, Sa 4 SAPA, sin Q 


故 Sn 边 形 B, B…B _ 27 SAPs, _ SAPB, B, A (ie = 2) 
Sn 边 形 4,4,…4， S Sai a SAPAA, ú sin p 
Aa = Ais Bn+1 = B, 
推论 1 若 n 边 形 B1B,…B 是 点 P 对 于 n 边 形 4142…4, 的 等 (gp,9) 角 双 
斜 线 n 边 形 , 则 


(1) 4 ọ = 90 时 ,有 SA i @ 
Sn 边 形 4 A, A 
Sn 边 形 8 B, B, 
(2) 4 0 = 90? 时 ,有 Cr = cot'g. 
Sn 边 形 B, B, "B, 
(3) 当 0 = 90° + p 时 ,有 Sa 边 形 4 A: A, = sec2p. @ 


(> )= g = 4 — 3 = = g m — Z= "o 


ipa B min S ASHK 


证 明 略 . 

如 图 4.26, 设 在 全 4BC 三 边 BC,C4 , AB 所 在 直 
线 上 各 取 一 点 D,E,F, 则 圆 AEF, M BDF, E CDE }k 
点 ,P 点 P 称 为 D,E,F 对 于 公 ABC 的 密 克 尔 点 .9 = 
Z PEA = 人 PFB = 人 PDC 称 为 D,E,F 对 于 公 ABC 
的 密 克 尔 角 . 这 时 ,点 了 为 对 A ABC 的 等 (p,9) 角 双 6 
HR AAB C PRA D, F, F Jy AABC 的 等 9 角 密 克 图 4.26 
尔 三 角形 . 

推论 2 ” 设 人 4,B,C, 是 万 , 瑟 , 严 对 于 人 4BC 的 等 9 角 密 克 尔 三 角形 , 若 p 


E D,E, FXF A ABC 的 密 克 尔 角 或 有 向 线段 比如 = A.C = Arip = ia， 
则 


S sin( p — 9) 
= s z © 
[s= # (1 — 2)sin24 + (1 - 2A2)si@ B + (1 — 2Aa)simC . Š 
2sin Asin Bsin C 
证 明 = @ 由 定理 即 得 ,而 要 证 式 @ 只 要 证 
_ 0 ~ 2A1)simA + (1 - 222)si B + (1 - 223)si C @ 
号 2sin Asin Bsin C 


cot 9 


即 可 . 
如 图 4.27, 据 余弦 定理 可 得 
PB? = BD? + DP? - 2BD > DPcos(18¥ - p) = 
BD? + DP? + 2BD - DPeos 9 = 
BD? + DP? + 4SABpp ` cot 9 
同样 PC2 = DC2 + DP? + 4Sappc * cot @. 
于 是 
PB? _ PC = BD? - DC + 4(Sagpp + SAppc)cot p = 
(BD + DC)( BD - DC) + 4SAəacp * cot g = 
BC(2BD -~ BC) + 4SAəBcp * cot @ = 
(2A,- 1) © BC2 + 4SAgcp * cot 9 
同 理 PC? _ PA? = (2À;) - 1) CA? + 4SAcap * cot 9 
PA? _ PB? = (2àÀ, - 1)AB2 + 4SAapp * cot 9 
三 式 相 加 ,注意 到 SAhBc = Saar + SABCP + Sacar = 2R?sin Asin Bsin C 及 正 
弦 定 理 即 知 @ 成 立 . 
特别 地 ,在 推论 2 中 , 取 P 为 人 4BC 的 正 布 罗 卡 尔 点 或 41 = À> = 13 时 ,等 
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ON 


9 角 密 克 尔 三 角形 41B1Ci 称 为 A ABC 的 等 9 角 正 布 罗 卡 尔 三 角形 .这 时 p 是 
A ABC 的 布 罗 卡 尔 角 ,如 图 4.27 所 示 , 则 有 
x 3 AAB C E A ABC 的 等 9 角 正 布 罗 卡 尔 三 角形 , 则 
= = (i g- 2)? - ( cos _ sin24 + simB + si C Be o)? © 


sin 9 2sin Asin Bsin C 

m, 过 A ABC 的 三 顶点 , 作 与 对 边 所 

在 直线 成 9 角 的 斜 线 , 则 三 斜 线 两 两 相交 所 成 的 

AAB, Ci 称 为 人 4BC 的 等 9 斜 角 三 角形 ,如 图 4.28 所 
示 . 

推论 4 设 公 41B1C1 是 公 4BC 的 等 9 斜 角 三 角形 ， 


(x) "ga a =Z = = =— = 


则 


证 明 ”如 图 4.28, 容 易 求 得 
à = 


cot B - cot 0 
cot B + cot C 
cot C — cot 0 
cot C + cot 4 
cot À -— cot 0 
cot 4 + cot B 


À> = 


Às = 
运用 推论 2 即 知 推论 4 成 立 , 故 证 . 


党 两 全 等 的 等 角 2n 边 形 定理 


内 角 全 相等 ,各 边 不 相等 或 不 全 相等 的 凸 多 边 形 ,叫做 等 角 多 边 形 . 

定理 ”对 于 两 个 全 等 的 等 角 2n(n € N,n 2) 边 
形 ,每 相 邻 两 边 都 两 两 相交 并 组 成 公共 内 接 4n 边 形 ， 
每 条 边 长 依次 为 a1, pl1，a2，b2，…，Gnybnan+l， 
61，G2ny ban M 

a? + aj + + a, = b? + b+ + b2, 

证 法 1D ”如 图 4.29, 设 2n HÉ A, Ar An 和 2n 

WÉ KK2… 天 2 是 两 个 全 等 的 等 角 2nr(mE N,n > 2) 


D 胡 道 迷 . 有 关 等 角 多 边 形 的 一 个 定理 及 其 应 用 [ 刀 . 数 学 通报 ,1998(4) :29-30. 


No 


J 
` 


JERE AARS =r=Elda 


ER 


边 形 ,其 公共 内 接 4n 边 形 PPro Pan-Pin 的 每 边 长 分 别 依次 记 为 
P.P; = ai, PPs = bi,P3Pa = az, PaPs = b250, Pan-1Pán = a2n, Pa P, = bx, 
于 是 由 已 知 , 易 证 

AKiPiP, AAPP A KPP, cO AAPP, o 


A KanP4n-1 Pán V 全 41P4nPi @ 
KiP 
a _ Ara? 
M bi = AP, 
Bp KIP; = i * A; P; 
a> C2n 
同 理 Ka2P4 = +, 42P2，KonPan = p * AP 


b ban 
A;P; * hzaP2, AsPs = Be ，42Pa Ai Pan 2. AP © 


ù = 72 
== b, E b, 
由 S 等 角 2n 边 形 4,4…4，= SEME Kk, A 
SAK, P,P, + SAK P,P, 十 … + Sak, 
则 
a) K; Pasin Z KIP, P, + a2K2 Pssin KPaP; 一 “中 
a2nK2nP4ansin LK2nPanP4n-1 = 
b, A; P;sin Z A;P,; Ps + pb243P4sin 一 43P4P; + °° + 


Pa. Pan z SA4PP + Saa P,P, oee Saa, P,P, 


b; Aí Pansin Z A1 PnP: 
H 中 ,可 得 
LKPP, = 人 K2P4P3 = … = Z Ky Pa Pan -i = 
ZA;P,;Ps = 人 43P4P5 = … = ZAP Í] P, 
则 
aıKıPz + axK>Pa + … + aznK2nPan = bi42P2 + b243P4 + … + b; A| PhO 
将 @ 代 人 加 ,得 


a 


1 ar 
mi" p,” A2Ps + ax ° 


à b 
22. AnP + + am ° S2 > hsPy = bi e 2! + A>P; + 
bi bi bı 


b b 
bz- p, Py + + ban * pa 1 A2P4 


故 


al+ a3 + + a, = bl + b2 + + bhn 


证 法 2 ”如 图 4.29, 在 A P, K, P, 中 ,由 正弦 定理 得 


al 2 P, K, 
sin Ki = sin Z KIP, P; 


Treasure Geometry 


aisin X Ki Pi P> 


则 PK = sin K, 


由 Š, = Pk asin Z KPP, A 


i alin ZOPP Po 


2 
Spa sin Ki 
同 理 L aĝsin Z K,P.Pssin ZÆ KPP, 
H , = <—— ə p 


sin K, 


T ansin Z K;,P, Par -isin Z Kx, Pa, -i Pan 


San E 


sin Ko, 


L bfsin LA2P2Pssin Z AP P> 


Si = sin À; 


i b2sin ZAP, Pssin Z A3P5P4 
S22 sin 43 


l L bg,sin ZA1 PanPisin ZA: Pi Pan 
So=- —— mA 
而 ZA, = ZA =… = LAm = ZK. = LK = … = Z Kx, 
Pa A A = ZHP Rs A A Py x ZA A ws m 
ZK, Pi P.I -u = LAr PaP: 
ZK P. PrS 24 P Pi = E A N EES E A ER 
Z K; Pa -iPa = ZAP, Pu, 
前 述 4n 个 等 式 的 左右 依次 相 加 后 ,将 上 述 角 的 等 式 代 人 即 可 证 得 
al+ a3 + + ak = b? + b2 + bbn 
特殊 地 , 当 定 理 中 的 两 个 全 等 的 等 角 2n 边 形 为 两 个 全 等 的 正 n(n > 3) 边 
形 时 ,显然 直接 应 用 定理 可 迅速 推 证 如 下 
推论 1 若 两 个 全 等 的 正 n(n > 3) 边 形 每 相 邻 两 边 都 两 两 相交 并 组 成 的 
公共 内 接 2n 边 形 的 每 条 边 的 长 依次 为 , oil,biazyb2……an;p 则 ai+ az +" + 
aż, = 好 + 了 + + b2,. 


推论 2 ” 若 两 个 全 等 的 正 n(n > 3) 边 形 ,每 相 邻 两 边 都 两 两 相交 并 组 成 


NO 
ON 


(x) g =a — 3 Z= = === 


NO 


Z 
` 


Hr BEURS ASAK 


> 
2 


二 一 风采 


的 公共 内 接 2n 边 形 的 每 条 边 的 长 依次 为 a1,b1,az,b2,…,an,bn, 且 al = 
az = =a, bi = b2 = … = b,, 则 公共 内 接 2n 边 形 是 正 2n 边 形 , 它 的 中 心 
是 两 个 全 等 的 正 n 边 形 的 中 心 . 


党 圆 内 接 凸 ” 边 形 中 的 定 值 问题 


定理 ” 设 P 是 圆 内 接 凸 n 边 形 4142…4。 内 (或 边 上 ) 任 一 点 , 它 到 边 


AA; (i = 1,2, n; Ån; = 41) 的 距离 为 di AA... 的 弧度 为 ai( i = 1.,2,…， 
n), WO 
È disin = SE) 
其 中 S 为 此 n 边 形 的 面积 , R 为 其 外 接 圆 的 半径 . 
证 明 ”注意 到 结论 : 设 凸 n 边 形 4142…4。 内 接 于 半径 为 尺 的 圆 , 边 
AAA... (A,..1 = 41) 所 对 的 弧 的 弧度 为 Qi; 边 AA 的 长 为 ai(i = 1,2,…,n), 则 
由 三 角形 正弦 定理 有 


a = 2R ,i=1,2,",n (x) 
sn > 
设 m” 边 形 4142…4,，, 各 边 A;Ai,1 的 长 为 a,( i = 1,2,…,n), 这 里 4,,1 = Ai» 
AA. 所 对 的 弧 A4,, 的 弧度 为 ai(i = 1,2,…,n).P 是 n 边 形 4142…A4, 内 (或 
边 上 ) 任 一 点 ,点 P 到 边 AA; 的 距离 为 di, 则 A PAA, 的 面积 为 


Si = 方 adi， 守 = 12 
n 边 形 A Ar A, 的 面积 为 
S= S; = $X od © 
利用 式 (* ), 8 
ai = 2Rsin 3 , i = 1,2,---. n @ 
由 O,Q@ 48 


O 杨 世 国 .关于 多 边 形 的 两 个 定理 [J] .福建 中 学 数学 ,1993(2) :6-7. 


Treasure N Geometry 


推论 “” 正 n 边 形 内 (或 边 上 ) 任 一 点 到 各 边 的 距离 之 和 为 定 值 , 即 
5 di Dott = 


i=) 


ZIE n 边 形 中 的 定 值 问题 


定理 1 从 任意 一 点 到 正 n 边 形 各 边 的 距离 的 代数 和 是 一 个 定 值 , 即 边 心 
HER n fŠ. 

推论 ” 任 一 点 到 正三 角形 各 边 的 距离 和 等 于 高 ; 任 一 点 到 正方 形 各 边 的 
距离 和 等 于 边 长 的 2 售 . 

定理 2 ME ” 边 形 的 顶点 到 外 接 圆 的 任 一 条 切线 的 垂 线段 的 和 ,等 于 半 
489 n AÈ. 

定理 3 ME m” 边 形 的 顶点 到 任 一 直线 的 垂 线段 的 代数 和 ,等 于 圆心 到 这 
条 直线 距离 的 n fË. 

定理 4 ”从 正 n 边 形 的 外 接 圆 任 一 点 到 正 n 边 形 的 顶点 的 距离 的 平方 和 是 
一 个 定 值 ,等 于 2nR?,R 为 圆 的 半径 . 

推论 ! 设 RR 为 正 rn 边 形 的 外 接 圆 半径 , 正 n 边 形 的 边 长 为 a, 则 圆 上 一 点 


到 正 n 边 形 各 边 中 点 的 距离 的 平方 和 是 2nR? — — na? 


推论 2 AARE n 边 形 的 顶点 的 所 有 连 线 的 平方 和 是 n?R?. 
定理 5( 对 角 线 长 定理 ) ”经 过 正 n(n > 3) 边 形 每 一 顶点 的 对 角 线 长 1 = 


2R + sin Ë I = 1,2,…,n - 1), 其 中 R 为 外 接 圆 半径 . 


定理 6 设 P 是 以 正 n 边 形 414>… 4 的 中 心 0 为 圆心 ,半径 为 r 的 圆 上 任 
一 点 ,车 正 n 边 形 的 外 接 圆 半径 为 R, 则 


(1) > PA = n( Rê + 4R?r + ri)(n > 3). 


(2) 5 Ph = n(R2 + 2)XR* + 8R2⁄2 + r)(n > 4). 


定理 7 设 P 为 正 n 边 形 4,4,…A4,(n > 3) EAZA A, 上 任 一 点 , 则 
(1) 当 n 为 奇数 时 ， DAP = esez, * Asi P. 


(2) 当 n 为 偶数 时 ， Xar = cot E+ A4 P + AP. 
定理 8 ÜR, ;分别 为 正 HÉA, A: A, 的 外 接 圆 ,内 切 圆 半径 ,过 中 心 


[x ) = g 3 p< — 3 Z= == =" 


2< 


ihuk B mis Š ISEK 


==. l — a — — 


0 的 直线 为 1, 则 
(1) 车 A 到 1 的 距离 为 di, 则 了 d? = + am. 


(2) # ! 和 各 边 (或 延长 线 ) 的 交点 分 别 为 Bi,B2,…,B,, 则 》) — = 
22: 


党 圆 内 接 凸 n 边 形 中 的 定点 问题 


设 Ai1A2A3'… A, ERN o 的 内 接 凸 mn 边 形 , A;(i = 1,2,.…,n) 在 以 圆心 为 原 
点 的 平面 直角 坐标 系 内 的 坐标 为 (xi,y;),， 与 三 角形 类 似 ， 定 义 


(15 atiy) An 边 形 重心 6 的 坐标 . 则 有 


定理 P hn 边 形 4;4243…4, 外 接 圆 内 一 点 ,4;Bi(i = 1,2,.…,n) 为 过 
点 P WJZ, 0 为 圆心 G Hn 边 形 414,4A3… A. 的 重心 , 则 @ 


(1) P HEL 06 为 直径 的 加 上 > ph i - 
(2) P E 0G 398606 — 27 pi ap Ee 


(3) P 在 以 0G 为 直径 的 加 内》 ps Ap z uN 

证 明 。 以 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 ， JS (siyi) (y) 分 别 表 
示 A, Bi 和 P 的 坐标 , 且 令 人 = à;(i = 1,2,…,n), 则 x?+ y? = OP? < R2(R 
为 圆 0 的 半径 ). 

由 定 比分 点 公式 = = EA y = BEAG ,所 以 


1 + à; 
, _(1+a)xz- x , _ (1+àA)y- yi 
x = 2; Yi = À; 


因为 B, 在 圆 0 上 ,所 以 x+ y? = 有, 所 以 
EU t Aa = x)? + LG + Ay - y)? = R 


O 有 段 惠 民 .三 角形 外 心 与 重心 的 一 个 性 质 的 推广 [可 .数学 通报 ,2006(10):47-48， 


所 以 
(1 + ài) (a? + y?) — 2(1 + A;)axi — 2(1 + A;)yy; + x2 + y = RA? 
所 以 (1 + À,)2: OP? -2(1+ À;)xx; — 2(1 + Ai) yy; = R?(à} ~ 1) 


所 以 (1 + 4i) OP? -2xxi-2yi = R2(À, - 1) 
n+ OP? + OP2. Djà- D iyd y) = R°. Sa - nR? 
ial i=l ial i=l 
因为 OP - OÀ, = XXi + yy; 


所 以 (R? _ OP2) . 312, = n( OP? + R) - 2 0P - > o 


由 重心 定义 5 = 1 X) ,所 以 
ha _ n(0P2 + R2) - 2n - OP: OG _ 
222, = R? - OP? Ë 


. R? _ OP? + 2 0P(0P - 0G) _ 
站 R: - OP = 
(1 2 0P . GP 
ni t R OP2 
因为 R - OP? > 0, P 在 以 0G 为 直径 的 圆 外 时 ,(( 方 ,C 态 ) 小 于 90° ; EA 
AR}, COP, GP) 大 于 90. 所 以 
点 在 0G 为 直径 的 加 上 OP - GP = 0= >- n 


点 已 在 0G 为 直径 的 图 外 心态 . Gb > 0223 > n 


A P HEOC HEBREAN — OP - GP < 0 > hi < n 


由 定理 可 得 如 下 推论 : 
推论 1 设 414,43…4, 是 圆 0 的 内 接 正 nn 边 形 ,P 是 圆 0 内 任意 一 点 ， 
ABi(i = 1,2,…) 是 过 点 己 的 纺 , 则 >) SE > n 
当 n = 3, 有 
推论 2 P E A ABC 的 外 接 圆 内 的 点 ,AP, BP, CP 与 外 接 圆 交 于 D,E， 
F,0 是 外 心 ,G6 是 重心 ,点 P 落 在 以 06 为 直径 的 圆 上 的 充 要 条 件 是 
AP BP CP 


PD * PE * PF ` 3 


(x) go — 3 = = =m =" 


>K 


JMR B man Š =; Eda 


几何 /瑰宝 


Sh n 边 形 与 其 切 点 n 边 形 的 面积 问题 


如 果 n HÉ A Ar A, 有 内 切 圆 ,上 且 内 切 圆 与 此 n AWH AAC = 1, 
2,…… n; A, = 41) 相 切 于 点 4A';, 则 n 边 形 4'14'2… A". HRA n 边 形 A142… An 
的 切 点 n 边 形 . 

定理 ” 设 A4'14'，…4', 为 n 边 形 414，… A, 的 切 点 n 边 形 ,它们 的 面积 分 别 
为 $',S, 则 有 QD 


S' < Scos 工 (*) 
n 


等 号 当 且 仅 当 414，…A4， HE n 边 形 时 成 立 . 
证 明 ” 先 看 两 条 引 理 : 
引 理 1 设 n 边 形 414，…4, 有 内 切 圆 ,内 切 圆 半径 为 r,n 边 形 4142…4。 
的 面积 为 $, 则 
rgs: Lo z © 
等 号 当 目 仅 当 A Ar An WE n 边 形 时 成 立 . 
事实 上 ,如 图 4.30, 设 n HIÉ A Ar A, 的 内 切 圆 的 
圆心 为 1, 边 AA 与 内 切 圆 相 切 于 点 A: 诸 圆心 角 记 为 
0, = ZA. lA'.. (i = 1,2,.…,n), 
则 n HÉ A Are A, 的 面积 为 
Š = Yun 2: @ 


i=1 


EH € (0,5), B 226, = 2x=. 


由 于 tan x 是 (0,2> ) 下 凸 函 数 ,由 是 函数 的 琴 生 (Jensen,1859 一 1925) 不 等 
式 有 


H @,@ f 


© 杨 记 国 .关于 多 边 形 的 两 个 定理 [中 .福建 中 学 数学 ,1993(2):6-7. 


mx 
S > ntan — 


所 以 @ 式 成 立 , 且 由 证 明 过 程 可 知 ,@ 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 0), = 0=…= 
0,, 即 A Are An 为 正 n 边 形 . 

512 M n HÉ B Bre 8B8, 有 外 接 圆 ,外 接 圆 半径 为 R, 此 n 边 形 的 面积 
为 $5, 则 

S < L nR?sin 28 @ 

WB HNK B, Br B, DEn 边 形 时 成 立 . 

事实 上 ,如 图 4.31, 设 n 边 形 B Br B, 的 外 接 圆 的 
圆心 为 0,， 诸 边 BB 所 对 的 圆心 角 为 pi BR 
BOB; = g;(i = 1,2,…,n), 则 n E B, Bx- B, 的 
面积 为 


Š = ZR X sin Qi © 


其 中 ç, € (0,r]， n> pi = 2x.( 注 :此 处 似 假设 圆心 0 图 4.31 


在 多 边 形 内 部 或 边 上 ). HF sin * 是 (0,x] 上 的 是 函数 , 按 曲 函数 的 詹 森 不 等 式 
有 


s. a 
Dsin pi < < nsin = = nsin 人 © 
HO, @@ 便 得 不 等 式 @， , 且 易 知 @ 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 Pi = 92 = `" = Pr- 
即 B.B; B, HE n 边 形 . 
下 面 回 到 定理 的 证 明 : 


H F n HÉA Are An 的 内 切 加 半径 r 是 其 切 点 n 边 形 4'14'，…4', 的 外 接 
圆 半径 ,由 引 理 2, 有 


Gao sin 27 @ 
再 由 引 理 1, 有 

2 L x 

r <S notn @ 


H @,@ 便 得 不 等 式 (* ). H @,@ 中 等 号 成 的 条 件 可 知 ,( x* ) 中 等 号 当 且 仅 
当 4142…4， HE n 边 形 时 成 立 . 


[> ]) ü` g 3 — — Z x = E = "g 


P ———— a. 


Sibi B msn Š 21— =a 


党 圆 的 内 接 、 外 切 凸 nz(n > 4) 边 形 问题 


定理 1 BD n E A A: A, 内 接 于 半径 为 RR 的 圆 , AAiu1(i = 1,2,…， 
ni, = A) 所 对 的 弧 的 弧度 数 为 u, 则 全 al = 2R(i = 1,2, n). 
sin — 
2 


此 定理 用 三 角形 正弦 定理 及 圆周 角 定 理 即 可 证 .此 定理 亦 称 为 圆 内 接 凸 n 
边 形 正弦 定理 . 
推论 ” 设 忆 是 圆 内 接 凸 nm 边 形 A.A: A, 内 (或 边 上 ) 任 一 点 , 它 到 边 


AAA; (i = 1,2, n; Án, = Ai) 的 距离 为 di, FA; 的 弧度 数 为 a,( i = 1, 
2,…,n), 其 面积 为 S4 4…4， 则 


Da sin Z = Sira, ^Et) 


定理 2 h n HÉA Ar A, 外 切 于 半径 为 r 的 圆 ， mj he - 
cot — 
2 
r (i= 1,2,…,n;hsi = A) KERRAN n 边 形 的 余 切 定理 . 


推论 X (AA. — AiriAi+r2)cot 4 = 0(i = 1,2,-",n;ÁA,a = Aí, 
An+2 = Ao). 

Ce 
L nR2sin 径 , 其 中 等 号 当 且 仅 当 n 边 形 为 正 边 形 时 成 立 . 


(2) 设 半径 为 + 的 贺 外 切 n 边 形 B182… B, 的 面积 为 8 , 则 S > Pno”, 
其 中 等 号 当 且 仅 当 n WEKE n 边 形 时 成 立 . 

证 明 提示 (U 注意 到 S = LR. sin Z408; BARKS ERS 
式 即 证 . 

D 注意 到 S = r D oot 2 (6 N An 的 补 角 ) 及 四 函数 的 到 生 不 等 式 
即 证 . 


Treasure Geometry 


NO 
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推论 1 设 ALA: A, A n WÉ B, Br B, 的 切 点 n 边 形 ,它们 的 面积 分 别 
为 S$',S, 则 S' < Scos 站 ,其 中 等 号 当 且 仅 当 n 边 形 为 正 n 边 形 时 成 立 . 
推论 2 设 n 边 形 414，…4, 既 有 半径 为 R 的 外 接 圆 ,又 有 半径 为 + 的 内 切 


BU,MU R > rsec 了 ,其 中 等 号 当 且 仅 当 n 边 形 为 正 n 边 形 时 成 立 . 


(x) g 3-4 — 3 =Z = = = — = "g 


NO7 
ON 


Siapa B mami 8 === 


JA. f m = 


五 .最 值 


党 光 反 射 定理 


° 


M R, ÎE PR 及 QR 与 ST 的 夹 角 相等 的 那个 路 径 最 短 . 人 D 
如 图 5.1 所 示 . 

有 人 称 此 定理 为 海伦 定理 .海伦 是 希腊 数学 家 、 工 图 5.1 
程 师 .但 上 述 定 理 还 可 以 追溯 到 公元 前 300 年 左右 的 欧 几 里 得 时 期 . 

作为 几何 学 家 的 欧 几 里 得 , 曾 在 他 的 光学 著作 中 给 出 过 光学 的 一 个 基本 定 
律 ,这 定律 是 说 人 射线 与 镜面 所 成 的 角 a ,等 于 反射 线 š | 
与 镜面 所 成 的 角 B, 现 今 的 普遍 说 法 是 人 1 = Z2,Z1 
为 人 射 角 ,一 2 为 反射 角 , 如 图 5.2 所 示 . 

海伦 在 他 的 《镜面 反射 》 一 书 中 从 上 述 的 光学 基 “ 
本 定律 出 发 ,得 出 了 前 面 的 光 反 射 定理 ,因此 也 叫 海伦 
定理 . 

证 明 ”如 图 5.3 所 设 ,P' 为 P 关 于 5T 的 对 称 点 ,R 
为 ST 上 任意 点 , 则 PR = P'R,Za = Zy, X. Za = 
芝 B, 故 P',R,0 共 线 . 据 “三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ”"，5 
有 
PR + RQ = P'R + RQ = P'Q < P'R' + R'Q = 

PR' + R'Q 

光 反 射 定理 的 逆 定 理 Æ P,Q 为 直线 ST 同 侧 
两 点 ,R 为 ST 上 一 动 点 , 则 当 PR + RQ 最 短 时 , 必 有 
LPRS = ZX QRT. SNe’ 

证 明 ”如 图 5.4. 设 P 关 于 ST 的 对 称 点 为 P' , 则 
LPRS = LP'RS, # 人 PRS # ZQRT, W| PR + 
RQ = PR + RQ 为 折线 . 
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XEHEBR EP, 是 直线 ST 同 侧 任意 两 点 ， P 
则 从 P 到 直线 再 到 点 0 的 一 切 路 径 中 ,以 通过 直线 上 b ñ 
R 


2 


A 
ww 
N 


# 
£ 
7 ` 
` / 
N 
T —— 
ae 


` 
` 
y 
> 


Wi- pa 
NN 
N 


图 5.3 


t° 


4 
x 


-一 -7 


区 
We 
N ` 
器 


Ys 


D 汪 江 松 , 黄 家 礼 .几何 明珠 [M]. 武 汉 : 中 国 地 质 大 学 出 版 社 ,1988:14-19. 
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联结 P'Q , 设 与 ST ZFR , 则 
PR' + R'Q = P'R' + R'Q = P'Q < P'R + RQ = PR + RQ 
这 与 PR + RQ 为 最 短 相 矛盾 , 故 必 有 Z PRS = Z QRT. 


党 光 反 射 定理 的 推广 


定理 1 设 P,0 为 直线 ST 同 侧 两 点 ,4,8B 是 ST 上 两 动 点 , 且 AB = a, 则 
WA P PJA 到 8 再 到 0 的 一 切 路 径 中 , 当 Z PAS = 人 QBT 时 路 径 最 短 . 

证 明 ”如 图 5.5, 作 局 4800' , W) Q'AB = Z QBT = 人 Ph4S ,所 以 PA + 
AQ' ,为 从 PRIST HAO 的 最 短路 径 . 从 而 PA + 4Q’ + 0'0 = PA + AB + BQ 
为 最 短路 径 . 

定理 1 的 逆 定 理 。” 设 P,0 为 直线 ST 同 侧 两 点 ,点 A.B 是 ST 上 两 动 点 ， 
H AB = a, 则 当 PA + AB + BQ HH, VA ZPAS = 人 QBT. 如 图 5.5 所 示 . 

定理 2 ” 若 P 为 锐角 XOY 内 一 定点 , M,N 分 别 为 0Y, OX 上 两 动 点 , 则 
PM + MN + NP 当 人 PMY = 人 NMO, 人 MNO = 人 PNX 时 最 短 .如 图 5.6 所 示 . 

定理 2 的 逆 定 理 ”P 为 锐角 XOY 内 一 定点 ,M,N 分 别 为 OY, OX 上 两 动 
点 , 则 所 示 当 PM + MN + NP 最 短 时 , 必 有 人 人 PMY = 人 NMO, 人 人 MNO = 
Z PNX ,如 图 5.6 所 示 . 


图 5.5 图 5.6 


定理 3 ËP, 是 锐角 人 XOY NAMER M, NA 
别 为 0Y, OX 上 两 动 点 , 则 PM + MN + NQ `í Zí PMY = 
Z NM0 ,Z MNO = 人 QNX 时 最 短 . 

证 明 ”如 图 5.7, 分 别 作 P,Q 关于 OY, OX 的 对 称 点 
P',Q', H X PMY = 人 NMO, 人 人 MNO = 人 QNX, 可 得 0 
P' ,M,N,Q' 共 线 ,从 而 有 

PM + MN + NO = P'Q' 

设 M',N' 为 0Y, OX 上 任意 两 点 , 则 


>K 


[> ) ` S 3 p — — Z = = ea] 


27 
k. 


NO 


JERE mima r= 


— JA 现 宝 


PM' + M'N' + N'Q = P'M' + M'N' + N'Q' > P'Q' = PM + MN + NQ 
从 而 命题 得 证 . 

特别 地 当 P, Q 重合 时 , 即 为 定理 2. 

定理 3 的 逆 定 理 P, 为 锐角 Z XOY 内 两 定点 , M,N 分 别 为 OY, OX 上 
两 动 点 , 则 当 PM + MN + NQ 最 短 时 , VGA PMY = NMO, MNO = 
Z QNX ,如 图 5.7 所 示 . 

由 定理 1, 定 理 3, 还 可 得 到 

定理 4 £P, 0 为 锐角 到 XOY 内 两 定点 ,4,B 为 0Y 上 两 动 点 ,C,D 为 OX 
上 两 动 点 ,上 且 AB = a,CD = b, 则 PA + AB + BC + CD +DQ 2 Z PAY = 
Z CBO, Z BCO = 人 QDX 时 为 最 短 . 

证 明 “如 图 5.8, 作 局 PhBP' , o CDQQ' , 依 定理 3, 
可 得 P'B + BC + CQ' 为 从 点 P' BJ OY 上 一 点 再 到 0OX 再 
到 Q' 的 最 短路 径 , 从 而 PA + AB + BC + CD + DQ 为 最 
短路 径 . 

ERIWER P, 0 为 锐角 二 XO7 内 两 定点 ,4， 
BH OY 上 两 动 点 ,C,D 为 OX 上 两 动 点 , 且 AB = a, 
CD =b, W]: PA + AB + BC + CD + DQ 最 短 时 , 必 有 图 5.8 
Z PAY = 人 CBO, 人 BCO = 人 QDX ,如 图 5.8 所 示 . 

将 XOY 推广 到 凸 折线 ,还 可 得 

定理 5 ”如 图 5.9, 若 P,Q 为 同 折 线 4142… A, 内 两 +£ 
定点 , B1, B2, Bi 分 别 是 AA, A243 AnA 上 f Ka 
的 动 点 , 则 PB, + B.B, + B3B3 + * + B10 34 B : 


Z PBA, = 人 B2Bi4 ,一 BiB24 = ZBsBAs,, 4, 

B Bi4 1 = ZA,B,- Q 时 最 短 . 
证 明 仿 前 ,从 略 . A; 
定理 5 的 逆 定 理 Æ P,Q JD AA A 内 两 图 5.9 


定点 , Bi, B2,…,B,_1 分 别 是 A142, A2435", An-14n 上 的 动 点 , 则 当 PB, + 
B.B; + … + B,.,Q 最 短 时 , 必 有 ZPB, = ZX B,SŠB As,Z B iB;A; = 
Z BsBsAs,--: Z B,- B, AA... = L AnBn-1 Q, WME 5.9 所 示 . 

定理 6 设 M,N 分 别 为 两 平行 线 4B, CD 上 两 动 点 , 且 MN | AB,P,Q 1 
直线 AB, CD 外 侧 两 定点 , 如 图 5.10 所 示 , 则 PM + MN + NQ `í Z PMA = 
LOND 时 为 最 短 . 

证 明 作 00' | CD, 使 00' = MN, 则 MNQQ' 为 平行 四 边 形 ,又 4B // 
CD,Z PMA = 人 QND, 则 P, M ,Q' 共 线 . 


设 M'N' J AB, CD 的 任 一 公 垂 线段 , 则 

PM’ + M'N' + N'Q = PM' + M'Q' + Q'Q > 
PQ' + Q'Q = PM + MN + NQ 

证 毕 

定理 6 的 逆 定 理 ” 若 MN,N 分 别 为 两 平行 线 4B , CD 
上 两 动 点 , 且 MN | AB,P,Q KER AB, CD 外侧 两 定 
点 , 则 当 PM + MN + NQ 最 短 时 ,必用 PMA = ZOND, 
如 图 5.10 所 示 . 图 5.10 

上 述 结论 的 证 明 可 念 海伦 定理 逆 定 理 的 证 明 , 留 读者 自己 给 出 . 

最 后 我 们 给 出 海伦 定理 向 二 次 线段 的 一 个 推广 : 

推广 ”车 P,0 为 两 定点 ,! 为 定 直线 ,过 PQ US SIESM | 1 于 M, 则 MM 
为 上 上 唯一 的 使 PM? + MQ? 为 最 小 的 点 . 

证 明 ”如 图 5.11, 作 PE | I,QF | 1,E,F HE 
足 , 并 设 PE = a,QF = b,EF = c,EM = x,W] a,b,c 
为 定 值 ,有 


PM? + QM? = a2 + x2 + b? + (c - x)2 = 


a? 4 Ala ENE) 
显然 当 且 仅 当 * = T 时 ( 即 M 唯一 ) , PM? + MO2 为 最 


人 小. 


党 阿尔 哈 森 弹子 问题 


阿尔 哈 森 弹 子 问题 ”一 张 圆 形 的 弹子 台 上 放 着 两 个 弹子 ,从 哪个 方向 打 
击 其 中 一 个 ,使 它 从 人 台 边 弹 回 时 必 撞 击 到 另 一 个 ? 

这 个 问题 是 由 阿拉 伯 数 学 家 阿尔 哈 森 (al-Hasan ibn al-Haitham, #J 
965—1039) 提出 的 ,由 于 译 者 把 他 的 名 字 译 为 阿尔 哈 森 , 故 通常 以 阿尔 哈 森 知 
AFE. 

He A PEAR p ph : A E — AARE M LRA, E HH— E AA 
到 这 点 来 的 光线 被 上 四 球面 镜 反射 到 另 一 个 已 知 点 ? 

在 阿尔 哈 森 以 后 ,许多 著名 数学 家 如 巴 罗 (I.Barrow,1630 一 1677) , 黎 卡 提 、 


O 单 丧 . 数 学 名 题词 典 [M] .南京 :江苏 教育 出 版 社 ,2002:515-516 . 
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洛 必 达 , 奎 特 莱特 (Quetlet,1796 一 1874) 等 都 研究 过 该 问题 . 
该 问题 用 数学 表述 为 :在 定 圆 0(r) 内 给 定 了 两 点 P(xi,y1), Q(x;,y2)， 
试 在 圆周 上 找 一 点 Alx, y) tE PAO = Z 0AQ. 


如 图 5.12, 设 4P,40 ,40 所 在 直线 的 倾角 分 别 为 a， y 
B,7, 则 应 有 
a-ß=ß-7 
则 tana - tanĝ _ lan É -tan y 


l + tan atan ` 1 + tan ñtan y 


x 一 x2 
上 式 , 得 
r Sesi À S š 区 de 
x — XI x x x — %2 
1+ 25 Y Lp y = Y2 
X-X% x x x 一 x> 
展开 ,整理 ,得 


H(x? - y?) - 2Kxy + r2 (hy — kx) = 0 
其 中 ,H = xiy2 + x2yi K = xiz2— Yiy2;h = xí + x2xk = y + y2- 
解 二 元 二 次 方程 组 
人 - y?) - 2Kxy + r°(hy —- kx) = 0 
x+ 和 -rz=0 
即 可 得 点 4 的 坐标 .在 一 般 情况 下 ,符合 条 件 的 点 4 可 以 有 四 个 . 
当 OP = 00 时 ,该 问题 可 以 用 简单 的 几何 作 图 来 解决 . 
如 图 5.13, 作 A OPQ 的 外 接 圆 0, , 若 它 与 圆 0 交 于 点 4， 
则 点 4 即 合 要 求 .道理 很 简单 :在 圆 01 r , Z PAO , Z QAQ 所 对 
的 弧 相 等 ,所 以 它们 相等 .从 图 上 还 容易 看 出 :4,B,M,N 四 点 
(MN 是 垂直 平分 PQ 的 直径 ) SHAFER. 
阿尔 哈 森 弹子 问题 也 可 以 表达 成 如 下 形式 ;在 圆周 上 找 
一 点 ,使 其 与 圆 内 两 个 已 知 点 的 距离 之 和 为 最 小 (或 最 大 ).” 
这 是 因为 对 于 圆 0 上 的 点 4 , 若 要 PA + QA 最 小 (或 最 大 ) PA, 
QA 与 圆周 所 成 的 角 必 须 相 等 . 若 以 P, Q 为 焦点 作 一 簇 椭 圆 ， 
其 中 必 有 与 圆 O 相 切 者 ,此 时 切 点 就 是 要 求 的 点 . 
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党 法 格 纳 诺 问 题 (一 ) 


1775 年 意大利 数学 家 法 格 纳 诺 (Fagnano,1715 一 1797) 提出 并 用 微 积 分 方 
法 解决 了 这 样 一 个 有 趣 的 问题 :怎样 作 一 个 锐角 三 角形 的 周 长 最 短 的 内 接 三 角 
形 ? 它 的 结论 是 :过 三 角形 的 垂 心 H 向 三 边 作 垂 线 , 则 垂 足 三 角形 就 是 . 这 就 是 
所 谓 法 格 纳 诺 问题 . 但 这 一 问题 的 初等 解法 以 匈牙利 数学 家 费 耶 尔 (Fejer， 
1880—1958) ,德国 数学 施 瓦 兹 (Schwarz,1843 一 1921) 及 我 国 数学 家 张 景 中 院士 
的 解法 最 令 人 称道 ,他 们 的 解法 以 简明 巧妙 闻名 于 世 ， 

首先 我 们 介绍 费 耶 尔 的 解法 . 这 是 1900 年 他 还 是 
柏林 的 一 个 学 生 时 发 现 的 . 

解法 1 如 图 5.14, 设 Z 是 48B 上 任 一 定点 , 作 Z 关 
于 AC, CB 的 对 称 点 K,H, 联 结 KH 3FAC,, BC 于 Y,X, 则 
A XYZ 是 以 定点 2Z 为 顶点 的 内 接 三 角形 周 长 最 小 的 一 

HF K,Z,H,Z 分 别 关 于 CA , CB 对 称 ,所 以 

CH = CZ = CK,Z HCB = Z BCZ,Z KCA = ZACZ 
从 而 Z KCH = 2Z ACB 为 定 角 . 由 余弦 定理 ,有 
KH? = 2CZ2(1 — cos 2 ACB) 

所 以 当 CZ 最 小 时 ,KH 也 最 小 , 即 人 XYZ 周 长 取 最 小 值 .而 CZ 当 CZ 1 AB 时 
取 最 小 , 同 理 当 4X | BC,BY | AC 时 , 公 XYZ 周 长 最 小 ,于 是 得 出 结论 :在 锐 
角 三 角形 的 所 有 内 接 三 角形 中 ,以 垂 足 三 角形 的 周 长 最 小 . 

施 瓦 效 的 如 下 解法 别出心裁 . 

解法 2 将 人 4BC 依次 以 AC, 
B'C,A'B' ,A'C' ,BP'C' 为 轴 连 续 施 行 
五 次 对 称 变换 , 得 到 图 5.15, KEE 
A XYZ 与 A ABC 每 一 边 上 所 构成 的 两 
角 都 相等 , 由 对 称 性 知 ,个 XYZ 通过 
依次 对 称 翻 转 展 成 直线 ZZ , 且 其 周 
长 的 2 倍 等 于 ZZ. 

设 人 DEF 为 人 4BC 的 任 一 内 接 图 5.15 
三 角形 , 则 通过 对 称 翻 转 人 DEF 各 边 依 次 展 成 折线 FF ,如 图 5.15 中 以 F, F 
为 端点 的 点 划 线 , 且 人 DEF 周 长 的 2 倍 等 于 折线 FF 的 长 度 . 
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X. LAZZ' = Z ZZ'B” ,ËX AB // 4?B" ,从 而 四 边 形 FZZ F 为 平行 四 边 形 ， 

有 ZZ' = FF' 三 折线 FF' , 即 
2( A XYZ 的 周 长 ) < 2( 人 DER WAK) 
A XYZ 的 周 长 < A DEF 的 周 长 

所 以 在 锐角 三 角形 的 所 有 内 接 三 角形 中 ,以 垂 足 三 角形 周 长 最 短 . 

施 瓦 兹 的 解法 是 值得 回味 的 ,他 的 这 种 方法 被 莫 利 在 1933 年 推广 到 (2n + 
1) 边 形 的 情形 . 

解法 3D ”如 图 5.16, 设 0 是 公 4BC 外 接 圆 的 圆心 ， 
又 高 P,Q,R 分 别 在 BC,C4,4B8 上 , 则 OP,00,OR 把 
AABC 分 割 成 三 个 四 边 形 OQAR , ORBP , OPCQ , 则 有 

SA4Bc 二 Sogar + SorBP + Sorco 


设 外 接 圆 半径 为 =, 则 


Sogar < y ` QR,Sorsp < > * RP, Sorco < + ` PQ 


š 图 5.16 
所 以 Saagc < x * ( QR + RP + PQ) 


亦 即 QR + RP + PQ > ZS asse 


可 见 ,内 接 三 角形 周 长 最 小 值 是 之 Saxsc. 而 这 个 最 小 值 当 且 仅 当 04 上 
QR,0B | RP,OC | PQ 同时 成 立时 才能 取 到 .不 难 证 明 , 这 个 条 件 当 且 仅 当 
P ,Q,R 都 是 垂 足 时 才能 满足 . 

如 图 5.17, 如 果 P,Q,R 都 是 垂 足 , 则 下 ,C,Q， 
R 共 圆 ,因而 过 4 作 切 线 4X , 则 

LAQR = LABC = LCAX 
于 是 RQ // AX, 故 OA 上 RO. 同 理 0B | RP,OC | 
PQ .这 说 明 垂 足 三 角形 周 长 最 小 . 

反 过 来 , 若 OA L RQ, 则 AX // RQ, 于 是 

LRBC = LCAX = LAQR 
R,Q,B,C 共 圆 . 同 理 ,4,R,P,C 共 圆 ,于 是 
LACR = Z ABQ,Z BAP = Z BCR,Z CAP = Z CBQ 图 5.17 
三 式 相 加 得 

Z ACR + Z BAP + Z CAP = ZABQ + Z BCR + Z CBQ 
因为 这 六 个 角 之 和 为 180? , 故 


O 张 景 中 , 曹 培 生 .从 数学 教育 到 教育 数学 [M] .北京 :中 国 少年 儿童 出 版 社 ,2005:147-149. 


Z ACR + Z BAP + Z CAP = 90 
BP Z ACR + Z CAR = 90?, 从 而 4RC = 9%p, 即 CR | 4B. 同 理 可 证 AP | BC 
及 BQ 4C. 

解法 4 ”如 图 5.18, 公 POR E: A ABC 的 内 接 三 
角形 . 

W p',D' 分 别 是 点 也 关于 4B8,4C 的 对 称 点 ， 
R',R' 分别 是 点 R 关 于 4B,AC 的 对 称 点 , RR' 交 AB 
于 Fo, RR" ZX AC F Eo, W A, Fo, R, Eo HE. 

于 是 
公 POR 周 长 RP + PQ + QR = R'P + PQ + QR' > 

R'E' = 2koFo = 2ARsin A > 
2ADsin A = 

DD = D'E + EF + FD' = 
DE + EF + FD = ADEF 周 长 


党 圆 内 接 四 边 形 的 周 长 最 小 的 内 接 四 边 形 


圆 内 接 四 边 形 的 周 长 最 小 的 内 接 四 边 形 问题 ” 设 四 边 形 ABCD 是 一 个 圆 
内 接 四 边 形 ,X 是 其 对 角 线 交点 , 自 X 向 四 边 形 的 各 边 作 垂 线 , 垂 足 分 别 为 P， 
Q,R,S. 试 证 明 :所 有 四 个 顶点 分 别 位 于 四 边 形 ABCD 的 四 条 边 上 的 四 边 形 
中 ,四 边 形 PORS 的 周 长 最 短 .人 0 

本 题 选 自 1926 年 的 《美国 数学 月 刊 》 中 的 问题 2728(161 页 ) , 它 是 由 索 斯 诺 
提出 的 ,解答 则 出 自 米 查 尔 . 

(1) 先 证 明 四 边 形 PORS 的 边 与 四 边 形 ABCD 的 相应 边 相 交 成 等 角 , 即 
LSPA = LQPB,APQB = Z RQC,ZQRC = LSRD,ALRSD = Z PSA. 

如 图 5.19, 因 4,P,X,S 共 贺 , 则 


£1 = £2 
X P,B,Q,X 40,1 

£3 = £4 
又 由 1 = 4, 所 以 

L2 = £3 


D 单 坪 . 数 学 名 题词 典 [M] .南京 :江苏 教育 出 版 社 ,2002:527-528 . 
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A 何 A = 


有 Z SPA = 9% -2 = 9%p - Z3 = Z QPB 
同 理 可 证 Z PQB = Z RQC,ZQRC = 人 SRD, RSD = Z PSA 

(2) 利用 轴 对 称 展开 内 接 四 边 形 的 周 长 . 如 图 5.20, 以 AB 为 对 称 轴 作 四 边 
JÉ ABCD 及 PORS 的 轴 对 称 图 形 4BC1D1 及 PQR S ,接着 以 BC, 为 对 称 轴 作 四 
边 形 ABC, D, 及 Po R, S, 的 轴 对 称 图 形 A; BC, D, 及 P,Q  R,S; ,最 后 以 C1D, 为 
轴 作 42BCiD: 及 P,Q1R,5, 的 对 称 图 形 43B3C1D2 及 P3 03R2S3. 在 上 述 图 形 
中 ,由 于 四 边 形 PERS 的 各 边 与 四 边 形 ABCD 的 相应 边 成 等 角 ,所 以 5,P,01， 
R,, S, 在 一 直线 上 (例如 ,由 于 OPB = ZQPB = ZSPA,S,P, Q 在 一 直线 
上 ) ,从 而 

PQ + QR + RS + SP = SP + PQ, + Q R; + R2853 = SS; 


(b) 
图 5.20 


1661 年 , 费 马 发 现 了 光线 从 水 中 的 物体 4 进入 水 B 
上 的 眼 B 中 ,在 空气 与 水 的 界面 上 形成 一 条 有 和 角 点 的 
折线 ,如 图 5.21 所 示 , 即 光线 由 一 种 介质 进入 另 一 种 L 
A 


介质 时 ,不 是 沿 着 最 短路 径 而 是 沿 着 费时 间 最 少 的 路 
径 进 行 , 这 就 是 “最 小 时 间 原 理 ”, 从 数学 上 来 说 , 费 马 5.21 
的 观念 导致 了 一 个 最 小 问题 :已 知 4 和 8B 两 点 , 隔 开 4,B 的 直线 L 以 及 u 和 w 两 
种 速度 ,假定 从 4 BIL 的 速度 是 ,而 从 工 到 8B 的 速度 sv, 求 从 A 到 8B 所 需要 的 
最 小 时 间 . 

显而易见 ,最 快 的 路 线 应 该 是 从 4 沿 着 直线 到 LL 上 的 某 一 点 D ,再 沿 着 从 DD 


Treasure Geometry 


到 B 的 另 一 条 直线 . 问题 的 实质 就 在 于 确定 点 D. 此 时 从 ABID FEAD Ë] B Br 
需要 的 时 间 等 于 4 + DE .问题 是 选取 直线 L 上 的 点 D, 以 使 和 式 为 最 小 .也 就 


u 
EH A,B, u,v 和 L 都 给 定时 ,如 何 找 出 点 D? 
费 马 给 出 了 最 小 条 件 
sina _ u 
sinB v 
其 中 wz 分别 是 光 在 第 一 种 介质 和 第 二 种 介质 中 的 速度 ,a,8 分别 为 人 射 角 和 
反射 角 . 这 就 是 光 的 折射 定律 . 
费 马 用 数学 的 方法 根据 他 的 最 小 时 间 原 理 导出 了 光 的 折射 定律 .更 有 意思 
的 是 费 马 用 光 的 折射 定律 解决 了 一 个 古老 的 .流传 了 一 千 多 年 的 数学 难 
题 一 一 “ 胡 不 归 ” 问 题 . 


党 “ 胡 不 归 ” 问 题 


一 个 身 在 他 乡 的 小 伙 子 得 知 父亲 病 危 的 消息 后 , 便 急 匆匆 地 沿 直线 赶路 回 
家 .然而 , 当 他 回 到 父亲 身边 时 ,老人 刚刚 去 世 , 家 人 告诉 他 在 老人 弥留 之 际 ,还 
在 不 断 地 轧 念 :“ 胡 不 归 ? 胡 不 归 ?” 
设想 小 伙 子 的 路 线 如 图 5.22 所 示 . 
4 是 出 发 点 ,B 是 目的 地 ,4C 是 一 条 驿道 ,驿道 靠 
家 的 一 侧 是 砂 土地 带 . 小 伙 子 为 了 急切 回 家 ,他 选择 
了 直线 砂 土路 径 AB. z 
急 不 择 路 的 小 伙 子 忽略 了 在 砂 土地 上 行走 要 比 i 
在 驿道 上 行走 慢 的 这 一 事实 .如 果 他 能 选择 一 条 合适 图 5.22 
的 路 线 ,本 来 是 可 以 提前 回 家 的 . 根据 两 种 道路 的 不 
同情 况 ,小 伙 子 行走 的 速度 不 同 ,应 在 AC 上 选取 一 点 D, 先 从 4 到 D, 再 由 DD 到 
B. 


这 种 说 法 可 等 价 地 陈述 为 :已 知 B,C 相距 为 a, 小 伙 子 在 驿道 和 砂 士 上 行 
走 的 速度 分 别 为 u Mv, E AC 上 求 一 点 D ,使 得 从 4 到 D 再 从 D 到 B 的 行走 时 
间 最 短 . 

诚然 ,这 个 问题 用 现代 数学 的 方法 是 不 难 解决 的 ,但 在 当时 要 解决 这 一 问 
题 却 并 不 容易 . 费 马 突破 传统 概念 ,应 用 光 的 折射 定律 解决 了 “ 胡 不 归 ” 问 题 : 
既然 小 伙 子 和 光一 样 ,都 是 选择 最 快 的 路 径 , 那 么 以 AD 作为 人 射线 , 则 a = 


NO 
ON 


[x )" g 3-4 — 3 Z = = m — = g 


Jerma 8 Amk 


9,sin a = 1, 而 sin 8 = —*— REAR a -= u Riga = 一 -只 


即 点 D 应 选 在 距离 点 C 为 处 . 


这 个 方法 与 用 正规 的 数学 方法 比较 ,是 何等 简单 ! 它 给 我 们 提供 了 一 条 富 
有 启发 性 的 经 验 : 科 学 是 互相 渗透 的 ,也 是 相辅相成 的 . 


党 三 角形 中 的 极 值 点 问题 


前 面 已 介绍 三 角形 中 的 法 格 纳 诺 问题 及 费 马 点 问题 .下 面 再 介绍 几 个 极 值 
点 问题 . 

定理 1 P 为 全 4BC 内 一 点 ,也 , 刁 , 下 分 别 为 已 到 边 BC,C4 ,458 边 的 垂 足 ， 
当 PP 为 重心 时 , PD . PE - PF 最 大 . (参见 华 生 问题 ) 

定理 2 在 人 4BC 内 , 当 P 为 其 重心 时 , PA + PBR + PC 最 小 . 

证 明 ”如 图 5.23, 以 B 为 原点 ,BC 为 x 轴 建 立 坐标 
系 , 设 C(x3,0),A(x1,71),B(0,0) ,又 设 P(xo,yo) , 则 
PA? + PB? + PC? = (xo — x1)? + (yo - y1)? + xà + y+ 

(xo — x3) + ⁄Ó = 


3x8 — 2xol xi + x3) + x1 + x3 + 


30 — 2yoy1 + yi 
二 次 函数 y = a + bz + c, x = 子 & 时 取 极 值 ,所 以 上 式 so = 并 二 各， 


a 
yo = J 时 (此 时 P 为 重心 ) 取 极 小 值 ,所 以 为 重心 时 , PA? + PB? + PC 最 小 . 
定理 3 P 为 人 4BC 内 一 点 ,DD,EE,F 分 别 为 P 到 边 BC,C4,A4B 边 的 垂 足 ， 
当 为 内 心 时 ,83C + CA + AB 最 小 . 


'PD PE PF 
证 明 ”如 图 5$.24, 因 2SA4gc = aPD + bPE + cPF 为 
定 值 ,由 柯 西 不 等 式 


(al + a3 + + a))(bl + b3 + --b2) > (ajbi + 
a2b2 + °° + anbn )2 
则 B D C 


BC CA , AB\_ ñ 
2Sauc |P + a +P = (aPD + bPE + cPE) 
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a b c 
E t PE t P.) = 

(a + b + c)2 

2 
则 PD +E + pp > a a+ eb 
取 最 小 值 时 PD = PE = PF, 即 尸 为 内 心 时 取 最 小 值 . 
定理 4 在 锐角 A ABC 中 , 当 己 为 外 心 时 , BL + CM + AN? 达到 极 小 ,其 

中 了 工 ,M,N 分 别 是 已 到 BC,C4,48 HEE. 


证 明 由 
BI? = BP? - PI?, CM? = PC - PM?,AN? = PA? - PN? 
# BL? + CM? + AN? = PA? + PB? + PC - PN? - PM? - PI? 
同 理 AM? + CI? + BN? = PA? + PR? + PC2 - PN? - PM? - PL 
则 BI? + CM? + AN? = AM? + CL + BN? 


即 2(BL? + CM? + AN?) = AN? + BN? + BI? + CL? + CM? + AM? > 


(AN + BN)2 F (BL + LC} z 
2 2 


(CM + AMY _ a2+ b2 + @2 
2 T 2 

wa HILM BL = LC,MC = MA,AN = NB, 即 P 为 外 心 时 成 立 , 所 以 PP 为 

外 心 时 ,BL? + CM? + AN? 达到 极 小 . 


党 法 格 纳 诺 问题 (二 ) 


法 格 纳 诺 问题 ”在 AABC 内 求 一 点 了, 使 O 
(1) P4? + PR + PC? 为 最 小 . 
(2)IPA2 + mPB? + nPC? 为 最 小 . 
本 题 由 意大利 数学 家 法 格 纳 诺 于 1775 年 提出 并 证 明 . 
如 图 5.25(a), 建立 直角 坐标 系 , 并 设 A(xi,yi),B(x>,y2), C(x3,73)， 
P(x,y). 
(1) PA? + PB? + PC2 = (x — x1) + (y - yi)2 + (x — x2)2 + 
(y — y2)2 + (x — xə3)2 + (y — y3)2 = 


3x2 — 2(x) + xz + x3)x + (x! + x3 + x) + 


O 单 博 . 数 学 名 题词 典 [LM] .南京 :江苏 教育 出 版 社 ,2002:519-522. 
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3y? -yi + y2 + y3)y + (yl + 52 + 3) = 


3(x -ty 


(xl + x) + z3 + yl + yŠ + y2) - 


(Cm + x24 x3) + (yí + y2 + ys)2) 


故 当 x = Lez + x2 + x3), y = Liy + y2 + y3) Bf , PA? + PB? + PC? 有 最 小 
值 , 即 当 点 P (£T A ABC 的 重心 位 置 时 , PA? + PB? + PC? 为 最 小 . 
(2)IPA2 + mPB2 + nPC? = I((x - x1) + (y -7))+ 
m((x ~ x2) + (y — y2)2) + 
n((x — zs)? + (y — ya)2) = 
(I + m + n)x2 — 2( xi + mx + mx3)x + 
(lx? + maj + nx3) + (L+ m + n)>?- 
2( ly; + my2 + nys)y + 
(lyi + my2 + ny3) = 
Ix, + mx, + nx 
Tema n ps 


lyı + my2 + ny3 )2 
l+m+n 天 


(lxi + mx. + nx)? _ (h + my2 + ny3)? 
I+m+n I+m+n k; 
(lx? + mxi + nx3) + (ly? + my + ny2) 


lxi + mx2 + nx lyy + my2 + ny3 2 2 2 
sm ; i BÍ, IPA? + mPB2 + nPC? 取 最 小 


值 . 此 时 已 位 于 人 A4BC 的 加 权重 心 G: = =: a = aA 
). 


(I+ m+ n)(x - 


(I+ m+ n)(y 一 


lxi + mx2 + nx3 lyi + my> + ny3 
I+m+n ' I+m+n 
问题 (1) 也 可 以 用 综合 法 求解 . 
如 图 5.25(b), 设 4D 是 公 ABC 的 中 线 , G 是 重心 .根据 斯 特 瓦尔 特定 理 ,对 

于 平面 上 任 一 点 P, 有 


2 lpp, Ipm 1 2 
PD = 5 PB + 3PC -40 


G( 


即 PB? + PC? = 2PD2 + ta 


2 2 pn2, Lp 2 n2 
PC = 3 PD? + y PA“ - ç AD 


Treasure Geometry 


AG(x,, y,) A 
“Pp 
C C 
(3) G5) ° 
(a) (b) 
Bl 5.25 
即 PA? = 3PG2 + 2 4p _ 2PD? 
2AD2 = +e- + 
则 PA? + PB? + PC2 = 3PG: + a + 二 (有 + 2-1) = 


3PG2 + (e+ b: + 2) 
可 见 当 点 P 位 于 公 ABC 的 重心 位 置 时 , PA? + PB? + PC2 的 值 最 小 ,其 最 小 值 为 
La + b2 +c). 
问题 (2) 也 可 以 利用 斯 特 瓦 尔 特定 理 来 证 明 . 如 图 5.25(b) ,在 BC 上 取 点 
D, 使 PC = 器 ,在 AD EBR G AS = m + n Jj G SLE A ABC 的 加 权重 心 . 


m 
用 与 上 述 类 似 的 方法 可 以 证 明 , 当 P 位 于 G 位 置 时 ,1P42 + mPB2 + nPC 的 值 
最 小 . 


华 生 问题 ” 求 到 定 三 角形 三 边 距 离 之 积 为 最 大 的 点 . 
该 问题 是 由 华 生 于 1756 年 提出 的 . 
设 给 定 公 4BC 的 三 边 长 为 4,8,c, 面 积 为 S. 信 4BC 内 一 动 点 P 到 BC , Ch， 
AB 的 距离 分 别 为 x,y,z, 则 
ax + by + cz = 2S 
于 是 


(ax)(by)(cz) < (Har + by + cz))2 = DS 


即 yz < AS , 当 是 仅 当 ax = by = ez 时 等 号 成 立 .此 时 点 位 于 人 ABC 的 
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重心 位 置 , 即 华 生 当 点 P 是 A ABC 的 重心 时 , 它 到 三 边 的 距离 之 积 为 最 大 . 

与 华 生 问题 相对 应 ,有 如 下 极 值 问题 : 

求 到 定 三 角形 三 边 的 距离 平方 和 最 小 的 点 . 

设 公 4BC 的 三 边 长 为 a,8,c, 面 积 为 5, 三 角形 内 一 点 P 到 三 边 的 距离 分 
别 为 x,y,z, 则 ax + by + cz = 25. 另 一 方面 ,由 柯 西 不 等 式 


(x? + y + Z2)(a2 + b? + cè) > (ax + by + cz)2 


— 56 


可 见 , 当 = + = žm, 22 + y : + 了 取得 最 小 值 -43 5 此 时 ,相应 
的 点 P E: A ABC MAERO ONEARIEA). 


党 正 多 边 形 上 距离 和 最 大 的 点 


设 有 正 n(n = 3) 边 形 41…4, ,其 中 4; 的 坐标 为 (xi;,y;) ,i = 1,…,n, 对 正 
n MÉ E f— A X( x, y) , 1 


f(x) = X; XA; = > (x — x) + (y — y)? = f(x,y) (*) 

定理 IHE n HÉA Pi “来 说 ， 使 (* ) 取 最 大 值 的 点 XI 就 是 它 的 任 一 项 
点 .@ 

我 们 用 平面 几何 的 方法 来 处 理 这 个 问题 . 

证 明 ” 先 看 几 条 引 理 . 

引 理 1 > P» AABC 上 任 一 点 , 则 AB + AC > PB + PC. 

引 理 2 在 人 4BC 中 ,P 为 BC 上任 一 点 , 若 4B > AC, IJ AB > AP. 

引 理 3 ”在 四 边 形 ABCD 中 ,4B // DC, P BAB 上 任 一 点 ,如 AD + AC > 
BC + BD, 则 AC + AD > PC + PD( 当 且 仅 当 P = 4 时 取 等 号 ). 

事实 上 ,如 图 5.26, 取 C ,D 为 C,D 关 于 直线 4B 的 对 称 点 , 则 CD' 与 DC' 
的 交点 M 必 在 直线 4B 上 ,那么 有 两 种 情形 : 

(1) P 在 线段 AM 上 ,联结 PD', 则 PD' = PD,AD' = AD. 这 时 ,P 在 
AACD' 上 ,因此 (由 引 理 1) 有 

AD + AC = AD' + AC > PD' + PC = PD + PC 
(2) 如 PP 在 线段 BM 上 (如 (1) 中 的 Pi, 在 (2) 中 ,P 不 会 在 BM 上 ), 则 可 类 


O 杨 之 . 正 多 边 形 上 的 最 大 点 [ 相 . 中 学 数学 ,2005(1) :45-46- 


图 5.26 
似 证 明 DB + BC > DP, + P1C, 但 是 ,由 题 设 4D + AC > BC + BD , TE: 


AD + AC > BC + DB > DP; + P, C 
下 面 回 到 定理 的 证 明 . 当 n = 3 时 , 设 P HE A A A243 


4 
内 任 一 点 ,如 图 5.27 所 示 , 过 已 作 BC // A342, X ALA F B, ZS 
3 A,A, F C, 则 由 引 理 3, 有 B c 
A3C + AC > AsP + AzP sN 
A3 A; 


按 引 理 2,41C > A1P, 所 以 
A3C + AC + AIC > A3P + AP + A IP 图 5.27 
又 按 引 理 2, 4143 > 43C, 则 
AiA3 + 4142 > A3C + AsC + AIC > A3P + AP + A P 
T A,A ERKA. 


n = 4 的 情形 , 设 P HEREA A434, 上任 一 点 ,如 图 4 > 
5.28 所 示 . 过 已 作 BC // AAA. AA. T B, oA T C.E [S£ | 
么 , 按 引 理 3 INN 

BA, + BA; = PA4 中 P43 
A 


BA, + BA, > PA, + PA, Ai 
AÁ + A As > BA, + BA, 图 5.28 
注意 BA, + BA, = 4144, 从 而 
A,A, + 4143 + AiA2 > BA, + BA, + BA; + BA; > 
P44 + PAs + PA; + PA; 
A, 是 最 大 点 . 

n = 5 的 情形 , 设 P 为 正 五 边 形 414,43444s 上 任 一 点 ， 
如 图 5.29 所 示 . 过 P 作 BC // 4443 交 hsh4 于 B, 交 4243 于 4 
C, 则 A542 // BC. 按 引 理 3 

A,C + AsC > PA, + PH3 
AsC + AC > PAs + PA; 
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又 由 引 理 2, 在 AA BC 中 ,41C O Ph1, 则 

AC + AC + A3C + AsC + AsC > PA, + PA + PA; + PA4 + PAs 
即 AsA3 + AIC + AsC + AsC > PA, + PA, +…+ PAs 

又 联结 A4144, 则 A243 / 4144, 由 引 理 3 

4241 + 4244 > 41C + 44C 
按 引 理 2, 在 A AsA2As 中 ,4245 > 45C , 则 
4241 + 4244 + 4243 + 4245 > 41C + 44C + 4243 + 45C > 
PA, + PA; +… + P45 

n = 6 的 情形 , 设 P 为 正六 边 形 4142… he 内 任 一 点 ,如 4 £ 
图 5.30 所 示 . 仍 然 过 P 作 BC // A,A, ,联结 4643 ,于 是 考虑 B 
PA, + PA2, PA; + PAs, PA, + PAs, |F] CA, + CA2, Ch3 + MA- 
CAs, CA4 + CAs 进行 比较 (用 引 理 3) ,再 将 C 同 4; 进行 比 
较 , 即 可 证 明 4 是 最 大 点 . So 

同样 ,正七 边 形 可 仿 正 五 边 形 加 以 证 明 . 5.30 

一 般 地 , 正 n = 2k(k = 2,3,…,) 边 形 , 可 仿 正 四 、 正 六 边 形 加 以 证 明 , 正 
n =2k + 1(k = 1,2,…) 边 形 ,可 仿 正 三 \ 五 .七 边 形 加 以 证 明 . 


党 贺 内 接 四 边 形 边 上 距离 和 最 大 的 点 


对 于 四 边 形 A A2434, 边 上 任意 一 点 已 , 记 PA, + PA + PAs + PA, = 
Z(P). 

定理 ”PP 为 圆 内 接 四 边 形 4BCD 边 上 任意 一 点 , 且 ZA 是 唯一 的 最 小 角 ， 
则 Z( P) 的 最 大 值 为 Z(A).O 

证 明 ” 先 给 出 两 个 引 理 . 

引 理 1 设 P 为 全 4BC 上 任 一 点 , 则 AB + AC > PB + PC. 

312 凸 四 边 形 ABCD 中 ,PP 是 边 4B 上任 一 点 , 则 Z(P) < max(Z(4)， 
Z(B)). 

事实 上 WA 5.31, D X T'AB 的 对 称 点 D' ,联结 D'C, XER AB 于 五 , 联 
结 4D' , PD' , BD'. 

(1) 在 线段 48 上 ,车 P 在 BE 上 ,由 引 理 1, PD' + PC<BD'+BC, 因 4B 
垂直 平分 DD' , 则 


O 分 黎明 .涉及 同 多 边 形 一 个 猜想 的 研究 []] .中 学 教研 (数学 ) ,2005(6) :35-36. 


BD' = BD,PD' = PD ,AD = AD' 


Bp BD + BC > PD + PC 
从 而 BD + BA + BC > PD + BA + BC 
故 Z(B) > Z(P) 


3 P HAE 上 , 同 理 Z(A) > Z(P). 

(2) E fE BA 延长 线 上 , 则 P £# EB 上 , 即 
Z(B) > Z(P) 

E fE AB 延长 线 上 ,有 


Z(4) > Z(P) 
故 Z(P) < max( Z( A), Z( B)) 
下 面 回 到 定理 的 证 明 .由 引 理 2 知 , 忆 在 四 条 边 圭 滑动 时 , Z( P) 的 值 只 需 
比较 Z(A),Z(B),Z(C),Z( D) 的 大 小 . 
如 图 5.32, 因 Z BAD 是 唯一 的 最 小 角 , 则 
0, + 0, > 02+0,04+0, > 0, + 6; 
即 03 > 0,, 04 > 0, 
(1) 比较 Z(A), Z( C) 的 大 小 
Z(A) = AC + AB + AD 
Z(C) = CD + CB + AC 
即 比较 AB + AD 与 CD + CB 的 大 小 . 
fE —=ABA'D , 则 


A'D = AB,A'B = AD, 
Z A'DB = 83 > 0, = Z CDB, 
Z ABD = 0, > 0, = Z CBD 
ED CH 2 ABD 的 内 点 ,由 引 理 1 
A'B + A'D > CD + CB 
则 AB + AD > CD + CB 
Bp Z(A) > Z(C) 
(2) 比较 Z(A), Z( B) 的 大 小 
Z(A) = AC + AB + AD 
Z(B) = AB + BC + BD 
即 比较 AC + AD 与 BC + BD 的 大 小 . 
AC + AD = 2Rsin(0 + 03) + 2Rsin( 03) 
BC + BD = 2Rsin( 9; + 0,) + 2Rsin( 82) 


则 Z(A) - Z(B) = 4Roos 20 t h t Ooin S30 + 


(x) p ao — a= m 8 m Z" 


ishpa B mimi amis 


— 几何 A 瑰宝 


4Rcos Bs sin noh 


8Rsin oo r+, r 


X. 0, + 0, + 0 + 6, = 180? , 则 


0, + 2 + CA < 9 
Bp Z(A)- Z(B) > 0 
故 Z(A) > Z(B) 
同 理 Z(A) > Z(D) 
于 是 定理 获 证 
光平 面 多 边 形 边 上 的 极限 点 


定理 1 在 边 长 为 a 的 正 公 4BC 的 边 4B 上 任 取 一 点 Pi. 自 Pt BCE 
线 , 垂 足 为 01, 自 Q, fE AC HER, EEX Ri, Ë R fE AB KHER, EEX P3, 
以 下 用 同样 的 方法 向 BC 作 垂 线 , 等 等 . 顺 次 作 得 0,, Ra, P3, Q3, Rs, Pns 
Qno Rastet. 2 n 无限 增 大 时 , P, 将 无 限 接近 于 固定 的 点 多, 天 在 4B E, B. AK = 


工 。 0 
3 a. 

证 明 ”如 图 5.33, 我 们 试图 建立 AP, 与 4P,,i 的 递 推 
关系 


APn11 LAR, = 3(a - CR,) = 


2 
1 1 1,1 1 
z(a 一 > CQ.) = > y + 2 BQ,) = 


arpia sa = +AP, 
求 出 数列 | AP, | 的 通 项 公式 
AP, = 4al - (- $)” + (- {D 4P 
因为 当 n 无限 增 大 时 ,( - A 无 限 趋 近 于 0, 所 以 


i 1 
e 


O 梁 强 , 朱 剑 .三 角形 的 一 个 有 趣 性 质 及 推广 [J] .中 学 数学 ,1995(3):33-34. 


定理 2 ”在 边 长 为 a 的 正 公 4BC 的 边 4B 上 任 取 一 点 Pi, 再 在 边 BC, CA 上 
分 别 取 点 Q. Ri ,由 Z BP,Q, = COIR = o < 日 < 60) 确定 ,再 在 AB, 
BC , CA 上 分 别 取 点 P,, 0,, R,, 由 ZAR, P, = 人 BP,Q, = Z CQ;R, = OME, 
依 此 步骤 , 顺 次 可 得 P3, Q3, R3,… ,PP,, Ons R,,…. 当 n 无 限 增 大 时 , P, 无限 接 
近 于 点 K,K fE AB E E. 


(sin @si2( 0 + 2) — sin2gsin( + 3) + sinag) -a 
4 = 一 
sim0 + si (0 + 3) 
证 明 ”如 图 5.34, 我 们 运用 正弦 定理 给 出 AP, 与 4P, ， 
的 递 推 关 系 
AR,sin 0 _ (a - CR,)sin 0 _ 


4P.:1 = x m 
sin( 0 + 3) sin(0 + 3) 


asin 0sin?( 0 + 3) - (a — BQ, )si20 


图 5.34 


sin? (0 + 3) 
asin 0sir?( 0 + a) — asin? 0sin( 0 + 3) ' (a - AP,)sin50 
sin3( 0 + 3) sin? (0 + a 
sin gsin2( 0 + =) “a (sim 0sin(0 + 3) + sin20) 。 a 
令 t=- 一 -一 -一 一 
sin30 + sin (0 + sim0 + sin (0 + 3) 
根据 递 推 关 系 求 出 AP, 的 通 项 公式 为 


7 Ds 


元 )”-! © AP, 
sin3(0 + 3) sin? (0 + 3) 


因为 0 < 9 < 3 了 ,所 以 


sin0 < sin(0 + E 


— sim0 
所 以 sina( + 3) <1 
故 lim AP, = t 


定理 3 在 任意 人 4BC 的 边 4B8 上 任 取 一 点 P ,再 在 BC, CA 上 取 点 Oi R, 
H X BP,Q, = Z CQ IR, = 0(0 < 0 < minl A,B,C!) ME. HHE AB, BC, CAŁ 


(x) g 3; — 3 = == x< =" 


ishu li- Oa 


A # 宝 


取 点 P2, Q2, R2, H ZAR, P3 = Z BP,Q, = Z CQ;R, = 9 确定 , 依 此 步骤 , 顺 次 
可 得 P3, Q3, R3,…, Phs Qno R,,…. 当 n 无 限 增 大 时 , P, 无 限 接近 于 点 K,K 在 
AB ŁH. 
AK = bsin OGsin(0 + B)sin(@ + C) u 
— sin(0 + A)sin(0 + B)sin(0 + C)sim0 
asinĝsin( 8 + B) + csi 0 
sin( + A)sin(0 + B)sin(@ + C) + sin 0 
证 明 ”如 图 5.35, 运 用 正弦 定理 ,类 似 于 定理 2 中 的 4 
演算 过 程 ,我 们 可 得 到 AP, 与 4P,,1 的 递 推 系 如 下 FAA r, 
AP bsin gsin( + B)sin(@ + C) _ 
at sin(0 + A)sin(0 + B)sin( + C) B 
asin?’ 0sin(0 + B) + csin? a Fo ra 
sin(0 + A)sin(0 + B)sin(@ + C) j 
sin - AP, 5.35 
sin(0 + A)sin(0 + B)sin(0 + C) 
根据 递 推 关系 求 出 AP, 的 通 项 公式 为 


— sin? ti 
AP, = AK > (1 — (Gin(9 + A)sin(0 + B)sin(9 + C)) 7) + 


( — sin? )n-1 。 
sin(0 + A)sin(0 + B)sin(0 + C) 
因为 9 < minj A,B,C} B. 0 > 0, 所 以 
0 <A+0 <n- 


AP, 


所 以 sin(0 + A) > sin 0 
同 理 sin(0 + B) > sin ĝ,sin( + C) > sin 0 
所 以 
— sim0 
| sin(@ + A)sin(0 + Bysin(O + C) ' < 1 
x MAP AK 


定理 4 EEEL m E ALA: 4 的 边 414， 上 任 取 一 点 Pu ,再 在 A,4;， 
A3h4,…,AmA1 ERA Pn, Pi3,…,Pin, 由 人 hzPuPw = LAPP = … = 
/4npPln_nDPin = 9 确定 (0 < 0 < minj LA24A1A3, L A3A2Å4,**, Z Aí A,A, 
一 414342, 一 424443,，… , ZA,A:A.1). 再 在 A142,4243,…,Amh1 ERA Pa, 
Px," Pam H LA PiP = LA2PaPy = … = 人 hnPz(m-1)P2m = 9 确定 ， 
依 此 步 又 , 顺 次 可 得 Pai, Px,…,P3m，…, Pars Pr，,…, Pm,…. 34 n 无 限 增 大 
时 , Pn 将 无 限 接 近 于 点 天 ,天 在 4142 EB. 


Treasure Geometry NO7 
ON 
S- l)itla i-i * sint {T sin(8 + 4)) 
i=l P 
AK = 划一 一 一 一 一 一 1 
TI sino + Ai) + sin”0 1 
i=l 
其 中 a; = AAi A1 = Aml B 
证 明 “运用 正 艾 定理 ,类 似 于 定理 3 的 演算 方法 ,我们 得 到 全 
Ai Penni ú S- Di CQm+i- isin'0 + (= 1)” SC Pa š 
izl J] sinto + Åme2-4) TĪ sin(0 + 4.) Q 
根据 递 推 关系 求 出 4i P 的 通 项 公式 为 I È 
MPa = AK. (1 - (D"si yai) + {Dina yai, Pa - 
IÍ sin(a + A) [I sin(@ + 4;) 
因为 0 < A414mh2,0 < /hh24i ,所 以 
0 <0+A,<x=-80 @ 
Bp sin 0 < sin(8+41) 
同 理 可 证 得 
sin @ < sin(0 + A>),*"",sin @ < sin(0 + An) 
从 而 站 
[I sin( + A.) 
故 lim A; Pn = A, K 


党 三 角形 内 接 正 方形 的 边 长 最 值 问 题 


定理 1 在 锐角 三 角形 中 , 边 越 长 ,其 上 的 内 接 正方 形 的 边 4 
长 越 短 .中 
证 明 ”在 锐角 公 4BC 中 , 设 B8C = a,CA = b,AB = c, 边 B x 
BC 上 的 高 为 h,, 公 4BC 的 面积 为 $, 记 边 BC 上 的 内 接 正 方形 
KFRS 的 边 长 为 m, ,根据 图 5.36, 由 AASR co A ABC ,得 É P 
ma ha- m, 
a ` h 图 5.36 


O 郭 要 红 . 三 角形 的 内 接 正方 形 [由 .中 学 数学 ,2003(7) :46， 


2< 


ishki B mtane Š => =i: 


SE 


利用 2S = ah。, 有 


aha _ _2aS 
a+h a +2S 
同 理 可 求 出 边 AC, AB 上 的 内 接 正 方形 的 边 长 m, ,me 分 别 是 


mu wa 2cS 
As d eT 2 + 2S 


令 m(z) = FA Sa) = gip = 35 + 十, 利用 均值 不 等 式 ,有 
过 / 1 2 
p e. > 2 i 
HENA = 十, 即 z = VZS 时 等 式 成 ,所 以 /(x) 在 点 * = V23 处 取得 最 
小 值 , 即 m(x) 在 点 x = V25 处 取 最 大 值 . 
当 V25 =< %2 < x 时 ， f(x1) - f(x2) 三 (xi = xx) (sç - FoPS >0, 所 以 ， 


f(x) 在 [V2S, + mw) 上 是 增 函 数 . 同 理 可 证 /( x) 和 LOR F 
是 ,m(x) 在 [V25, + wm ) 上 是 减 函 数 ,在 (0,V25] 上 是 增 函 数 . 

作 m(x) 的 图 象 , 如 图 5.37 所 示 , 函 数 m( x) 的 图 象 
显示 了 函数 m(x) 的 一 个 容易 证 明 的 性 质 

m(x) = m(25) 

对 三 角形 的 两 边 b,c, Hb > c,# c > /2S, Hi 
m(x) 在 [V2S, + om) 上 是 减 函 数 ,得 m, < m; 

# c < /2S ,根据 三 角形 的 面积 公式 有 


2S = cbsin A < cb, > 25 > V23S 


Ma = 


所 以 m(b) < m(25) 88934 BX ZA 是 直角 时 成 立 (这 也 解释 了 为 什么 直 
角 三 角形 的 两 个 直角 边 上 的 内 接 正方 形 的 边 长 是 相等 的 ) ,因为 A ABC 是 锐角 
三 角形 ,所 以 m(b) < m(25) ,再 利用 函数 m(x) 的 性 质 , 知 m(c) = mS), 
所 以 m(b) < m(c), 即 m, < m. ATA, RE b > c, 就 有 m < m. 

在 上 述 证 明 中 ,我 们 还 证 明了 : 

定理 2 在 直角 三 角形 中 , 斜 边 上 的 内 接 正 方形 的 边 长 比 两 直角 边 上 的 内 
接 正方 形 的 边 长 短 . 

综合 上 述 讨论 ,现在 我 们 有: 

(1) 在 一 个 直角 三 角形 中 , 有 两 个 内 接 正方 形 ,其 直角 边 上 的 内 接 正方 形 


的 面积 最 大 ;在 一 个 锐角 三 角形 中 ,有 三 个 内 接 正 方形 ,其 最 短 边 上 的 内 接 正方 
形 的 面积 最 大 . 

(2) 钝 角 三 角形 只 有 一 个 内 接 正方 形 . 

(3) 根据 三 角形 的 具体 情况 ,采用 图 5.36 所 示 的 一 般 方 法 折 正 方形 即 可 . 


党 三 角形 的 外 接 正三 角形 面积 最 大 值 问题 


定理 1 直角 边 长 分 别 为 a,b 的 Rt 人 4BC 的 外 接 正人 DER 的 面积 最 大 值 


JÈ ab + (a? + 12), 14 A DEF EWI PA, PB, PC 垂直 时 取 到 ( 己 是 


AABC 的 费 马 点 ).0 

证 明 ” 先 看 几 条 引 理 : 

引 理 1 若 入 4BC 的 顶点 4,B,C 分 别 落 在 人 DEF 的 边 EF, FD,DE 上 , 则 @ 
三 个 三 角形 À DBC ,A ECA ,A FAB 的 外 接 圆 有 一 个 公共 点 . 

引 理 2 ”正三 角形 内 任 一 点 到 三 边 的 距离 和 等 于 正三 角形 的 高 . 

引 理 3 ”正三 角形 外 接 圆 上任 一 点 至 三 顶点 的 连 线 , 其 长 者 必 等 于 其 余 两 
者 的 和 . 

下 面 回 到 定理 的 证 明 . 

i A DEF 是 Rt 全 4BC 的 外 接 正三 角形 ,由 引 理 1 
知 ,全 DBC, 公 ECh, 全 FA4B 的 外 接 圆 交 于 一 个 公共 点 
P, 如 图 5.38 ,联结 PA , PB,PC, 则 

LAPB = LBPC = Z CPA = 120 

点 PP 被 称 为 费 马 点 ,过 点 P 分 别 作 P41, PB, PC. 
分 别 垂直 于 EF, FD ,DE ,A41,Bi,Ci JEER, 由 引 理 2 
知 , 若 A DEF 的 高 为 h, 则 

h = PA, + PB, + PC: 

E. PA, + PB, + PCO, < PA + PB + PC 

等 号 当 且 仅 当 PA | EF,PB | FD,PC | DE 时 成 立 . 

ADEF 的 高 越 长 ,全 DEF 的 面积 越 大 ,于 是 , 当 P4 | EF,PB | FD ,PC | 
DE HF, DEF 的 面积 取得 最 大 值 ,此 时 , 公 DEF 的 高 为 P4 + PB + PC, 如 图 
5.39 所 示 . 

延长 BP 交 A ACE 的 外 接 圆 于 天 ,如 图 5.40 所 示 . 则 


(x) ga; — 3 Z = =m — = 


O REH. ZAPHRAKIHEEZAWI]. 3263838 2004(2):24-25. 


NO 
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npa B ms S => siki 


二 
sz: 


几何 瑰宝 


LKCA = LKPA = 60p, KAC = Z APC = 6 
所 以 A KAC 为 正三 角形 ,由 引 理 3 知 
BK = PA + PB + PC 
在 公 BCK 中 应 用 余弦 定理 得 
BK = V a? + b? -2abcos(60 + 90°) = 


V a? + b? + /3ab 


所 以 ,全 DEF 的 面积 最 大 值 是 f 
Gey = ab + (e+) 
定理 2 设 4a,b,c,S 分 别 为 人 4BC 的 三 边 长 与 面积 , 则 c 4 


AABC 的 外 接 正 A DEF HEREKE a? + 5? + c2) +28, 
当 人 DEF 的 三 边 分 别 与 PA , PB , PC 垂直 时 取 到 (已 是 人 4BC 的 
等 角 中 心 ). di 
证 明 ZC > ZA > ZXB, 
(1) # Z C < 120,0] A ABC 的 费 马 点 已 在 人 4BC 
内 或 边界 上 ,如 图 5.41 所 示 , 与 定理 1 的 证 明 过 程 一 样 ，, 
A DEF 的 面积 最 大 值 在 A DEF 的 三 边 分 别 与 PA, PB， 
PC 垂直 时 取 到 (车 人 C = 120, 点 与 点 C 重合 ,只 要 
A DEF 的 三 边 分 别 与 Ph4, PB , PC 垂直 ) ,此 时 
BK = V a? + b? _ 2abcos(60° + C) = 


L; ES 图 5.41 
F(a +b? + c?) + 2V38 


A DEF 的 面积 最 大 值 是 
Ea) = Bea +b? + 2) +2S 


(2) # Z C > 120? ,等 角 中 心 P TE A ABC 的 外 部 ,如 图 
5.42 所 示 . 
联结 ph ,PB,PC, 设 人 DEF 是 人 4BC 的 外 接 正三 角 
形 , 即 A DBC ,A ECA , A FAB 的 外 接 圆 相交 于 尸 ,此 时 
Z BPC = Z APC = 60p, Z APB = 120 
过 点 P 分 别 作 Ph1, PB I, PC, 分别 垂直 于 EF, FD， 
DE, A., Bi, C, 为 垂 足 , 则 


Tt EE S€ 


Saper = EF(PA, + PB, - PCi) 
于 是 PA, + PB, - PC, 是 A DEF 的 高 . 
# PBD = B, 则 
Z PCD = ZPAF = ß,PA, + PB, - PC, = (PA + PB - PC)sin 8 
要 人 DEF 的 面积 大 ,只 要 PA, + PB, - PC, 大 ,而 PA, + PB, - PC, 最 大 
值 的 是 PA + PB - PC, 此 时 ,8 = 9%p, 即 PA, | EF,PB L FD , PC, | DA Bf. 
延长 PC 交 A FAB 的 外 接 圆 于 K, 因 为 
LKAB = LKPB = &P,Z KBA = Z KPA = 60 
所 以 AABK 是 正三 角形 ,由 引 理 3 知 ,PK = PA + PB, 所 以 
CK = PK - PC = PA + PB - PC 
在 A CAK 中 应 用 余弦 定理 
KC? = b? + cœ? — 2bccos(À + 60°) = Lia +b? , c) + 2./3S 
所 以 A DEF 的 面积 最 大 值 是 
{3/2 > 
结合 (1),(2) 知 ,定理 2 成 立 . 


党 三 角形 外 接 正 方形 的 边 长 最 值 问 题 


B43 


' (2 +b + 2) +2S 


三 角形 外 接 正 方形 的 边 长 问题 ,我 们 分 三 种 情形 讨论 .了 

(1) 当 三 角形 为 直角 三 角形 时 . 

不 妨 设 c 为 斜 边 长 , 且 a < b < c. 

O 三 角形 的 三 边 都 不 与 正方 形 的 任何 一 边 重合 . 

@ 三 角形 有 一 边 与 正方 形 的 一 边 重 合 . 

@ 三 角形 有 两 边 与 正方 形 的 两 边 重合 . 

最 值 结论 : 

D 外 接 正方 形 的 边 长 最 大 值 为 Rt 全 ABC 的 斜 边 长 ,1 = c; 旋 转正 方形 知 ， 
只 有 Rt 人 4BC 的 最 小 角 的 顶点 与 正方 形 的 一 个 顶点 重合 时 , 外接 正 方形 边 长 
才能 取 到 最 小 值 ,如 图 5.43(a) ,上 = bcos ,此 时 ,pcos 0 = bsin 0 + asin 6, 则 


b. 二 
; alb > a). 


tan 0 = 


D 史 嘉 .三 角形 的 外 接 正 方形 [J]. 中 学 数学 ,2005(2):47. 
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几何 瑰宝 


© 只 有 Rt 全 4BC 的 边 BC 与 正方 形 的 一 边 重合 这 一 种 情况 ,如 图 5.43(b)， 


I = b. 


© 如 图 5.43(c) ,RtA ABC 的 外 接 正 方形 边 长 最 小 值 为 ! = b; ARKË. 


(b) (c) 


图 5.43 
(2) 当 三 角形 为 锐角 三 角形 时 . 
不 妨 设 三 角形 三 边 长 的 关系 为 a < b < c. 
O 三 角形 的 三 边 都 不 与 正方 形 的 任 一 边 重合 . 
© 三 角形 有 一 边 与 正方 形 的 一 边 重 合 . 
最 值 结论 : 
O 正方 形 边 长 的 最 大 值 为 1 = c; 正 方形 边 长 的 最 小 值 情 况 同 (1) PKO, 


如 图 5.44(a),!l = bcos 0, 此 时 ,bcos 0 = csin(0 + a). 即 tan 0 = b - csin a z. 


ccos a 


@ 正方 形 边 长 的 最 大 值 为 ! = c; 旋 转正 方形 知 ,只 有 当 三 角形 的 最 小 边 


与 正方 形 重合 时 ,正方 形 的 边 长 可 取 到 最 小 . 如 图 5.44(b) ,根据 三 角形 面积 公 
式 十 al L besin a, 即 i = Besin a_ 


a 


(3) 当 三 角形 为 钝 角 三 角形 时 . 

不 妨 设 Z C 为 钝 角 , 且 ac < b < c. 

@ 三 角形 的 三 边 都 不 与 正方 形 的 任 一 边 重 合 . 

@ 三 角形 有 一 边 与 正方 形 的 一 边 重 合 . 

最 值 结论 : 

O 正方 形 的 边 长 最 大 值 为 1 = c; 正 方形 的 边 长 取 最 小 值 情况 同 (1) 中 的 


中 ,如 图 5.45(a),1 = boos 0, 此 时 tan 0 = Š — csin e 


ccos a 
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@ 正方 形 的 边 长 无 最 大 值 ,如 图 5.45(b) 所 示 ; 如 图 5.45(c) ,因为 e < b, 
设 a<B< 之 ,根据 余弦 函数 在 [0, 了 ] 上 的 单调 性 可 知 , ceos 0 > ccos B, 即 三 


角形 的 最 小 边 与 正方 形 的 一 边 重 合 时 外 接 正 方形 的 边 长 取 到 最 小 值 ,! = ccos 
B. 


r=.. 


Æ 5.45 
综 上 分 析 可 以 得 出 如 下 结论 : 
对 任意 全 4BC ,三 边 长 的 关系 为 a < b < c, 则 A ABC 的 外 接 正 方形 边 长 


最 小 值 为 1 = beos 9, 其 中 tan 9 = Ë= Ssin A g 为 边 5 与 正方 形 边 1 所 夹 角 的 
最 小 角 . 
党 三 角形 的 广义 内 接 正方 形 问题 


如 果 一 个 正方 形 的 两 个 顶点 在 三 角形 的 同一 边 所 在 直线 上 (顶点 可 能 在 延 
长 线 上 ) ,其 余 两 个 顶点 分 别 在 另 两 条 边 上 , 称 正 方形 是 该 三 角形 的 (该 边 上 的 ) 
广义 内 接 正方 形 .9 

容易 看 到 :任何 三 角形 的 每 边 上 都 有 广义 内 接 正方 形 ; 如果 正方 形 的 顶点 
都 不 在 边 的 延长 线 上 ,此 时 ,广义 内 接 正方 形 就 是 内 接 正 方形 .可 以 得 到 如 下 

定理 在 三 角形 中 , 边 越 小 ,其 上 的 广义 内 接 正 方形 的 边 长 ( 周 长 、 面 积 ) 
RK. 

证 明 在 和 4BC 中 , 设 BC = a,CA = b,AB = c, 边 a,6,c 上 的 广义 内 
接 正 方形 的 边 长 分 别 为 m。,ms,m., 人 4BC 的 面积 为 5, 易 得 


2aS a2bsin C absin C 


同样 可 得 


O 部 锋 . 三 角形 的 广义 内 接 正方 形 [ 本 .中 学 数学 ,2003(11):21， 


NO 
ON 


[x ) g 3 OS — a= m = m — = "g 


anpi B mien É Sr Eli 


= 
wA) 


— Af RE 


2bS _ _absinC Ma _ b+ asin C 
a + bsin C 
340 < a < bBf,0 < sin C < 1,a + bsin C < b + asin C( 逆 序 和 < 顺序 
和 ), 即 m, < m。. 同 样 可 得 当 a < chf, m, < m. 
推论 同一 直角 三 角形 中 ,有 两 个 内 接 正 方形 ,其 直角 边 上 的 内 接 正方 形 
的 面积 最 大 ;在 一 锐角 三 角形 中 ,有 三 个 内 接 正方 形 , 其 最 短 边 上 的 内 接 正 方形 
的 面积 最 大 ; 钝 角 三 角形 只 有 一 个 内 接 正方 形 . 


党 定 角 内 的 三 角形 面积 最 小 问题 


定理 1 # ZAOB = a (EfÍË), Ñ P X Z A0B 内 部 的 一 个 定点 ,直线 ! 过 
点 已 且 分 别 交 04 ,08 于 0Q,R, 则 当 且 仅 当 点 P 为 线段 OR 的 中 点 时 , 公 00R 的 
面积 最 小 .9 

证 明 ”过 点 PP 分 别 作 PP // OB, PP, // 04, 交 OA, 
OB 于 点 P1, Ps, 如 图 5.46 所 示 . 

因 ZAOB = a 为 定 值 ,点 P 为 定点 , 则 平行 四 边 形 
OP, PP, 的 面积 为 定 值 , 故 

ZA 0QR 面积 最 小 ec>SAp op + Sap pr 最 小 

设 1 PP,1= a,1PP,1= bla > 0,b > 0,a,b HE 图 5.46 

值 ), 由 PP, 08,PP: // 04, 有 
AP QP A P, PR 


即 LPPI _lPQI IPQI 
IP,RI _IP,PI ` IPRI 

nl P PI _ 1P QI !PQI _ | 

ET p.RI = TPP] = I PR I = *(k > 0), 则 


LPRLs FTP QI bk 
从 而 S + Š = a 
AP QP AP,PR = 2 2 k 一 


G + + )absin a > 


absin a 


D ” 姜 兴 荣 , 斐 伯 顺 .关于 三 角形 最 小 面积 的 一 个 定理 及 其 应 用 [J] .中 学 数学 研究 ,2004(5) :31. 


当 且 仅 当 = PA k = 1 时 ， SAP oP + Sap, PR 取得 最 小 值 . 
故 当 且 仅 当 P 为 线段 QR 的 中 点 时 , SA opa 最 小 . 


党 锐角 扇形 内 的 面积 最 大 的 正方 形 问题 


定理 ”在 半径 一 定 .中 心 角 为 锐角 的 扁 形 内 的 正方 形 中 ,以 内 接 正方 形 的 
面积 最 大 .中 

证 明 第 一 步 ,建立 面积 函数 式 . 

设 扇形 OAB 的 半径 04 = 1, 中 心 角 ala = ZA0B) 
为 锐角 ,a 为 常数 .如 图 5.47, 建 立 坐 标 系 ,扇形 内 的 正方 
JZ EFGH( 烦 时 针 方 向 ) 的 两 个 顶点 ,FF 分 别 在 半径 04， 
OB 上 , 设 E(t1,0),Flm,mtan a), 其 中 0Q < t,m < 1. 

因 EFCH HERE, WFG = FEi. 又 


FĒ = (t - m, -mtana) 


则 FG = (mtan a ,t — m) 图 5.47 
故 OG = OF + FG = (m(1 + tan a),t + m(tan a - 1)) 


m(1 + tan a) = cos 0 
t + m(tan a — 1) = sin 0 


由 于 顶点 G fEBUE3LAB 上 ,可 令 | 


,0 < 0 <a, 


则 
_ Cos a + cos 0 
~ sin a + cos a 


pa cos(a - 0) - sin(a - 0) 


sın aga + COS Q 
式 人 中 表明 扇形 弧 上 的 正方 形 顶 点 6 的 位 置 , 即 9 = 一 406 的 大 小 变化 为 正方 
JÉ EFGH 的 面积 S(6) 的 自 变量 .由 S = S(0) = ! EF 12,# A 0EF 中 ,应 用 余 
弦 定 理 , 并 将 式 @ 代 人 得 
| EF |? = | OE l? +1 OF |? - 21 OE || OF | cosa = 


t? + m? + m tana — 2tmsec acos a = 


© 


lacaai — sin(2a — 20) + cos20 — 


2cos acos O(cos{a — 0) - sin(a — 0))) = 


1 1 + cos 28 : 
Irenaal+t 2- + sin(20 — 2a) - 


D 顾 汉 忠 . 对 一 个 平面 几何 最 值 猜想 的 探究 []] .中 学 教研 (数学 ) ,2006(8) :39-40. 


[x) "p= o a= = ===" 


ishpa B mpsm 8 ISHK 


— AC RZ o 


2cos acos Osin(0 — a) — 2cos acos 0cos(0 — a)) = 


1 1 + cos 20 
I cala An 


2cos acos gcos(0 — a)) = 
1 + cos 20 
(1+ 2 


+ 2sin(@ — a )sin @sin a — 


RE + sin a (cos a 一 
] + sin 2a ( 


cos(20 — a)) - cos a(cos(20 - a) + cos a)) = 


T L z; (cos 20 — (sin a + cos a )cos(20 — a) + 


L (sin 2a — cos 2a) + 1) 
其 中 9 = ZA0G 为 变量 ,9 € (0,c] ,扇形 中 心 角 a = ZA0B 为 常量 ,a € (0, 
T 
2): 
第 二 步 , 进 一 步 考 查 0 的 取 值 范围 . 
设 正方 形 EFGH 边 长 为 a, 因 为 E,H 两 点 均 在 半径 04 上 ,所 以 


FE | OA 
即 OE = acot a 
设 G(cos 0, ,sin 0.) , 则 
a 
tan 01 = a+ acota 
Bp 
—tana _ 
f= arctan q + tan a 


i ZA0C = > , 则 正方 形 E' F' G'H' 及 扇形 OAB 均 关 于 半径 0C 轴 对 称 . 设 
正方 形 E'F'G'H' 边 长 为 b, LAOG = 9,, 则 


即 0, = 2 + arctan 


因为 正方 形 EFGH 有 且 仅 有 一 条 边 在 半径 04 上 与 有 且 仅 有 一 边 在 半径 
OB 上 的 地 位 相同 , 且 关 于 扇形 OAB 之 中 心 角 Z AGB 的 平分 线 OC 轴 对 称 , 所 以 
当 扇 形 内 的 正方 形 有 至 少 三 点 E, F, G 在 扇形 周 界 上 时 的 点 G 的 对 应 圆心 角 


KG SSS SSSS h t T YP'Əaa ai 


Z AOG,ËBII 0 的 取 值 范围 是 PE [91,9,], 其 中 
ny 


Q 
1 + 2tan ”> 


第 三 步 ,对 S = S(0) 求 导 ,研究 其 单调 性 \ 极 值 和 最 值 . 
由 上 知 ,扇形 内 的 正方 形 EFGH 有 至 少 三 点 E,F, G 在 扇形 周 界 上 的 正方 
形 面积 函数 为 
1 


S = S(0) = — 28 — (sin a + cos a )cos 2(0 — a) + 


0, = arctan ,0, = pI + arctan 


_tana __ 
1 +tan a 


L (sin 2a — cos 2a) + 1) 


其 中 变量 0 € [0,,06,] ,常数 a € (0,5): 
利用 复合 函数 求 导 法 则 ,对 S(0) 求 导 ,得 


S'(0) = Ta sin 20 + 2(sin a + cos a)sin(20 -~ a)) 
令 8(9) < 0, 因 为 一 二- > 0, 所 以 有 
2(sin e + cos a)sin(20 — a) < sin 20 = sin(20 -a + a) 
即 (2sin a + cos a)sin(20 — a) < cos(20 ~ a)sin a 
B - 2 < 20-a < 5M 
cos(20 -a) > 0 
而 2sin a + cosa > 0 
sin a _ — tana 
即 (28 = a) a + aa 1 + tma 
“L: _ tane a 
故 eanet 
L E A , 
< Oo = 2 + 2 arc (mi ara „W0 E [0,,0 .] Rt, S (0) < 0, BD S(0) 


在 [9 ,go] 上 单调 递减 ; 同 理 ， 当 08 [8o02] BF,S'(0) 三 0, 即 S(C0) 在 [go,0>] 
上 单调 递增 . 
下 面 用 分 析 法 证 明 01,0,,00 的 大 小 关系 , 即 0 < 0, < 0 < 0 < 3 


S tan a 1 tna a Djs 
(1) 20, = arctan ana < 2 aretanT Q 2tan z * 2 = o YP = tana， 


Mj p > 0, 只 要 2aretan 了 卫 < arctan Ps + a WEW, RELER < 


l+ 


S 
Z 


ON 


(>) g =. — = = = = E — = r 


g ————— mm a 


npa B mia ADEK 


p + p(l + 2p) 此 式 成 立 . 


1+2p- pP ° 
Q 
tan — 
1 tan 2 
OE TEE am 全 8 c an — 2, S . a$ 
1 + 2tan > 
=tan 了 ,因为 a € (0, 2), 所 以 q € (0,1), 只 要 aim — Q _ Ç 


1 +4q- q2 

2arctan FEP — —, 取 正 切 , 即 只 要 2 < 1 + 2q ,此 式 显 然 . 

故 有 0E [0,,0,], B. 0 < 0, < 0 < 0, < 2: 

于 是 扇形 内 的 正方 形 EFGH( 当 至 少 三 点 E, F, G 在 扇形 周 界 上 时 ,三 不 会 
落 在 扇形 外 部 ) 的 面积 函数 S(0) 必 在 9 = bo 处 取得 极 小 值 S(go) , 故 

S(0),a = max|S(0,),S(0,)] 

即 扇形 的 内 接 正方 形 ,也 就 是 当 正 方形 的 4 个 项 点 都 在 扇形 周 界 上 时 ,其 面积 
最 大 . 


必 一 类 矩形 面积 的 最 大 值 问 题 


问题 设 x,y,z 为 正 实数 ,矩形 ABCD 内 部 有 一 点 P 满足 PA = x, PB = 
y, PC = z, 求 矩形 面积 的 最 大 值 . 

解法 1 过 PP 分 别 作 直线 4B, BC 的 垂 线 , 分 别 交 4B , BC, CD ,D4 FE, F, 
G,H,i PE = s,PG = t,PF = u,PH = v,PD = w. 

BEE ABCD 的 面积 为 S$, 则 S = (s + t)Xu + v), 且 满足 


s+ = x2 
s+u=y 
+t = 2 D 
vt = 2 


应 用 柯 西 不 等 式 , 有 


S = (s + t)(u +v) = (su + to) + (s + tu) = 
V (s2 + 2)(u2 + 2) + Vs + wu) + 2) = 
V xz + V yw = 


O RR AZA, hE R—2EJ SUS A18693 S JrtE[)]. PERE ,2005(5):32. 
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xz + yu 
注意 到 w > 0, 由 O 可 解 得 
u = V x? + 2 -y 
因此 S < xz + y V x2 + 2 - y 
MENYS = 2 B£ = tE = 之 时 取 等 号 . 
T 及 方程 组 O 可 解 得 
s = 一 过 一 ,! = zw ， 
Vr Va + 2 


故 当 和 矩形 的 边 长 分 别 为 .25 ， WFA = V 2 + 2 - 2) 时 ,面积 


取 最 大 值 xz + yw = xz + y V x2 + 22 — y2, 
解法 2 设 PD = w, 由 和 矩形 性 质 知 , 有 
x2 + 2 = y2 + 2 
于 是 w = V 2 + 2 - 
如 图 5.48, 设 过 点 4 作 BP 的 平行 线 交 过 点 已 作 B4 的 平 g 
行 线 于 点 Q , 则 四 边 形 ABPO 与 四 边 形 DCPQ 均 为 平行 四 边 .< ' ~、~、p 


形 ,在 四 边 形 APDO 中 应 用 托 勒 密 不 等 式 ,有 | 
S = AB - AD = PQ - AD < >. SE 
AQ : PD + AP : QD = ° ° 

xz + y 2 + 2 - (*) 图 5.48 


由 托 勒 密 不 等 式 等 号 成 立 的 条 件 知 , 式 ( * ) 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 A. PP， 
D, Q 四 点 共 圆 ,此 时 人 AQD + LAPD = 人 BPC + 人 APD = 180. 
W Z PBC = 0,34 A, P, D, Q 四 点 共 圆 时 , 设 4,P,D,0 的 外 接 圆 的 半径 
为 RR, 则 
2Rsin 0 _ QD 


tan Z QAD = tan 0 = 2 
2Rsin(— — 0) 
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党 平面 等 周 定理 


平面 等 周 定理 (1) 在 所 有 等 周 长 的 平面 图 形 中 , 圆 有 最 大 的 面积 . 

(2) 在 所 有 等 面积 的 平面 图 形 中 , 圆 有 最 小 的 周 长 . 

等 周 问题 ,源远流长 ,可 一 直 追 溯 到 古 希腊 时 代 . 传 说 Tyre 国 王 的 女儿 Dido 
逃亡 到 非洲 海岸 ,在 那里 成 为 迎 太 基 创 立 者 的 继承 人 ,她 被 允许 从 当地 取得 “不 
许 比 一 张 牛 皮包 得 起 来 再 大 ”的 那么 一 块 靠 海 的 土地 ,于 是 她 把 牛皮 割 成 细 窄 
的 长 条 以 做 成 一 条 很 长 的 绳子 ,为 了 得 到 最 大 的 面积 ,Dido 用 已 知 长 的 绳子 在 
海边 围 成 一 个 半圆 形 .O@ 

公元 180 年 左右 ,希腊 人 艺 诺 多 罗斯 (Zenodorous, 约 前 200 一 约 前 100) 著 有 
《等 周 论 》 一 书 , 其 中 就 有 如 下 命题 “ 圆 的 面积 大 于 任何 同 周 长 的 正 多 边 形 的 
面积 .”“ 表 面积 相同 的 几何 体 中 ,以 球 的 体积 最 大 .” 可 惜 这 本 书 失传 了 ,后 人 
只 是 因为 其 中 的 14 个 命题 被 4 世纪 的 帕 波 斯 收入 他 的 《数学 汇编 》 第 五 卷 中 而 
得 以 知晓 . 在 《数学 汇编 》 中 , 帕 波 斯 还 补充 了 如 下 命题 ;“ 周 长 相 等 的 所 有 号 形 
中 ,半圆 的 面积 最 大 .”“ 球 的 体积 比 表 面积 相同 的 圆锥 体 、 贺 柱 体 、 正 多 面体 的 
体积 都 大 .” 

17 世 纪 , 许多 著名 数学 家 也 都 曾 研究 过 等 周 问题 . 笛 卡 尔 在 他 未 完成 的 
《思想 的 法 则 》 一 书 中 说 :“ 为 了 用 列举 法 证 明 圆 的 周 长 比 任何 具有 相同 面积 的 
其 他 图 形 的 周 长 都 小 ,我 们 不 必 全 部 考查 所 有 可 能 的 图 形 , 只 需 对 几 个 特殊 的 
图 形 进行 证 明 ,再 运用 归纳 法 ,就 可 以 得 到 与 对 所 有 其 他 图 形 都 进行 证 明 得 出 
的 同样 结论 .” 瓦 利 斯 (Wallis,1616 一 1703) 则 提出 并 解决 了 如 下 问题 ;“ 周 长相 
等 的 矩形 中 ,正方 形 的 面积 最 大 .” 雅 各 布 ， 伯 努 利 则 于 1697 年 5 月 在 《教师 学 
报 》 上 提出 了 一 个 包含 多 种 情况 的 、 相 当 复 杂 的 等 周 问题 ,并 以 此 向 其 弟弟 约 
翰 : 伯 努 利 挑 战 ,以 后 又 发 表 了 《等 周 问题 实 解 》 一文 ,部 分 地 解决 了 这 一 问题 . 

等 周 问题 也 是 促进 变 分 法 早期 发 展 的 一 个 问题 , 伯 努 利家 族 通过 对 等 周 问 
题 、 最 速 降 线 问题 . 悬 链 线 问 题 的 研究 ,奠定 了 变 分 法 的 基础 . 

对 于 等 周 问题 ,大 几何 学 家 施 坦 纳 有 深入 的 研究 .1840 ~ 1841 年 间 , 他 在 
巴黎 写成 《关于 平面 球面 和 空间 图 形 的 极 大 和 极 小 》 一 文 ,用 综合 几何 的 方法 
巧妙 地 解决 了 这 一 问题 ,而 且 给 出 了 五 种 方法 .下 面 介 绍 的 就 是 施 坦 纳 的 方法 ， 
但 这 个 方法 中 隐 含 了 一 个 前 提 条 件 , 即 默认 在 定 周 长 的 所 有 曲线 中 , 包含 的 区 


Treasure "s Geometry 


域 面积 最 大 的 曲线 是 存在 的 . 1870 年 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 求助 于 变 分 法 完全 解决 了 
平面 等 周 问题 .之 后 ,在 卡拉 凯 涯 铎 利 (Constantin Caratheodory,1873 一 1950) 和 
斯 达 蒂 (Study,1862 一 1922) 合 写 的 一 篇 文章 中 , 不 用 变 分 法 工具 , 把 施 坦 纳 的 
证 明 严 格 化 了 . 

命题 1 ”假定 闭 曲线 P 是 具有 给 定 周 长 2p ,而 所 围 面 积 最 大 的 一 条 闭 曲 
线 . 

(1) 曲线 P 必定 是 凸 曲线 . m' 

如 图 5.49, 若 已 不 是 凸 的 , 则 可 以 利用 轴 对 称 得 到 另 _ 4 = B 
条 周 长 为 2p 的 曲线 P' ,其 所 围 的 面积 比 P 所 围 的 面积 还 要 大 
(P 由 曲线 AmB 和 Bn4 组 成 , P' 由 曲线 Am'B 和 Bn4 组 成 ， 
Am' B 和 AmB X FAB 对称), 这 与 P 是 所 围 面 积 最 大 的 曲线 这 
一 假设 不 符 . 

(2) 任何 把 P 分 为 相等 长 两 段 的 直线 必 平 分 P 所 围 的 面 5.49 
积 . ' 
如 图 5.50, 若 PP 不 具有 上 述 性 质 , 则 可 利用 轴 对 称 得 
到 另 一 条 曲线 P, CHAKER 2p ,但 其 面积 比 P 所 围 
的 面积 还 要 大 .在 图 5.50 中 , 若 曲线 AmB 和 Bn4 的 长 度 4 
都 是 p, 但 AmBA 所 围 的 面积 比 Bn4B 所 围 的 面积 大 , 作 i 
AmB 关于 AB 的 对 称 曲 线 Am B, WJ P' (BP AmBm'A) 和 El 5.50 
P(B) AmBnA) 周 长 相 等 ,但 前 者 所 围 面 积 比 后 者 大 . 

(3) 曲线 已 上 ,任何 长 度 为 p RII AmB 必 是 以 4B 为 直径 的 半圆. 

首先 ,由 假设 在 所 有 长 度 为 p 的 曲线 及 其 封闭 线段 所 围 的 面积 中 ,曲线 P 
上 长 度 为 p HWM AmB MAREA 所 围 的 面积 $ 必 最 大 . 


其 次 ,对 于 弧 AmB 上 任 一 点 C, 必 有 4CB = 90 ,如 
图 5.51 所 示 . 这 是 因为 , 若 人 4CB # 90, 则 可 以 通过 调 m n 
3 ~4CB 的 大 小 而 使 人 4CB 的 面积 变 大 ,但 两 个 月 牙 形 
AmC, BnC 的 面积 不 变 ,从 而 得 到 一 条 新 的 曲线 P' ,其 长 B 
度 仍 为 p ,但 它 和 封闭 直线 段 所 围 的 面积 却 大 于 S ,这 与 
“S URK” MFA. 5.51 


由 以 上 三 点 知 ,P VEN. 

命题 2 设 5 是 面积 为 4 的 圆 ,其 周 长 为 p,P 是 面积 为 4 的 非 圆 闭 曲 线 ， 
其 周 长 为 9, 则 必 有 p <q. 

假设 p > gq. 作 的 同心 圆 3' ,使 其 有 周 长 9 ,于 是 由 p > q 知 , 圆 5' 必 在 
AKAR, A 2' 的 面积 4' < 4. 但 另 一 方面 ,由 于 X' 和 已 有 相同 的 周 长 , 依 
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据 命题 1, 应 有 A > 4, 这 就 产生 了 矛盾 .既然 p > q 不 能 成 立 , 必 有 P < q. 

等 周 问题 可 用 下 述 等 周 不 等 式 来 表达 : 设 平面 正则 简单 闭 曲线 c 的 周 长 
为 工 , 它 所 包围 的 区 域 的 面积 为 4, 则 有 L > 4r4 ,等 号 当 且 仅 当 C 是 圆周 时 成 
立 . 

同一 平面 内 ,在 一 条 折线 的 任意 折 点 处 , 相 邻 两 边 所 夹 的 角 可 以 连续 地 改 
变 , 而 折线 的 各 边 长 及 其 顺序 保持 不 变 的 几何 变换 , 称 之 为 折线 的 刚体 运动 . 

一 个 任意 多 边 形 是 由 一 条 封闭 折线 所 围 成 ,封闭 折线 的 刚体 运动 如 同 在 多 
边 形 的 顶点 处 用 和 柔韧 的 关节 使 各 边 连接 起 来 ,通过 改变 在 关节 处 的 角度 使 这 个 
由 关节 连 成 的 系统 变形 .因此 ,根据 刚体 运动 及 其 函数 的 连续 性 ,我 们 有 下 面 的 


推论 1 A n 条 边 的 任意 多 边 形 可 以 经 过 折线 的 刚体 运动 而 内 接 于 唯一 


推论 2 ”一 条 折线 可 以 经 过 刚体 运动 而 内 接 于 唯一 的 半圆 , 且 折 线 的 起 点 
和 终点 分 别 是 这 个 半圆 直径 的 两 端点 ， 

推论 3 ”内 接 于 圆 的 多 边 形 面积 大 于 其 他 任何 有 相同 边 ( 各 条 边 的 长 度 和 
排列 顺序 都 相同 ) 的 多 边 形 面积 ， 

证 明 ”如 图 5.52, 图 5.53, 设 多 边 形 为 4B… 天 , 它 内 接 于 圆 0. 而 图 5.53 
是 由 图 5.52 经 过 刚体 运动 所 得 .两 个 图 中 的 阴影 部 分 被 视 为 “刚性 ”( 相 当 于 用 
纸板 做 成 ). 图 5.53 中 的 曲线 4'8'…K' 不 是 圆 ,但 它 的 长 度 与 图 5.52 中 的 圆周 
长 相等 ,由 等 周 定理 ,由 新 曲线 4'B'…K’' 包围 的 面积 小 于 图 5.52 中 的 圆 面 积 . 
但 图 5.53 中 的 弓形 是 “刚性 ”的 ,它们 的 面积 没有 变 ,因此 面积 的 缩小 是 靠 被 变 
形 的 多 边 形 实现 的 ,从 而 多 边 形 4B…K 的 面积 大 于 多 边 形 4'B'…K' 的 面积 . 

平面 等 周 问题 可 推广 到 空间 ,得 到 空间 等 周 问题 :在 表面 积 相等 的 所 有 立 
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黄金 分 割 ”把 一 线段 分 成 两 段 ,使 其 中 较 大 的 一 段 是 原 线段 与 较 小 一 段 
的 比例 中 项 ,叫做 把 这 条 线段 黄金 分 割 . 


如 图 6.1, C 为 线段 48 上 一 点 ,如 果 有 825 = AC y A C 


点 C 叫 做 线段 4B 的 黄金 分 割 点 , 设 4B = 1,4C = x, 则 图 6.1 


解 之 得 
S = 0.618 033 989--- 
称 之 为 黄金 比 , 也 叫 中 未 比 .中 外 比 、 黄 金 率 .我 国 古 代称 为 弦 分 割 ,黄金 比 的 数 


值 G = 0.618 033 989…( 以 下 记 为 w) 后 人 还 称 为 黄金 数 .中 


世界 上 最 早 应 用 黄金 分 割 的 可 能 是 十 希腊 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 ,他 们 用 正 五 
角 星 作为 自己 学 派 的 徽章 . 作 正 五 角 星 得 先 作 一 正 五 边 形 ABCDE ,其 对 角 线 
AD 与 BE 相交 于 天 (图 6.2) , 则 

BK? = BE - KE 

不 过 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 并 没有 提出 黄金 分 割 的 理论 和 名 4 
称 .后 来 , 古 希 腊 数 学 家 欧 多 克 斯 (Eudoxus, 前 408— 前 355) 从 
比例 论 的 角度 ,对 这 一 方法 加 以 研究 和 推广 ,把 这 种 分 割 线段 P E 
的 方法 叫做 中 外 比 . 欧 几 里 得 《几何 原本 》 卷 二 11 题 \ 卷 四 10 
题 .11 题 , 卷 六 30 题 等 是 著名 的 黄金 分 割 问题 . 卷 二 11 题 是 :分 C€ P 
割 一 已 给 线段 ,使 整 段 与 其 中 一 分 段 所 成 矩形 等 于 另 一 分 段 上 图 6.2 
的 正方 形 .他 给 出 了 具体 的 作法 与 证 明 . 

德国 著名 天 文学 家 、 数 学 家 开 普 勒 (Kepler,1571 一 1630) 把 它 与 勾 股 定理 并 
列 , 誉 为 古 希 腊 几何 学 的 两 颗 明 珠 ,可 见 黄金 分 割地 位 之 赫然 . 

黄金 分 割 是 欧洲 文艺 复兴 时 期 , 由 意大利 著名 艺术 家 、 科 学 家 达 ，" 芬 奇 


O 汪 江 松 , 黄 家 礼 .几何 明珠 [M] .武汉 :中 国 地 质 大 学 出 版 社 ,1988:24-35. 
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(DaVinci, 1452—1519) 所 冠 以 的 美称 . 它 在 美学 、 艺 术 、 建 筑 和 日 常生 活 方面 有 
着 广泛 的 应 用 . 如 埃及 的 金字 塔 .印度 的 泰 姬 陵 、 以 至 近世 纪 法 国 的 埃菲尔 铁塔 
上 ,都 可 发 现 与 黄金 比 有 联系 的 数据 .再 如 现今 印刷 的 各 种 书籍 .图片 门窗 、 桌 
面 其 长 宽 之 比 大 多 接近 黄金 比 , 这 样 制 作 ,美观 大方 .材料 最 省 ;在 高 塔 的 黄金 
分 割 点 处 建造 楼 阁 或 设置 平台 ,能 使 瘦削 单调 的 塔 身 变 得 壮观 ;在 摩天 大 厦 的 
黄金 分 割 点 处 加 道 腰 线 或 装饰 物 ,会 使 整个 大 厦 显 得 雅致 ;二 胡 演 奏 中 的 “ 千 
£” 分 弦 , 若 符合 黄金 比 , 音 调 最 和 谐 ; 独唱 演员 站 在 舞台 的 黄金 分 割 点 ,给 人 
感觉 最 适宜 ,音响 效果 最 好 . 人 体 也 符合 黄金 比 , 若 人 的 肚脐 是 人 体 总 长 的 黄金 
分 割 点 ,膝盖 是 肚脐 到 脚跟 的 黄金 分 割 点 , 则 其 身材 最 匀称 , 古 希腊 的 智慧 女神 
雅典 娜 和 太阳 神 阿波 罗 的 塑像 都 采用 这 种 身段 比 .1525 年 著名 画家 杜 勒 
(Dürer, 1471—1528) 在 绘制 他 的 美术 作品 时 ,也 应 用 了 黄金 分 割 的 比例 关系 . 
杜 勤 还 认为 长 宽 为 黄金 分 割 的 矩形 最 美 最 好 看 .19 世纪末 ,德国 著名 心理 学 家 
费 希 纳 做 了 十 个 长 宽 之 比 不 同 的 矩形 , 让 592 个 人 选择 其 中 最 优美 的 ,结果 是 
绝 大 多 数 人 不 约 而 同 地 选择 了 长 宽 之 比 为 黄金 分 割 的 矩形 .我 国 著名 已 故 数学 
家 华罗庚 推广 优选 法 ,其 关键 的 优选 数字 ,也 是 应 用 0.618 推导 出 来 的 . 如 果 你 
细心 的 话 ,可 以 发 现 ,舞台 上 报 幕 员 的 最 佳 位 置 是 站 在 舞台 长 的 黄金 分 割 点 上 . 

我 国 早 在 战国 时 期 就 已 知道 和 应 用 黄金 分 割 ,长沙 马 王 堆 汉 幕 出 土 的 文物 
中 ,有 的 长 宽 的 比 就 是 按 黄 金 比 制作 的 . 

清朝 著名 数学 家 梅 文 易 (1633 一 1721) 对 黄金 分 割 进行 了 深入 的 研究 .在 他 
的 《几何 通 解 》 和 《几何 补 编 》(1692 年 ) 中 都 有 关 黄 金 分 割 的 详细 论述 . 

在 科学 家 的 眼中 ,黄金 分 割 有 “天 然 合 理 ” 的 意义 .威尼斯 数学 家 帕 西 奥 里 
(Pacioli,1445 一 1515) 称 黄金 分 割 是 “神圣 比例 ”. 德国 著名 天 文学 家 开 普 勒 把 
黄金 分 割 称 为 “神圣 分 割 ”, 说 它 是 几何 学 中 的 “瑰宝 ”. 

13 世纪 初 意大利 数学 家 斐 波 那 契 (Fibonacei,1170 一 1250) 研究 过 这 样 一 个 
有 趣 问 题 :兔子 出 生 以 后 两 个 月 就 能 生 小 免 , 若 每 次 不 多 不 少 恰好 生 一 对 (一 
肉 一 雄 ) ,假如 养 了 初生 的 小 免 一 对 ,试问 一 年 以 后 共有 多 少 对 兔子 (假设 生 下 
的 小 免 都 成 活 的 话 )”. 如 果 我 们 把 每 月 的 兔子 (对 ) 数 排 成 一 列 数 , 即 得 数列 1， 
1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,…, a,,*… 


有 趣 的 是 ,比值 -ae-_ 当 n 无 限 增加 时 ,就 得 到 黄金 比 5 
树枝 的 生长 也 满足 黄金 比 , 这 是 数学 家 泽 林 斯 基 在 一 次 国际 数学 会 议 上 提 
第 a 年 后 的 树 村 
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又 如 在 蜂 房 结构 菠萝 的 鳞片 向日葵 子 排列 等 问题 中 ,都 可 找到 与 黄金 数 
的 联系 . 


Ce i o 


随 着 生产 和 科学 试验 的 需要 , 近 几 十 年 来 黄金 分 割 在 优选 法 中 开辟 了 它 的 


应 用 领域 .在 单 因素 优选 法 中 ,利用 黄金 数 w = 六 地 1( 或 其 倒数 二 = BH) 
逐次 安排 试验 点 ,可 以 减少 试验 次 数 迅速 可 千 地 搜索 到 符合 生产 要 求 的 试验 
点 ,这 可 说 是 黄金 分 割 绽开 的 又 一 朱 新 花 ! 


党 黄 金 分 割 的 几何 作法 


已 知 线段 4B ,怎样 作 它 的 黄金 分 割 点 ? 
下 面 的 作法 由 欧 多 克 斯 (Eudoxus of Cnidos, 约 前 408— 约 前 355) 给 出 . 


(1) 如 图 6.3, 作 BD | 4B, 使 BD = 方 4B, 联 结 
AD. 
(2) 在 AD 上 截取 DE = DB. A 网 


(3) 在 48B 上 截取 4C = 4 已 , 则 C 就 是 所 求 作 的 黄 


金 分 割 点 . mes 
证 明 因 4D = 1+ (222 AB = SAB, W 
AC = AE = CEEE SYY: =- Šg 
BC = Š 34B 
(3 - /8) Æ 
BC 2 5-1 AC 
WBC - 一 一 一 各 = Sz1 = AC A C 5 AB 的 黄金 分 割 点 . 
(5 - 1) 
下 面 的 作法 由 《几何 原本 》 中 给 出 . 


在 AB 上 作 正 方形 4BCD ,如 图 6.4 所 示 , 取 4 的 中 点 已 .在 F, G 
DA 的 延长 线 上 取 正 ,使 FE = EB. 在 AF 上 作 正 方形 FGHA , H 


就 是 所 求 的 点 : 4H: = 4B. HB.(《 原 本 》 卷 六 命题 30) 4 HB 
黄金 数 的 各 种 趣 式 
(1)o = 二 
1 万 K C 
Le l+: 
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证 明 ” 设 一 一 -一 = x, 则 
L+ oi: 
e= 


at 
l+x 


故 有 x+x-l=0 
N x > 0, 故 x = w. 


(2) mw =V 1-V 1- V 1-: : /1-a(0<acq<l1. 
证 明 设 /1-V1-…V1I-a =x, 则 x > 0, 两 边 平方 得 


x+x-l=0 


故 x = @ 
Glasa Viesa. 
证 明 2-V2+V2 Jir =a 


= x 


则 V2-V2+x =% 
两 次 平方 化 简 得 


x4-~-4x-x+2=0 
即 (x+1)(x -2)(x*+x-1)=0 
易 见 x 关 -1,x 头 2, 故 x 满足 x* + x - 1 = 0, AW x = o. 
(4) w = 2sin 18°. 
只 要 能 求 出 sin 18 的 值 即 可 得 出 结论 .( 略 ) 
(5) 顶 角 为 36? 的 等 腰 三 角形 , 底 与 腰 之 比 等 于 o. 


证 明 ”如 图 6.5, 作 Z C 的 平分 线 CD , 交 AB + D ,WJ A 
Z BCD = LACD = 36 
从 而 BC = CD = AD 
AABC o A CDB ú 
BD _ BC 
则 BC ` AB 
将 BC = AD 代入 , 即 得 B C 
BD AD 
AD = AB =w 图 6.5 
BC 
故 4B = Ww 


(6) 底 角 为 72° 的 等 腰 梯 形 , 若 上 底 等 于 腰 , 则 上 下 底 之 比 等 于 vw. 
证 明 ”如 图 6.6, 因 
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LB = Z BCD = 7% 
X AD // BC, AD = CD , 则 
Ll = Z2,Z2 = L3 


48 Z1 = 3 = 36 
从 而 Z4 = 72 
故 A CAB 为 顶 角 等 于 36 的 等 腰 三 角形 .由 (5) 得 如 - PAR 
AB = W. 
BC ` 
(7) 正 五 边 形 的 边 与 对 角 线 之 比 等 于 w。 
略 证 ” 正 五 边 形 的 五 条 对 角 线 相等 且 构 成 一 五 角 4 


星 形 , 且 不 难 求 得 五 星 顶 角 为 36°, 图 6.7 中 AACD 就 是 
一 顶 角 为 36 的 等 腰 三 角形 , 依 5) 有 (52 = o. 


(8) 单位 圆 中 内 接 正 十 边 形 边 长 等 于 o. 
HEB ”如 图 6.8, 设 4B 是 单位 圆 内 接 正 十 边 形 的 边 Č D 


B E 


长 , 则 A AOB 为 顶 角 等 于 30 的 等 腰 三 角形 , 故 有 4 = 图 6.7 
AB = o. 
(9) 在 正 五 角 星 中 ,如 图 6.9, 每 边 长 短 不 等 的 线段 有 四 
种 ,如 NM, BN, BM , BE ,它们 满足 <] 
A 


MN _ BN BM _; 
BN ` BM ` BE `” 

提示 。 利用 (5) R 2 AMEc5 ABAE WEN 2 BM 的 黄金 
DRA, M 为 BE 的 黄金 分 割 点 . 

正 五 角 星 与 其 外 接 正 五 边 形 ,可 组 成 20 个 大 大 小 小 的 顶 角 为 36 的 等 腰 三 
角形 ,存在 数 十 对 比值 为 黄金 数 的 线段 , 真 可 谓 一 颗 五 彩 缤纷 的 金星 ! 

如 果 将 五 角 星 ABCDE 的 顶点 B,4 联结 并 延长 ,将 D , E 联结 并 延长 ,它们 
相交 于 点 ,过 D 作 DG // CE 与 直线 BE 交 于 点 G6, 则 4 为 BF 的 黄金 分 割 点 (由 
AABE ^ A BEF ,# AF = AB - BF),E 为 DF 的 黄金 分 割 点 (由 A ADE c> 
AAFD,# EF = DE - DF), E 为 BG 的 黄金 分 割 点 (由 A BDG o A DEG ,# 
BE? = BG - EC) ,如 图 6.10 所 示 . 


É 6.8 


NO 
ON 


(x) a; — 3 = = 8 m — = 


NO 
ON 


THRE mim Im 


6.9 6.10 
(10) 在 单位 正方 形 中 挖 去 一 小 正方 形 , 使 小 正方 形 的 
面积 等 于 剩 下 部 分 的 面积 的 平方 , 则 小 正方 形 的 边 长 为 w. 


x? = (1 =- x2)? 


即 x4-3xz+1l=0 
从 而 2 = 3 5 5 , 依 题 意 ,应 舍 去 3 45 pp a = 3 5， 图 6.11 
解 之 得 * = DH RRR < = o. 


(11) 如 图 6.12, 在 Rt 全 4BC 中 ,CD 为 斜 边 上 的 C 


高 , 且 Scgp = Sase’ Saascslll] D 39 AB 的 黄金 分 割 
点 , 且 sin B = w. 
证 阴 因 SZ cap = SAADC K Sansc; 即 


(ËD. cp) = (分 eD). (dË , cp) 图 6.12 
得 BD? = AD .4B 
即 D 为 4B 的 黄金 分 割 点 . 
X AC? = AD : 4B , 则 
AC = BD 


A p Ae DB: = 
从 而 有 sin B = ¿p = Ap " % 


(12) 把 正方 形 按 图 6. 13(a) 所 示 前 开 后 拼 成 图 6. 13(b) 那样 的 长 方形 , 则 


= W. 


证 明 正方形 面积 为 
(x + y)° = x + 2xy + y2 


x 
y 


长 方形 面积 为 
(y + x + y)y = 252 + xy 
因为 剪 拼 前 后 ,面积 不 变 , 则 
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aZ 
ON 


N | f 
x H 
w 
(a) (b) M 
T 
Æ 6.13 了 
x? + 2xy + y? = 2y? + xy Q 
即 有 (+ (将 ) -1= 0 P 
故 y = w( 负 值 舍 去 ) x 
(13) 在 平面 坐标 系 中 , 若 以 三 点 (1,x),(*,1),(-1, - x) 为 顶点 的 三 角形 
的 面积 等 于 x, 则 x = o. 
1 x 1 @ 
证 明 由 二 x 1 l—=x/#8Ü v+rx-1=0sx= w( 负 值 合 去 ). 
-1 -x 1 
1 -1 0 0 .. 0 0 
1 1 -1 0 .. 0 0 
Ga = | 1! 1 LU 9 Oly n REAR, Wl 
0 0 0 0 . 1 -1 
0 0 0 0 - 1 1 
lim Ha =w 
n>% Un+l 
提示 AE u, 为 斐 波 那 契 数 列 通 项 ,再 求 极限 得 之 . 
党 黄金 几何 图 形 
1. 黄金 三 角形 


前 面 我 们 已 经 提 到 , 顶 角 为 36 的 等 腰 三 角形 其 底 与 采 之 比 等 于 w ,这样 的 
三 角形 叫 黄金 三 角形 ,黄金 三 角形 还 有 下 列 性 质 . 

(1) 如 图 6. 14, BD 为 黄金 人 A4BC RH B 的 平分 线 , 则 ABCD 也 是 黄金 三 
角形 . 

(2) WEWE X C 的 平分 线 交 8D 于 E, 则 全 CDE 也 是 黄金 三 角形 ;如 此 下 去 


几何 瑰宝 


SO 
ON 


可 得 一 黄金 三 角形 串 : 公 ,全 ,, 公 3,…, 公 ,,…, 且 所 有 的 黄金 


A 
三 角形 相似 ,其 相 邻 的 两 黄金 三 角形 的 相似 比 为 w. 
(3) 在 上 述 的 黄金 三 角形 串 Al A2, 43 An 中 ， 
Ana 的 右 腰 与 A, 的 左 腰 平 行 ,如 图 6.14 中 ,全 DEF 的 右 腰 


平 
A DF 与 A ABC WEE AB 平行 . 
500 (4) ZAWP P, An, Ann Ana 的 底 边 上 的 三 条 高 共 
5| ”点 ,如 图 6.15, 公 4BC, 公 BCD, 人 DEF 底 边 上 的 高 MN, NT, DN ° 2: 
A 共 点 . 6.14 
£ (5) 与 黄金 三 角形 串 | 公 ,| 相 邻 的 均 是 些 底 角 为 36? 的 4 
理 等 腰 三 角形 ,它们 也 构成 一 三 角形 串 ,在 这 个 三 角形 串 中 ， 
(M 。 相 邻 三 个 三 角形 底 边 上 的 高 也 构成 黄金 三 角形 (如 图 6.15， 
这 个 三 角形 串 中 的 A DAB ,A EBC ,A FCD 的 高 构成 黄金 D 
ATMN). <a 
© o 上 述 的 黄金 ATMN hiq R —- = fp ih, 记 为 | S 
A M A. (n > 2) 的 外 接 圆 与 Ar 的 一 腰 相 切 , 切 点 为 “ a 
入 , 的 顶点 . 6.15 
(7) 入 st 的 外 接 贺 与 人 的 两 腰 相 切 , 且 A 的 两 个 底 角 的 顶点 为 切 点 . 
2. 黄金 矩形 
如 图 6.16,4D = 1,AB = w, 和 矩形 ABCD 是 一 黄金 4 E D 
和 矩形. 
(1) CD 2 AD 与 4D - CD 的 比例 中 项 , 即 包 = 
CD 
AD - CD' 
(2) 如 图 6.16, 作 正 方形 CDEF , 则 得 到 的 矩形 图 6.16 
BFE4 仍 是 黄金 矩形 . 


如 果 再 作 正 方形 AECH ,又 得 一 个 黄金 矩形 FGHB ,如 此 继续 下 去 ,可 得 一 
串 正 方形 与 一 串 黄金 矩形 . 

(3) 上 面 得 到 的 正方 形 CDEF,AEGH,BIH,--- 的 边 长 组 成 一 个 等 比 数列 
w, Wwy. 

(4) 上 面 得 到 的 黄金 矩形 ABCD , BFEA , FGHB ,… 是 相似 的 ,每 两 个 相 邻 的 
和 矩形 的 相似 比 为 w. 

(5) 这 些 黄 金 矩 形 一 个 套 住 一 个 ,全 体 黄金 矩形 有 一 个 唯一 的 公共 点 0， 
点 0 是 这 些 黄金 矩形 的 相似 中 心 . 

(6) D,G,B 三 点 共 线 ,4 ,J, 王 三 点 共 线 . 


Treasure Geometry 


(7) 直线 AF, CD, CH 共 点 ,这 个 公共 点 就 是 点 O. 
(8) AF | GD. 
OA OB OF OG OH 3 


(10) WRA B 为 原点 , 直线 BC 为 x 轴 , BA 为 y 轴 , 则 点 0 的 坐标 为 


2 3 
wW w 
) 


l+w 1l+w ° 
(11) 点 D,A4,B,F,G,J,……… 在 同一 条 对 数 螺 线 上 . 
提示 。 以 0 为 极点 , OD 为 极 轴 , 则 


QA = CO x OD = OP x e2° 


其 中 a 是 常数 . 

3. 黄金 椭 图 

何谓 黄金 椭圆 , 常 有 两 种 定义 方式 . 

方式 1 HMM + Y; = 1(a > b > 0) 的 短 轴 与 长 轴 之 比 蕊 = ¿ME 
此 椭圆 为 黄金 椭圆. 以 椭圆 中 心 为 圆心 ,。= V a? - B 为 半径 的 圆 称 为 焦点 
圆 .此 时 

(1) 黄金 椭圆 与 焦点 圆 的 面积 相等 . 

(2) 椭圆 与 焦点 圆 在 第 一 象限 的 交点 为 Ob, 
V ob) ,如 图 6.17 所 示 . 

(3) 设 OQ 与 x 轴 正 向 夹 角 为 6, 则 

tan 0 = cos 0 =Vw,sinb = w 
(4) 黄金 椭圆 的 离心 率 。= Vw. 


方式 2 HANG + 5; = 1(a > b > 0) FREN 


c ROR e IRAR MERN RER”. EO 
(1) 在 黄金 椭圆 中 ,a ,b,c 为 等 比 数列 . 
证 明 12 = a2 ¿2 = 4- (5 - 1)2 = 
2 x (V5 - 1) = ac 
(2) a 为 黄金 椭圆 的 焦 准 距 (焦点 到 准 线 的 距离 ). 


证 明 J b? = ac , 准 线 到 短 轴 的 距离 为 ME p = g = < = a. 


NZ 
ON 


[x)- ga — aZ x = m— = g 


NO 
AN 


emr erg anm 


几何 瑰宝 


(3) 半 焦 距 c 为 Rt 全 408 斜 边 上 的 高 . 
证 明 ”如 图 6.18, 因 。- Č, 


e +e-1=0 


: ab 
W. RAAOB 斜 边 上 的 高 为 x, 则 x = ETA 
O 可 得 
a?b? Se l- e) eye _ 
a? + b? 2a? -oe Daet T Se 
c? 
e+e 一 ° 
故 e 为 Rt 和 408B 斜 边 上 的 高 . 
(4) FRE c HA ABCD 内 切 圆 的 半径 . 
由 性 质 (3) 易 知 . 


(5) 黄金 椭圆 中 焦距 2c 为 过 焦点 下, 的 正 焦 弦 (过 焦点 且 垂直 于 长 轴 的 弦 ) 
的 长 . 


证 明 ”由 对 于 黄金 椭 贺 有 2 = ac, 则 正 焦 弦 的 长 为 2( 人 各) =AL) = 2e. 
(6) 黄金 精 贺 中 的 A ABF, 为 直角 三 角形 . 
证 明 因 


则 AB | BF1, 故 CA SENAR: 
(7) 在 黄金 椭圆 中 , 古 + L, 


a= 
l 1 1 1 5+1 
=m it 4 Qs. T 
G5+DG5- 1 _1 1 


45-1} 5-1} © 
(8) 从 黄金 椭圆 中 心 向 过 焦点 和 相应 顶点 的 贺 作 切线 , 则 切线 长 等 于 短 半 
轴 长 ， 
证 明 ”因为 加 半径 r = 2— = 3 3 ,椭圆 中 心 到 圆心 的 距离 为 4 - 
V5+1 
2 


c +r = ,所 以 切线 长 了 = d- r = 2(65 - 1) = 如 , 即 切线 长 等 于 短 半 


轴 长 . 
(9) 在 黄金 椭圆 中 ,P 为 椭圆 上 任意 一 点 ,P 在 x 轴 上 的 射影 为 M, 椭 圆 在 P 
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I ON | 
点 的 法 线 交 z MFN WON = o, 


证 明 ” 设 P(xo,yo), 则 

| OM |=! xol 
对 b2⁄2 + a2y2 = ab” 两 边 对 x 求 导 , 得 

2b2x + 2a2yy' = 0 
bx 
a2y 
2 2 

即 过 点 的 切线 斜率 为 =- ,过 点 P 的 法 线 斜 率 为 = 人 5 和 ,过 点 忆 的 
法 线 方程 为 


y =- 


2 
a Yo 
y — yo = p (x — xo) 
xo 


2 
则 | ON =| i =1 el 
a 
LONI 1exol 3 
IOMI ` |o! 


(10) Ai, A;, B1, B2 是 黄金 椭圆 的 顶点 , Fi, F, 是 椭圆 的 黄金 焦点 ， 则 
AAB, F, ^A; B,F2, AAB Fi, AAB: Fi 都 为 直角 三 角形 . 

证 明 ”和 欲 证 GABF 为 直角 三 角形 ,只 需 证 41B! L B F, 即 可 ;其 他 同 
理 可 证 之 . 

由 题 意 知 ,41(- 2,0) ,Bi(0, -V 2(V5 - 1)),F2(W5 - 1;0) ,得 


-Va VB 
2 u 2 


aa = 
_ -V2W5-1) _ V 2(65- l) 
hA | 


kan, ` ka z, = — 1 
即 AA B F, 为 直角 三 角形 . 
(11) A1, A2, Bi, B, 是 黄金 椭圆 的 顶点 , 则 萎 形 AB A; B, 的 内 切 圆 经 过 黄 
金 焦点 . 
证 明 AKUERE 41B142B8 的 内 切 圆 经 过 黄金 焦点 ,只 和 需 证 Rt 人 A1810 的 
和 斜 边 上 的 高 h = c. 因 为 
| OA, |= a, | OB, |= b, | AiB |= Va + É 


所 以 由 方 ab š +h Va, + 本 ,得 


多 


(>x) g 3-4 — — = = 8 r: — = g 


No 
ON 


hy B man S IHK 


n 何 = = 


a2b2 aj3c (b? + c2)c (ac + cz)c Ve 
h = 2 2 = => = = = e = € 
a +b a” + ac a+c a+c 


(12) ERAMA, E 


证 明 ” 妃 = 全 = £ = 。, 即 命题 成 立 , 亦 即 短 轴 与 长 轴 之 比 的 平方 等 于 


离心 率 . 

(13) 在 黄金 椭圆 中 , 左 ( 右 ) 黄金 焦点 到 左 ( 右 ) 准 线 的 距离 等 于 长 半 轴 , 即 
|- £ +c|= a 

š a2 a2 a? — ce? b? ac 

证 了 明 I-+cel=I -cl=I Te I=I 1=I =a 
即 命题 成 立 . 


(14) 圆心 在 原点 ,半径 为 。 的 圆 与 黄金 椭圆 的 面积 之 比 等 于 Ve?. 
证 明 ”由 假设 知 , 圆 的 半径 r = Y5 - 1, 则 


Sm antee _ 5-1 _ | 5 - 1)“ _ | 5-1, _ z 

Smm Ta 2V2Q5 1 8V5 -1) ` 2 Pisa 
即 命题 成 立 . 

(15) 在 黄金 椭圆 中 ,两 条 互 为 共 生 直径 所 在 直线 的 斜率 (斜率 存在 ) 之 积 


为 -~ e. 
证 明 ” 设 一 组 平行 弦 的 斜率 为 有, 则 椭圆 的 这 条 直径 所 在 直线 方程 为 


2(V5 - 1)x + 4ky = 0, 即 这 条 直线 的 斜率 为 k = AS-D ih kek = 


-BH - - 。 即 命题 成 立 


(16) 不 平行 于 黄金 椭圆 对 称 轴 的 切线 斜率 与 经 过 该 切 点 和 中 心 的 直线 余 
率 之 积 为 e. 


证 明 i EF 是 不 平行 于 黄金 椭圆 对 称 轴 的 切线 ， 
切 点 为 P(xo, yo) ,如 图 6. 19 所 示 . 
由 假设 知 EF 的 方程 为 x 
žo% —_ ?yoy i 
4 25-1) P 


(5-1) 2CW5 -1) 图 6.19 
即 三 ~ 2yo x + Yo I 


5 5 到 1)xo 


ker = 2yo 


3 ka = 如 ,所 以 


人 -人 2 .2 _ _ 5-1 __ 
即 命题 成 立 . 
(17) 不 平行 于 黄金 椭圆 对 称 轴 且 不 经 过 椭圆 中 心 的 弦 所 在 直线 的 斜率 与 
经 过 该 弦 中 点 和 椭圆 中 心 的 直线 斜率 之 积 等 于 - e. 
证 明 ”如 图 6.20, CH 是 不 平行 于 黄金 椭圆 对 称 轴 
且 不 经 过 椭圆 中 心 的 弦 ,R 是 GH 的 中 点 . 


设 G(xi,y1),H(x2,Y2), 则 R(T 3 a 3 è), 
由 题 意 , 有 
kcu = 1y kro = ntz 


xí 一 %2’ X1 + %2 
故 kcu ` kro = sr ° 
又 G,H 是 黄金 椭圆 上 的 点 ,所 以 
2 
yi = 2(/5 - DG - 2) @ 
2 
y = 2(5 - DG - 22) @ 


将 @,@ 代 入 式 上 四 ,得 
x2 x2 
25 - 1((1-2)- (1- 22) 
x? _ Ë 

(18) 如 图 6.21, MN 是 经 过 黄金 椭圆 中 心 的 弦 , 了 是 
黄金 椭圆 上 任意 一 点 (顶点 除外 ). 如 果 TM , TN 的 斜率 
都 存在 且 不 为 0, 则 km ” kry =- e. 

证 明 设 M(xo,yo), 任意 一 点 T(x ,y)， 则 
N(- X0» — yo) . 


kcu ` kro = 


由 题 意 ,有 še 
_ Y > , _ Y +> 
km Tx- a m  x' + X0 


(x) g Oru aZ = 8 m — =" 


e ea B mtns mida 


,2_ 2 
故 km ， kr = @ 
又 了 ,M 是 黄金 椭圆 上 的 点 ,所 以 
y = 2(J5 - DG - £) @ 
2 
yà = 2(/5 - 1)( - P) @ 


*#*@,@ 代入 式 四 ,得 
x2 x2 
25-1(1-2)-(1-2) 6i 


kaa Py —vs — = ks y = =-— e 
4. 黄 金 长 方 体 


长 、 宽 .高 之 比 是 w: 1: 寺 的 长 方 体 称 为 黄金 长 方 体 .黄金 长 方 体 的 表面 积 
与 其 外 接 球 表面 积 之 比 是 w : r. 这 里 ,w 又 与 建立 起 “亲缘 " 关系 . 


党 三 等 分 任意 角 是 尺 规 作 图 不 能 问题 


为 什么 任意 角 不 能 用 尺 规 作 三 等 分 ?由 于 欧 几 里 得 在 《原本 》 卷 一 命题 9 轻 
松 地 写 出 任意 角 平分 的 作 图 过 程 ,很 自然 地 引起 人 们 猜想 :任意 角 也 可 以 用 尺 
规 三 等 分 .根据 尺 规 作 图 作用 的 分 析 , 判 断 这 一 问题 的 能 与 不 能 ,可 以 归结 为 代 
数 检测 一 一 艾 森 斯 坦 定 理 .检测 如 下 @， 


设 任意 角 人 40B = a, 问题 是 要 求 作 急 = 
+ 4408 = Z COB. 
如 图 6.22, 以 0 为 圆心 作 单位 圆 ,并 记 
OD = a = cos a, OE = x = cos + 
显然 如 果 能 用 尺 规 作出 * ,问题 就 迎 丸 而 解 .但 是 从 


三 角 关 系 cos a = 4cos 3 - 3cos + ,就 导致 三 次 方程 
4x3 Se =0 中 


O 沈 康 身 .数学 的 购 力 (一 )[M]. 上 海 : 上 海 秤 书 出 版 社 ,2004:73-75 . 


即使 对 于 特殊 情况 :a = 6O°,cos a = 4,8 ORY 
4x3 - 3x — + = 0 


即 8x3 -6x -1=0 @ 
经 变换 y = 2x ,得 

妇 -3y-1=0 @ 
对 式 @ 用 艾 森 斯 坦 定 理 检 测 , 找 不 到 素数 p, tE p Ya = l;p l a = 0, H. 
pta =1, 因 此 人 图 ,也 就 是 @ 是 不 可 约 方程 .根据 检测 法 的 分 析 , 它 没有 一 次 、 
二 次 方程 的 根 ,这 就 是 说 , 它 的 根 不 能 通过 四 则 运算 及 开平 方 获得 .对 特殊 情况 
a = 60 尚且 是 尺 规 不 能 解 , 其 一 般 情况 显然 也 是 尺 规 作 图 不 能 问题 . 

如 果 放 宽 条 件 , 问 题 还 是 能 够 解决 的 ,在 下 面 分 别 叙 述 . 


党 可 以 用 尺 规 三 等 分 的 角 的 问题 


这 是 一 个 难度 相当 大 的 问题 ,一 下 很 难 置 答 . 俄国 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 
(H.H.Jlo6auescxuñ,1792—1856) 在 做 中 学 生 时 ,细致 分 析 了 可 以 用 尺 规 三 等 
分 的 角 应 具备 的 条 件 : 当 3 十 mn, 即 m = 3k+1 或 n = 3k- (k =0,1,2,…) 时 ， 
对 于 一 切 角 了 CE ,有 

s s nsn 5 n E ted 
3 LW -6PC n =3k-1,k = 1,2,3,.…) 
这 是 说 ,对 于 满足 条 件 ( * ) 的 角 9, 它 的 三 等 分 是 600 与 它 的 & 售 之 差 ,这 是 《 原 
本 》 规 矩 所 允许 ( 卷 一 命题 13). 罗氏 这 一 发 明 巧 妙 而 准确 , 言 简 意 赎 . 由 此 还 引 
发 许多 发 人 深 省 的 问题 : 

其 一 ,满足 条 件 ( ) 的 整数 0 有 和 多少? 

可 以 验证 :答案 是 9 = 90°,45°,36°,18°,9°. 

如 果 有 人 问 :怎样 用 尺 规 三 等 分 4$" 角 ?这 问题 看 似 简单 ,但 也 会 难 倒 人 . 运 


用 条 件 ( > * ) ,那么 45 =  ， h 2743 hke 于 是 3 = 60 - 45 = 1, 
出 奇 的 方便 , 乃 是 60" 与 45 之 差 ! 又 问 怎样 三 等 分 18 角 ?9 = 18* = L n = 


10 = 3x3+1,k = 3, 那 么 下 - 6p -3x18 = 6. A 6P RE 18 的 3 倍 ,这 


是 斥 规 可 作 的 操作 . 
其 二 ,怎样 理解 分 数 0? 


[>] = Z = =< — 3 = z = m — = rg 


>K 


unap E misa anta 


一 几何 /瑰宝 


对 于 某 些 n, 如 n = 8,9 = T = 入, 这 是 尺 规 可 作 的 .对 于 某 些 n, 如 


n =7,0 = $Œ E 却 是 存在 的 .条 件 ( ) 是 说 对 于 


1 180 6 
可 以 尺 规 三 等 分 : :了 = 60 - 2x 7 = 7: 


其 三 ,罗氏 循 什么 思路 推导 出 这 一 巧妙 的 公式 ? 


运用 部 分 分 式 是 优先 的 答案 : 当 n = 3k + 1 时 , = je = 


180P( 委 + 可 二 )- 从 此 可 以 获得 4 = 二 ,而 8 = - 二 .这 就 是 条 件 ( * ) 中 的 上 
行 , 同 理 可 证 下 行 结果 . 

其 四 ,条 件 ( ) 是 充分 的 ,但 它 是 尺 规 能 三 等 分 一 角 的 必要 条 件 吗 ? 充 要 
条 件 是 什么 ?有 待 我 们 进一步 探索. 


党 有 刻度 直 尺 法 三 等 分 角 


阿拉 伯 学 者 泰 比特 在 译 述 希腊 文献 中 发 现 阿 基 米 德 (Archimedes ,前 287— 
前 212) 曾 用 有 刻度 的 直 尺 解决 三 等 分 角 问 题 @， 

作法 ”图 6.23 中 一 408B 为 已 给 角 . 取 04 = r 为 半径 , O 为 圆心 , 作 半圆 
X 40 延长 线 于 点 C. 用 有 刻度 的 直 尺 过 B 作 直线 , 交 直 径 AC 的 延长 线 于 工 , 半 


圆 于 R, 并 使 LR = r, 则 人 RIA = + ZA0B. 


图 6.23 
证 明 ”从 作法 知 Z2 = 23, 而 1 = Z4 + Z3 = 3⁄3. 


党 圆 积 曲线 法 三 等 分 角 


希 比 亚 斯 (Hippias of Elis, 约 前 5 世纪 ) 设计 圆 积 曲线 解 题 时 ,给 出 了 三 等 


O 沈 康 身 .历史 数学 名 题 赏析 [M] .上海 : 上 海 教育 出 版 社 ,2002:408-414. 


a S ie (l T > = >. 


分 角 的 曲线 法 . B 

曲线 的 形成 ” 动 圆 直径 AB | AD 绕 4 顺 时 针 匀 速 8 
转动 到 AD ,如 图 6.24 所 示 , 另 一 方面 直线 BC // AD 以 
同样 时 间 勾 速 平移 到 B'C' .在 AB, BC 运动 时 ,瞬时 交点 p 
(例如 , B'C' ,4D' 的 交点 E(x,y)) 的 轨迹 为 圆 积 曲线 . 


曲线 的 方程 ” 设 AB = a, Pl AD RNET, X 
设 4D' 转角 p S| AD REHE- , 则 B'C' 平移 到 达 4D 也 需 
时 间 示 .从 形成 条 件 知 


又 9 = arcot 二 于 是 


x , 


6.24 中 BELG 为 圆 积 曲线 . 
作法 i> XDAD' 为 已 给 角 . 取 AB 为 半径 作 圆 弧 , 依 法 作 圆 积 曲 线 .已 给 


角 一 边 4D' 交 曲线 于 E, 引 EH | 4D, 取 HH' = + EH. Xt H B| 'C' // AD, 
交 曲 线 于 也, 则 ZIAD = +ZDaAD'. 
证 明 ”从 圆 积 曲线 方程 知 , 等 式 人 CD = HE 成 立 .而 


N 


DAD' _ EH 
x = BA PH = 3HH' 


2 
因此 ID = + Zpap' 


党 阿 基 米 德 螺 线 法 三 等 分 角 


阿 基 米 德 用 他 制作 的 螺 线 ,用 来 三 等 分 任意 角 . 
曲线 的 形成 ” 动 径 OP, P(p ,90),p 的 长 度 正比 于 动 角 9, 设 二 者 间 比 值 为 
a, 则 曲线 方程 是 o = að. 


NO 
ON 


(x) g 3-4 — = = = m — = 


NO 


[4 
SN 


JERE MERS ASEH 


— JA m+ — = — 

Ei W ZA0B 为 已 给 角 . 40 与 极 轴 相合 , 另 一 边 3 
交 螺 线 于 已 ,如 图 6.25 所 示 ， 

三 等 分 OP FP, P,. 1 0 为 圆心 , OP; , OP, 为 半径 
作 绝 交 螺 线 于 S1, 5,. i 

根据 螺 线性 质 , 知 L e 7 


ZA0S, = ZS)0S, = ZS,0P = + ZA0B ui 
图 6.25 
命题 得 证 . 
党 蚌 线 法 三 等 分 角 


美国 《数学 史 导 论 》D 作 者 厄 维 斯 在 谈 到 三 等 分 一 角 问 
题 时 ,指出 :任何 锐角 LOD 可 被 取 作 矩形 ODLB 的 对 角 线 
OL 和 边 OD 的 夹 角 ,如 图 6.26 所 示 ,考虑 过 0 的 直线 , 交 DL 
于 G, 交 BL 于 C, 使 GC = 201. 又 使 天 为 6GC 的 中 点 , 则 
EG = EC = EL = 0L ,得 
LLIOE = A4 = /3= A2+ Ll = 2Z1 = 2⁄2 = 2Z COA 
这 就 是 古老 的 尼 科 米 效 解法 . 

作法 的 关键 是 这 条 过 O 的 射线 要 满足 的 条 件 .正如 厄 
维 斯 指出 那样 ,公元 前 3 世纪 时 古 希 腊 尼 科 米 兹 设计 了 蚌 
线 , 解 开 这 个 关键 . 

曲线 的 形成 及 其 方程 ”在 坐标 平面 上 从 原点 0 起 作 射 N 
线 如 OP, 交 MN 于 点 L, 使 MN | 0D, 如 0D = a. 又 取 
LP =6, 则 点 P 的 轨迹 为 蚌 线 . 

有 了 蚌 线 ,只 要 把 角 的 一 边 与 横 坐 标 轴 重 合 , 其 另 一 边 0L 截 割 曲线 于 PP， 
按照 厄 维 斯 指出 那样 操作 ,就 得 到 它 的 三 等 分 线 oC. 


党 双 曲 线 法 三 等 分 角 


图 6.26 


帕 普 斯 给 出 了 借助 于 双 曲 线 三 等 分 一 角 的 方法 . 


D 是 线 作为 三 等 分 角 的 工具 ,5 必须 取 对 角 线 OL 长 的 2 倍 . 


作法 取 离 心率 。= — = 2 的 双 曲 线 ,如 图 6.27 所 


示 . A,4' 为 顶点 ,0 为 曲线 对 称 中 心 , F, F 为 焦点 . 易 知 M 
AF' 的 中 垂 线 DD' 是 此 左 支 曲线 的 准 线 .就 以 AF' 为 弦 ， H 
作 圆 弧 F' CA ,使 含有 圆心 角 为 已 给 角 ; 准 线 DD' EM “ w 
于 C. 又 以 C 为 圆心 , CP = CA 为 半径 作 圆 弧 交 双 曲 线 M 
( 左 支 ) 于 P, 则 人 PCF' = + ZP'CA. 图 6.27 : 
证 明 ”从 作法 及 双 曲 线 定义 知 PM = PP (Gh PM L DD'). 延 长 PM 交 |T 
IM PMA 于 0, 又 联结 04 ,显然 x 
PP = PQ = QA z 
于 是 PCP = LPCQ = Z QCA 
5 3⁄ 32 (A.C. Clairaut, 1713—1765) 变通 帕 普 斯 原 4 
法 , 作 了 简化 : 设 AOB 为 已 给 角 , 以 O 为 圆心 ,04 = @ 


OB 为 半径 作 圆 弧 . 联 结 48, 取 其 三 等 分 点 , AH = HK = 

KB ,如 图 6.28 所 示 , 角 平分 线 OC 交 AB 于 上 , 即 2HL = 

AH. 
以 4 为 焦点 ,OC 为 准 线 , 为 顶点 作 双 曲线 . B 
双 曲 线 交 圆 弧 4B FP. 图 6.28 
作 PM | 0C, 延 长 PM ZAIF Q.M 


AP = 2PM = PQ 
获知 弧 AP = WM PQ, FÈ 


ZA0P = 14408 
命题 得 证 . 


党 谋 线 法 三 等 分 角 
帕斯卡 (下 .Pascal,1588 一 1651) 给 出 了 以 蜡 线 为 作 图 工具 ,三 等 分 一 角 的 方 


法 . 
HERRIA — 在 极 坐 标 极 轴 OA 上 以 2a 为 直径 作 圆 , 过 极点 0 的 动 径 交 


HRR B MARS => ida 


3 


n mi m = 


圆周 于 D, 取 DE 为 常量 5 , 则 E KHAAA HR. 

作法 ”把 已 给 角 408 的 一 边 放 在 极 轴 上 , 角 顶 与 
极 相合 . 角 的 另 一 边 交 圆 于 D, HRT 五 .从 圆 的 中 心 C 
ECF // OE, W) Z ECF 为 所 求 角 ,如 图 6.29 所 示 . 

证 明 ”从 蜡 线 性 质 和 作法 知 

OC = CD = DE 
ZA4= Z5,Z1 = /3 

又 人 1 = L2,ZFCA = Z4 = L5 = 2 人 人 1, 命题 得 证 . 


洗 三 等 分 曲线 法 三 等 分 角 


马克 劳 林 (C.Maclaurin,1698 一 1746) 设计 了 和 角 三 等 分 曲线 . 作 圆 x? + y? = 
a2, 84% AB 的 一 个 端点 4 的 坐标 为 ( - a,0) ,过 0 作 任 意 半 径 0C ,联结 AC. OC 
的 垂直 平分 线 交 AC 于 P, 则 点 P 的 轨迹 为 角 三 等 分 曲线 ,其 中 OA = a. 

作法 ”如 过 BOP 为 已 给 角 , 置 08 在 Ox 轴 上 ,如 图 
6.30 所 示 . 4P 交 角 三 等 分 曲线 于 P, 交 圆 x? + y- a2 = 
0 + C. 联 结 0C,0C 三 等 分 已 给 角 . 

证 明 从 作法 知 人 2 = 3, 而 人 1 = 3. X. 
L4 = Z1 + 人 3, 也 就 是 说 ~4 = 242. WEE. 


S 战 答 ”法 三 等 分 角 


1835 年 一 本 佚名 著作 中 设计 了 一 种 作法 , 颇 简 洁 , 经 艺 4。 g D 
RMI, BERRE k 8 AR 3525. š 

作法 ”三 等 分 线段 4D ,B,C 为 三 等 分 点 .以 BD 为 直 
径 作 半圆 .过 B 作 切 线 .将 要 三 等 分 的 已 给 角 LAP 角 顶 
在 切线 上 滑动 ,使 其 一 边 过 4 , 另 一 边 与 半圆 相 切 , 记 切 点 ; 
为 0, 则 PB, PC 为 所 求 三 等 分 线 ,如 图 6.31 所 示 . 7 

证 明 A ABP 2 A CBP < 人 COP, 因 此 PB , PC 为 所 图 6.31 
求 角 LAP 的 三 等 分 线 . 


Q@” 蜡 线 作为 三 等 分 角 的 工具 5 必须 取 b = a. 


Treasure Geometry 


党 无 限 等 分 逼近 三 等 分 角 


费 尔 柯 斯 克 于 1860 年 给 出 了 等 分 逼近 三 等 分 角 方 
法 .已 给 角 Z A0B,OT, 是 人 408B 的 二 等 分 线 , OT, 是 
L BOT, 的 二 等 分 线 , OT, E: Z T, OT, 的 二 等 分 线 , 074 是 
ZT,0T, 的 二 等 分 线 …07T，= TO0T,， 的 二 等 分 
线 ,如 图 6.32 所 示 . 角 平 分 线 OT; 的 下 标 奇数 意味 着 加 


上 ,偶数 意味 着 减 去 ,于 是 级 数 
1 1 1 1 


1 
1 


lim OT, = OT 是 已 给 角 的 三 等 分 线 ， 


二 `L 
人 


1Y 1 1 
4. r 


LS sasa, s= 
16) + = 


P ee 
+a t= 3 


4" 


党 化 圆 为 方 是 尺 规 作 图 不 能 问题 


如 果 把 圆 的 半径 记 为 R, 问 题 是 说 : 求 x 使 x* = xR*, 即 求 x = VrR. 如 果 要 
求 以 直 尺 (无 刻度 ) 及 圆规 解决 ,问题 转化 为 用 尺 规 是 否 能 对 x 开平 方 的 问题 . 
我 们 知道 如 果 是 有 理 数 ,或 有 理 数 的 开平 方 数 ,问题 的 答案 是 肯定 的 .1882 年 


图 6.32 


德国 数学 家 林 德 曼 已 证 明 r 是 超越 数 , 因 此 问题 的 答案 是 否定 的 .9 


党 圆 积 曲线 法 化 圆 为 方 


希 比 亚 斯 所 作 的 圆 积 曲线 如 图 6.24 所 示 ,精心 为 化 圆 为 方 设计 .也 有 人 说 
是 晚 一 些 的 德 莫 克 里 特 (Democritus, 约 前 460— 前 370) 所 作 , 我 们 将 贺 积 曲线 
解 化 圆 为 方 的 作法 用 现代 数学 语言 作 一 解释 : 设 圆 半径 为 a = R, 那 么 曲线 方 


程 可 改写 为 x = ycot 7 大- 当 动 径 4D' 和 平行 线 B'C' 都 逐渐 趋 近 x 轴 时 ,借助 于 


分 析 工 具 @ 求 出 


沈 康 身 . 数 学 的 A A EE ERB IRE 200479-8. 


古 希 腊 时 凭 观察 得 知 G 的 位 置 ， 


用 穷竭 法 证 实 . 


2< 


(x) g 3 S — 3 = = = m — = "g 


ishpa B ms == mi 


tan zp tan 3p 
这 是 说 z= 2 D 
另 一 方面 圆周 长 C = 2rR @ 


综合 ,@ 两 式 ,说 明 圆周 长 借助 于 圆 积 曲线 求 出 的 AG 可 以 用 尺 规 作 出 . C X. 
TARIE = 经 (原本 》 卷 二 命题 14) 用 尺 规 作出 .我 们 取 士 C, 尺 作为 两 项 , 求 


其 比例 中 项 ( 尺 规 可 作 ), 即 得 所 求 与 贺 等 积 的 正方 形 边 长 为 * = J 4C- R. 


党 阿 基 米 德 螺 线 法 化 圆 为 方 


阿 基 米 德 螺 线 可 用 以 三 等 分 一 角 ,也 可 用 以 化 圆 为 方 . 
在 图 6.25 中 取 a = R, 而 9 = 于 ,那么 OP = TR" ë 计 C. 而 圆 面积 = 


nR? =2R - OP. 我 们 取 2R, OP 为 两 项 , 求 其 比例 中 项 ,所 求 正方 形 边 长 x = 
V2R* OP. 


党 圆柱 侧面 法 化 贺 为 方 
意大利 学 者 达 . 芬 奇 曾 有 一 设想 : 取 半径 为 R, 6292 R 的 圆柱 ,把 圆柱 的 
侧面 在 平面 上 滚动 一 周 ,得 到 长 为 aR, NNER 的 长 方形 . 取 其 长 ,高 为 两 项 ， 


求 其 比例 中 项 ,那么 所 求 与 圆 等 积 的 正方 形 边 长 为 x = /2xR - £ 


Treasure Geometry 


党 三 角形 法 化 圆 为 方 


俄罗斯 工程 师 宾 加 1836 年 发 现 化 圆 为 方 的 三 角 解 
法 . 
如 图 6.33, 以 R 为 半径 作 圆 ,问题 是 要 求 x*? = rR*?，4 


于 是 设法 作 A ABC. 如果 x 满足 条 件 cos a = L 


cosa = 者, 即 a = 27°36'. 


作法 在 以 R 为 半径 的 圆 内 作 以 a = 2736 为 锐 
角 、 直 径 2R 为 斜 边 的 直角 三 角形 ,a 的 邻 边 (直角 边 AC) 就 是 所 求 的 x,x? = 
xR?. 

此 A ABC 称 为 宾 加 三 角形 ,是 针对 这 一 问题 具体 可 行 的 作法 . 


党 印度 者 那 教 人 化 方 为 贺 


w 


图 6.33 


填 那 教学 者 取 
1 


eh pe ye TIT TATT 
等 式 右边 约 等 于 3.514 687 10,5 x 真 值 的 相对 误差 达 12.9% . IRURE, H 
那 教 人 要 求 化 方 为 贺 . 
作法 ”相当 于 说 ,已 给 正方 形 4BCD, 要 求 作 贺 0 使 与 E 
它 的 面积 相等 .如 图 6.34, 以 0 为 心 , 以 04 为 半径 作 弧 , 交 直 4 D 


线 OG + E.J GF = + GE, Jl) OF 为 所 求 圆 的 半径 . 
后 人 评估 说 ,如 记 已 给 正方 形 边 长 为 2a, 则 圆 半径 r = 


OF = (1+ G2- D)a = 二 (2+V2)a. 以 者 那 教 ( 圣 坛 建筑 8 Ç 
. 1 1 1 图 6.34 
法 典 ) 命 题 1.2.12 所 说 /2 = 1+ J tay 47374 X 34 VA, 


0 面积 当 是 nr? = 3.998 9a?. 
同一 方圆 互 化 问题 ,希腊 人 化 圆 为 方 ,而 印度 人 又 化 方 为 圆 .后 者 虽 为 近似 


O 印度 学 者 多 次 误 算 为 3.088 或 3.088 5. 


NO 
ON 


[x ) g ao — = = = m — = 


kakpi Ë RERS => Eda 


二 
z: 


—— 几何 /瑰宝  — 
作法 ,精度 极 高 . 


党 立方 倍 积 是 尺 规 作 图 不 能 问题 


问题 的 起 源 来 自 一 个 古老 的 传说 :希腊 焦 洛 斯 地 方 遭 受 冶 疫 ,人 们 向 太阳 
神 庙 和 祭司 求教 .祭司 告诉 他 们 应 该 把 现 有 神 坛 (立方 体 ) 体积 加 倍 , 疫 辣 可 止 . 
一 说 古 希腊 克 里 地 米 诺 王 为 格 劳 斯 营造 坟墓 ,对 每 边 100 肘 尺 @ 立 方 体 规模 还 
不 满意 ,要 求 加 倍 体积 .不 知 怎样 加 大 每 边 体 长 ?同一 数学 问题 不 同 提 法 都 汇集 
在 哲人 柏拉图 那里 ,请 求解 决 .柏拉图 回答 说 ,神明 和 王者 本 意 并 不 在 乎 把 神 坛 
(坟墓 ) 体积 加 倍 ,之 所 以 提出 这 一 问题 是 要 希腊 人 感到 着 耻 一 一 当 他 们 忽略 
数学 ,特别 是 失去 几何 学 修养 时 . 

为 什么 立方 倍 积 是 尺 规 不 能 作出 的 问题 ?假设 立方 体 每 边 长 是 a, 所 求 加 
售后 立体 边 长 是 x, 则 据 题 意 x? = 2a3. 


设 z= T, 2-2 = 0. 
我 们 用 艾 森 斯 坦 定理 检测 ,常数 项 2 能 整除 z,z2 的 系数 ( = 0), 2232, A 


此 本 题 尺 规 不 能 作 . 也 可 以 这 样 理解 : 尺 规 只 能 对 线段 作 四 则 算术 运算 以 及 开 
平方 运算 ,对 于 92 是 无 能 为 力 的 . 


党 双 比 例 中 项 法 立方 倍 积 


公元 前 5 世纪, 古 希腊 希 波 克 拉 底 最 先 指出 立方 倍 积 问题 实质 上 是 要 在 a 
5 2a 之 间 插 入 两 个 比例 中 项 x,y, 使 其 满足 
a z Y 


x y ~ 2a 
x 就 是 所 求 的 解 :x = 42a. 这 一 理论 为 后 世 数学 家 有 关 创 造 发 明 提供 重要 的 线 
索 和 根据 . | 


O 古 世 界 常 以 人 的 肢 作 为 长 度 基 本 单位 :有 时 (eubit) 尺 长 18 ~ 21 寸 不 等 . 


s = X 
党 滑动 长 方形 板 法 立方 倍 积 


P 
Ai e BM Ee e ism M 
J 
V 
古 希 腊 埃 拉 托 塞 尼 (Eratosthenes, 前 276 一 前 195) 就 设计 一 套 专用 工具 来 
解 立方 倍 积 问题 .他 据 希 波 克 拉 底 解 题 理论 : 插 人 比例 中 项 x,y, 具 体 体现 了 使 
2 š > = 2. #EB16.35 中 有 三 块 高 为 2a 的 透明 长 方形 板 和 上 下 两 导 槽 .长 方 Š 
形 板 AMFE , MNGF 和 NQHG 放置 在 导 槽 局 ,1 Z ÍE] ,AMFE 不 动 , 左 移 MNGF 和 D 
NQHG ,使 前 者 的 对 角 线 M'G 交 MF 于 B, 后 者 的 对 角 线 N'H3ENG T C, X. DË Š 
QH 的 中 点 . 当 后 两 长 方形 板 向 左 移动 时 ,使 出 现 4, B,C,D 四 点 共 线 . 又 设 一 
2 
BF = y, CG = x, FI = = 过 , 即 所 求 x = 42a. 
; @ 


图 6.35 
这 是 因为 如 直线 BCD X L, F 天 ,从 相似 三 角形 对 应 边关 系 , 有 
EK _ AK _ FK 
FK BK ` GK 
而 EK _ AE FK _ BF 
FK BF'GK ` CG 
AE BF 
即 得 BF = CC 
BF _ CG 
同 理 CG ` DH 
命题 得 证 . 
党 蚌 线 法 立方 倍 积 


在 前 面 已 陈述 尼 科 米 效 设 计 是 线 解 三 等 分 任意 角 . 他 还 借助 于 是 线 成 功 地 
解 立方 倍 积 问题 ,如 图 6.36 所 示 . 

为 达到 解 立 方 倍 积 问题 的 要 求 , 尼 科 米 兹 作 长 方形 ABCD ,其 短 边 BC 长 为 
ac, 即 所 要 求 倍 积 的 立方 体 边 长 ,其 长 边 AB 取 2a. 等 分 4B,BC 于 下 ,下 .联结 


ahi Ë masna Š IHK NO 
ON 


3 


几何 A 瑰宝 


DF , 交 CB 的 延长 线 于 G . 作 EK L BC ,使 CK = AF .联结 
GK ,又 作 CH // GK ,并 过 KK 引 直 线 交 CH 于 H, 交 BC 于 
P, 使 HP = CK = 4F. 又 引 直线 PD XAB 于 M, 则 AM, 
CP 二 线段 为 所 求 AB , BC 的 二 比例 中 项 , 即 


CP ` AM ` BC rn) 
作法 中 定 出 点 已 位 置 使 EBP = CK = AFO 是 关键 所 在 .他 
把 K 取 为 极 9, CH 作为 准 线 @ ,而 以 CK = AF 为 定 长 作 mo. 
出 蚌 线 ,所 求 点 P 只 是 BC 与 蚌 线 的 交点 而 已 .从 上 面 分 析 , CH 的 位 置 是 易于 确 
定 的 ,因此 作法 是 可 行 的 . 
证 明 A AMD ww A CDP , FÈ 


而 4B = 2AF,BC = Tc, 


AM _ GC 
AF ~ CP 
而 CH // GK, 则 
GC _ KH 
CP ` HP 
AM KH 
于 是 AF = HP 
则 AM + AF _ KH + HP 
AF 7” HP 
MF KP 
从 作 图 条 件 HP = 4F ,因此 MF = KP, MF? = KP?. 而 又 是 4B 的 中 点 ， 
则 
BM - MA + AF? = MF? @ 
同 理 BP - CP + CE? = EP? 


两 边 加 BEK2 ,又 从 作 图 条 件 CK = 4F, 以 及 已 证 KP = MF ,得 出 
BP - CP + AF2 = ME2,BP.CP = MFP? - AF2 
于 是 从 中 知 BM : MA = BP - CP, 这 就 是 


BM _ CP 
BP ~ MA © 


O ~ 图 相当 于 图 6.26 中 的 b, 0, MN. 


Tee N Geomey NO 
ON 
BM CD AB 
A EE q a o 
又 从 BMP o A CDP, Bp = CP = cp? jy 
BM _ AB M 
BP ~ CP @ ñ 
综合 @,@@ 得 H 
AB za CP @ M 
P ` MA T 
CD _ AM ; Y 
X ADCP AAMD, Ep = 4D :得 9 
AB _ AM D 
CP ` BC L 
综合 田 ,@ MEARE. x 


尼 科 米 效 用 此 法 作 图 时 , 取 线 段 及 其 证 明 都 别 具 匠 心 ,出 人 意料 .特别 是 在 
证 明 中 第 @ 式 的 获得 很 是 巧妙 .首先 ,在 BP - CP + CE? = BEP2 两 边 加 上 EK, 
运用 勾 股 定理 ,使 其 变形 为 BP . CP + CK = KP2; 其 次 ,从 作 图 知 CK = 4F, 从 
证 明知 KP = MF, FEZA BP- CP + AF2 = MP; RE, SAO 比较 ,得 证 


se SE H ERIE r J AR 


古 希腊 狄 奥 克 利 斯 (Diocles, 前 2 世纪 ) 作 蔓 时 线 ,并 以 此 为 工具 , 解 立 方 倍 
积 问 题 . 
EHRE “在 图 6.37 中 ,直径 AB, DC 正 交 于 图 


心 0, 作 EB = BF, 并 作 EG | DC, FH | DC,G, H HÆ 
足 .联结 CE, 交 FH 于 P, 平 行 移动 EG, FH ,保持 它们 关 
于 AB 轴 的 对 称 位 置 , 则 点 P 的 轨迹 就 是 幕 叶 线 . 
立方 倍 积 问题 解法 ”从 草 叶 线 的 性 质 知 , FH, HC 
是 DH , PH 的 二 比例 中 项 ,因为 从 作 图 知 
GC _ DH D 
GE = FH 
从 FR? = DH CH, 知 


又 从 A GCE co A HCP ,得 


Bi 
> 
@ 


GE PH 


X€ a 


ishpa B EERST HK 


综合 ~ @, 我 们 有 


FH = HC " PH @ 
联结 DP, 交 AB + M, II 


取 比 值 为 大 , 则 @ 成 为 


k k 
由 此 ,我们 得 到 用 蓝 叶 线 解 立 方 倍 积 方法 : 
如 a 为 已 给 立方 体 的 边 长 ,就 取 DO = 2a 为 半径 作 圆 ,按照 作法 作出 草 叶 
线 CPB 后 ,在 0B 上 取 OM = c ,联结 DM' ZHRT P. P' FH | DC, 
H' 是 垂 足 , 那 么 F'H',H'C 就 是 所 求 DO = 2a, OM' = a 间 的 二 比例 中 项 ,问题 
获 解 :HC = Ja. 


党 圆 和 双 曲 线 法 立方 倍 积 


法 国 数学 家 圣 攀 尚 (G.de S. Vincent,1584 一 1667) 于 1647 年 提出 如 下 作 
法 :在 图 6.38 中 ,过 长 方形 顶点 Q(a,b) 引 一 双 曲 线 ,使 
其 渐 近 线 是 长 方形 二 边 ( 即 x = 0,y = 0). 双 曲线 与 长 方 
形 外 接 圆 另 一 交点 P 与 二 渐 近 线 距 离 是 长 方形 二 边 a,b 
的 比例 中 项 . Q(a, b) 
理由 :图 6.38 PIH ry = ab 与 外 接 于 长 方形 的 
Da? + y- ax - by = 0 二 者 之 交点 , 除 (a,5) 外 ,还 有 
P(a3 b3, a3b3) E a, b IEAI. 4 b = 2a Bf, mem 
点 P 的 横 坐 标 就 是 问题 的 解 :x = T2a. 


党 圆 和 抛物 线 法 立方 倍 积 


解析 几何 创始 人 笛 卡 尔 也 研究 过 立方 倍 积 问 题 .考虑 到 x? + 只 = ay + bx 
与 x = ay 的 交点 是 a,b 间 双 比例 中 项 .显然 这 就 是 x = ay,y = bx 的 另 一 


Treasure N Geometry 


HAER MARE = = = TR b = 2a, 即 得 x = 424. 问 题 获 解 . 


万 
y 


党 等 分 三 角形 面积 的 直线 


假设 等 分 三 角形 面积 的 直线 存在 , 则 这 样 的 直线 必 与 三 角形 的 两 边 相交 
(可 能 会 通过 三 角形 的 某 个 顶点 ).0 

建立 图 6.39 的 直角 坐标 系 , 设 人 4BC 的 三 边 为 » 
a,b,c, HRJ S, ZACB = 90, 直线 7 交 C4,CB FE, 
D, Iı CE |= p, | CD1= à, W] D(A.0),E(g#cos 0, 
Asin 0), AMER 1 的 方程 为 

(usin 0)x + (À - pcos 0)y — àysin ðf = 0 D 


又 因 Sapcs = ÈS I Sana = 二 Msin 9, 则 


AH = S © 


sin 0 

BRAS < < a, < z < b,# O,@ W x 48 

Sx + (à? — Scot 0)y - SA = O 
如 将 @ 看 做 4 的 方程 ,可 化 为 

yà? — SA + (Sx' — Sycot 0) = O 
如 果 把 某 些 x ,y, 方 程 @ 有 唯一 解 , 则 

A = $ — 4y(Sx — Sycot 0) = 0 
即 (4cot 6)y* — 4zy + S = O @ 
将 @ 看 做 x,y 的 方程 时 ,这 是 一 条 双 曲 线 , 实 轴 为 人 4CB 的 平分 线 .此 时 ,直线 
@ 与 双 曲线 @ 有 唯一 的 交点 ,坐标 为 

À 


x = Scot 0 + È 


@ 
ee 

而 直线 @ 应 平行 于 双 曲 线 @ 的 渐 近 线 , 从 而 直线 @ 是 双 曲 线 @ 的 切线 (事实 

上 , 双 曲 线 @ 是 直线 @ 的 包 络 ) :注意 到 边界 条 件 4 < 4 < aHa 等 于 3 ,a 

分 别 代入 @ ,得 到 中 线 AL, BM 与 双 曲线 的 切 点 为 


O 潘 洪亮 .等 分 三 角形 面积 的 直线 []]. 中 学 数学 (苏州 )1996(4):19-20. 


NO 
ON 


(x) ao — aZ === 


NZ 
ON 


EWR RERS =— Ei 


几 瑰 = 


K(È cos 0 + 2 bein 0), TL cos 0 + 2 Bain 8) 

车 NN 是 4B 的 中 点 , 易 证 M,K,N 及 L,T,N 分 别 三 点 共 i 
线 .这 样 ,每 一 条 与 A ABC 的 边 4C , BC 相交 且 等 分 三 角 Š 
形 面积 的 直线 @ 必定 与 双 曲 线 @ 的 弧 KT 相 切 , 反 过 来 “N 
也 对 ,如 图 6.40 所 示 . x 

对 三 角形 的 每 两 条 边 都 进行 同样 的 讨论 . 这 样 可 得 L 
到 三 段 不 同 的 双 曲 线 弧 , 其 中 A ABC 的 三 条 中 线 AL, 图 6. 
BM, CN 作为 其 公 切 线 , 切 点 分 别 为 K,7T,R 组 成 了 一 个 
曲 边 三 角形 图 形 下 ,如 图 6.41 所 示 . 由 此 ,我 们 有 

(1) 经 过 A ABC 内 且 在 曲 边 三 角形 外 的 每 一 点 
P, 均 可 作 一 条 且 只 可 作 一 条 直线 等 分 A ABC 的 面积 .这 
条 直线 就 是 过 P 向 三 段 双 曲 线 弧 中 的 一 条 作 切 线 . y 

(2) 经 过 曲 边 三 角形 F 内 的 每 一 点 P, 可 作 并 和 且 只 C L B 
可 作 三 条 直线 等 分 人 A4BC 的 面积 ,这 三 条 直线 就 是 过 P 6.41 
向 三 段 双 曲 线 弧 所 作 的 切线 .特别 地 , 当 P 为 重心 时 这 
三 条 切线 就 是 A ABC 的 三 条 中 线 . 

这 里 证 明 从 上 略 . 


党 等 分 平面 四 边 形 面积 的 直线 


命题 1 经 过 凸 四 边 形 的 任 一 顶点 ,存在 一 条 直 R 
线 等 分 该 四 边 形 的 面积 .9 

如 图 6.42, 在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,过 点 4 作 一 直线 .全 一” 
平分 其 面积 . 

作法 1 如 图 6.43, 不 妨 设 SA4agc < Sasco ,联结 图 6.42 
AC, Ù} BEBE // 4C 交 PC 延长 线 于 五 . 取 DE R AA M, 
作 过 A, M 的 直线 , 则 直线 AM 即 为 所 求 . (证 明 略 ) 

作法 2 联结 4C,BD, 取 BD 中 点 ,不 妨 设 E 在 个 4BC 内 ,过 E 作 EM // 
AC X BC 于 MM, 作 过 A, M 的 直线 4M, 则 AM 直线 即 为 所 求 . (证 明 略 ) 

命题 2 ”经 过 凸 四 边 形 边 上 任 一 点 ,存在 直线 等 分 该 四 边 形 的 面积 . 

作法 “如 图 6.44, 设 G 是 四 边 形 4BCD 的 边 4D 上 任 一 点 ,联结 BD , fE 


© 沈 雪 明 .等 分 四 边 形 面积 的 直线 的 作法 [ 卫 ,中 学 数 学 月 刊 ,1997(9):19-20. 


Treasure N Ceometry 


4 // BD 交 CB 延长 线 于 E, 取 CE 中 点 F, 联 结 FG ,过 
D DH // GF 交 BC 于 H, 过 6,H 作 直线 GH, 则 直线 
GH 即 为 所 求 . 

证 明 ”如 结 DE, FD, 由 于 FG // DH, AE // BD, 
所 以 


Sarca = SAcrD,SA4BD = SAEBD 


M Swan = Smagas = Saer = $ Smaa 
从 而 得 证 . 

命题 3 ”存在 已 知 方向 的 直线 等 分 凸 四 边 形 的 
面积 . F 
作法 “如 图 6.45, 已 知 直线 1 和 四 边 形 48CD , 联 图 6.44 
结 BD, 过 C 作 CE // BD XAB 延长 线 于 E, 取 AE 中 
S M, Ñ$ DDG // 122 AE 于 G, 在 AE 上 取 点 KK, 使 
AK? = 4M， 4G, 过 下 作 直 线 KN // DG 交 AD 于 N, 则 直 
线 KN 即 为 所 求 . 

证 明 ”由 作法 知 , AK? = AM + 4G, 即 


AK AG 
AM ~ AK 
又 DG /KN, 则 
AG _ AD AK _ AD 
AK ` AN'AM AN 
从 而 MN // DK 
Bp) SAMNK = SAMND 


故 


SAAKN = SAAMN + SAMNK = SAAMN + SAMND = 


SAAMD = I same = T Suyo 
推论 ”经 过 凸 多 边 形 的 一 个 顶点 有 且 只 有 一 条 直线 平分 其 面积 . 


党 同时 平分 四 边 形 的 周 长 和 面积 的 直线 


求 作 一 条 直线 ,使 之 同时 平分 给 定 四 边 形 的 周 长 和 面积 . 
本 题 选 自 《 美 国 数学 月 刊 》 第 59 卷 ,在 第 60 卷 上 亦 有 有 关 介 绍 .中 


D 单 坪 . 数 学 名 题词 典 [M]. 南 京 : 江 苏 教育 出 版 社 ,2002:495-496、 
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(x )- g iela — 3 Z = = m = g 


NO 
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L A 宝 
所 求 直 线 可 能 与 四 边 形 的 一 组 邻 边 相交 , 亦 可 能 与 一 4 
组 对 边 相 交 . S Ny 
(1) 如 图 6.46, 若 平分 直线 与 给 定 四 边 形 ABCD 的 一 P Q 
组 邻 边 4B ,4D 相交 于 P,0, 设 4P = x,AQ = y, 若 能 确定 B 2 
x,y WEAR PQ 自然 就 能 作出 . c 


设 四 边 形 ABCD 的 面积 为 S, 四 边 之 长 为 a,b,c,d, 则 图 6.46 
应 有 


x+y= (a+ b+c+d),aysin A = S 


帮 x,y EJE -Lla +b+c+d)z + = = 0 的 两 个 根 . 先 作出 m,n, 
使 


2 S 


m = s| An = 
再 作出 z? - nz + m = 0 的 两 根 即 可 求 出 x 和 yy. 
(2) 如 图 6.47, 若 平分 直线 与 给 定 四 边 形 ABCD 之 对 边 
4D,BC 交 于 P,0. 延 长 CB, DA 交 于 0, 设 0P = x,0Q = y, 
OA = e, 0B = f, 则 有 


T(a+b+e+d) 


(xz-e)+(y-f) +a = (a+ b+ c+ d 


Saorg - Sao = Saocp - Saorg 


即 2S4 oP = SAQ04B + Saogcp c 


xysin a = L foin a + Le + d)(f + b)sin a 
故 x,y 应 满足 条 件 
xX+y= e+f+2(b+e+d- a) 

ya ief + (e + d)(f + b)) 

若 记 
n = e+f+t(b+c+d-a) 
m = J (ef + (e + d)(f + d)) 

则 x,y 是 方程 2 - nz + m = 0 的 两 根 ,它们 可 以 用 尺 规 作出 . 
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党 作 过 圆 外 一 点 平分 圆周 的 直线 


卡 塔 朗 问 题 ”过 圆 外 一 点 作 割 线 , 使 制 线 被 该 圆周 平分 . 

本 题 选 自 比利时 数学 家 卡 塔 朗 所 著 的 《初等 数学 的 定理 和 习题 》 一 书 .0 

如 图 6.48, 设 点 M ERER OCR) 外 一 定点 , 求 作 割 线 Li 
MBA ,使 制 线 的 圆 外 部 分 (MB) 和 圆 内 部 分 ( BA) 相等 . ' 

作法 ”以 M 为 圆心 ,2R 为 半径 画 弧 交加 0 于 点 C, 作 直 过 
径 40C. 联 结 MA XAO + B. ÑR MBA 即 为 所 求 . 


显然 ,由 于 
OA = OB = R,CM = CA = 2R 
所 以 图 6.48 
ZABO = LA = LAMC 

OB // CM 

又 由 40 = 0C, 有 
AB = BM 

本 题 最 多 有 两 解 . 


好 三 角形 内 二 等 圆 问题 


三 角形 内 二 等 圆 问题 ”在 个 4BC 的 边 BC 上 求 一 点 也 ,使 人 4BD 与 人 4CD 
有 相等 的 内 切 圆 (图 6.49). 

日 本 嘉 永 三 年 ,岐阜 县 妖 上 部 八 幅 町 的 八 幅 神社 有 如 下 问题 ; 今 有 如 图 
6.50 之 内 隔 界 斜 , 容 二 等 圆 , 知 中 斜 257 寸 ,小 斜 68 寸 , 界 斜 40 寸 , 问 大 斜 几 何 ? 
El: KR 315 寸 . 其 解法 是 


大 斜 = V (中 斜 + 小 斜 ) -4 REF 


O 单 博 .数学 名 题词 典 [M] .南京 :江苏 教育 出 版 社 ,2002:489-494 


NO 
ON 


[> ) g 3 — — Z = 8 m — = 


X is 


平 
Ë 
A 图 6.49 图 6.50 
500 
š 在 《美国 数学 月 刊 yVol.43(1936) E, 帕 特 尔 松 亦 提出 了 与 此 题 完 全 一 致 
g 的 题目 ,但 他 是 用 三 角 函 数 解 的 . 
如 图 6.51, 设 0 是 AABC 的 内 心 ,01,0, 分 别 是 人 
š AABD, AADC 的 内 心 .显然 ,人 0140， = +Z BAC. bk B 

fE BA' // 04, 过 C 作 C4' // 024, BA' ,CA' 相交 于 4 , E. 

22 
ZBA'C = Z00440, = Z BAC. ku 4 应 在 以 BC 为 【和 并 
e@ B D E 


3k MABEM EFE Z BAC 的 弓形 弧 上 . 另 一 方面 ,由 于 
0,0, // BC,AA'BC 与 人 400; 位 似 , 其 位 似 中 心 就 是 
A ABC 的 内 切 加 圆心 ,4" 应 在 04 的 延长 线 上 A 应 是 04 的 延长 线 与 上 述 弓 
形 弧 的 交点 ,从 而 A ABC 可 定 .作出 AA'BC 后 ,可 利用 以 AABC 的 内 心 为 中 
心 ,以 2 为 相似 比 的 位 似 变换 ,作出 A 0,402. H AD WAB FAO, 对 称 , 故 
AD 也 可 作出 . 

当然 也 可 用 代数 解法 . 设 4D = x, BD = y,DC = z. 圆 0i, 圆 0 是 人 4BD 
和 A ADC 的 内 切 圆 ,其 半径 均 为 7. 则 


图 6.51 


y+z =a 
二 
Saan _ 2 _ C+ x+ 
Saane Lbrsta)r b+x+z 
= Saac DC ` z 
则 y _ C+X+Y C+% 
z b+x+z b+x 


由 有 
qy- pz = 0 


> 
又 由 斯 特 瓦尔 特定 理 , 有 


ze? + yb? = alx? + yz) 


代入 得 
N.S 
p +q p +q (p + q)° 
_ Pgaa_ 
qe? + pb? - (p + q) = PI 
_ bga_ 
p(b? — 2) + gq(c? - x°) p +q 
BI (c+ x)(b2 - 2) + (b + x)(@2 - 2) = € To? Si 
a 
化 简 得 (b-s)+(c-sx) = 
则 (b + c)2- 422 = a? 


4x2 = (b +c} - a2 = 4s(s — a) 
故 x? = s(s - a), EFs = (a+ b+ o). 
由 此 可 得 如 下 作法 : 
(1) ERE s = 广 (a + b+c) 及 s -a; 
(2) Œ s 和 s - a 的 比例 中 项 x,x = V sls - a); 


(3) 以 4 为 圆心 ,以 x = Vs(s - a) 为 半径 作 弧 交 BC 于 点 D, 则 点 D Bl 
HERCK b > c BF, Z ADB 应 为 锐角 ). 


党 阿波 罗 尼 斯 比例 截 线 问题 


设 4,B 是 定 直线 a,b 上 的 两 个 定点 , 试 过 另 一 定点 C 
作 一 直线 , 交 a,b FAP, QIR = BGE). 

该 问题 是 阿波 罗 尼 斯 首先 提出 的 ,他 在 其 两 卷 本 著作 
《比例 分 割 )( 该 书 于 1706 年 由 哈里 译 成 拉丁 语 出 版 ) 一 书 中 
详细 地 研究 了 该 问题 . 

如 图 6.52, 作 射线 BD ,使 BD 与 b 所 夹 的 角 等 于 4AC 与 a 
所 夹 的 角 a , 设 BD 与 CA 的 延长 线 交 于 D. 在 BD 上 取 一 点 图 6.52 


c, ae = Z ME ACDC 的 外 接 贺 交 直 线 b FOA KA CQ, 交 直线 + P, 


NO 
AN 


Epal- ilen 3 Z = m— =" 


NZ 


Z _ 几何 mi: >o o 
S A = 


则 直线 CPQ 即 为 所 求 . 


, AP _ AC _ m 
显然 ,全 PC4 全 0CB, 所 以 80 = BC = n 


党 简单 四 边 形 重心 的 几何 作法 


在 简单 四 边 形 ABCD 中 ,联结 对 角 线 BD ,作出 人 4BD 及 人 BCD 之 重心 , 设 
为 G1, G2. 由 力学 原理 知 ,简单 四 边 形 ABCD 之 重心 6 在 6G1 G; 所 在 的 直线 上 , 且 
有 GIG .Shap = GG> ` Sage. 

又 联结 对 角 线 4C ,作出 人 4BC 及 AACD 之 重心 , 设 为 G3, 64. 同 理 简单 四 
边 形 重心 在 G3G4 直线 上 , 故 G, G, 与 G, G, 之 交点 G 即 简单 四 边 形 4BCD 之 重 
心 . 图 6.53(a) 为 凹 四 边 形 的 重心 G 在 G, G, 之 延 线 上 ;图 6.53(b) 为 凸 四 边 形 
@ ”之 重心 c 在 Ci G: 与 Ca G4 之 交点 上 .不 论 是 凸 四 边 形 还 是 四 四 边 形 , 重 心 CH 
应 满足 力学 关系 式 


iah B maan É =r—Flda 


= 
Z 


G G ° SAABD = GG ° SaABpcp 


Z S IEN 
G N 
E A B 
(a) (b) 


图 6.53 
现 以 凸 四 边 形 为 例证 之 中 ,如 图 6.54 所 示 ， 
设 M 为 对 角 线 4C 之 中 点 ,4C 与 BD 38 E, Gs G, 与 
AC 交 于 正 , 则 


GsG, // BD 
1 
GF = 3DE, GF = BE 
设 G.G, X BD FA, AM 


GiG2/ AC 


”部 幼 操 . 四 边 形 的 重心 []] .数学 通报 ,1994(6) :36. 
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1 zal 
GH = 3AE, GH = + CE 


GiG = GIH- GH = AE - FE = +AE - 2 ME 


C26 = Ga + HG = + CE + ŻME 
GG 34AE- ME ÓjAE- (AE- TAC) Lac- NAE 
GG ` 1 Zur L 2 L ` 1 1 
3CE+ ME +CE+(TAC- CE) +AC-4 CE 


GC AC-AE CE Sag 


G,G ` AC - CE ` AE ` Saas 
即 G iG k: SaaBp = G, G d SABgcp 
可 见 C 是 符合 力学 关系 式 的 四 边 形 ABCD 之 重心 . 
党 梯形 重心 的 几何 作法 


作法 1 如 图 6.55, 取 AD , BC 的 中 点 P,Q, 联结 A r D 
PQ ,再 联结 BD ,将 梯形 分 成 两 个 三 角形 ABD 和 BCD , 作 
出 这 两 个 三 角形 的 重心 G1, 6 ,联结 G, G, 与 PO 相交 于 
C, 则 G 为 所 求 梯形 的 重心 .外 


É BC = a,AD =b, 梯 形 的 高 为 h. 由 于 B Q € 
EE TE Loh, s, a SAn E Lah E 6.55 
; S b 
所 以 S; g a 


根据 力学 知识 ,如 果 0 是 梯形 重心 , 则 O 在 G, G, WERE, AWE 0G -+ S; = 
OG; ° Sı, Bp 


所 以 要 证 作法 1 中 的 6 是 重心 只 要 证 CCL = — BI. 1P 6.56, i BG, 的 中 点 


Gs, DG; 的 中 点 C4, 则 Gi, G, Æ PB 的 三 等 分 点 ; Gs, G4 是 DQ 的 三 等 分 点 .联结 


D 黄 大 龙 . 也 说 梯形 重心 的 几何 作 图 法 的 由 来 [本 .中 学 数学 月 刊 ,2002(10):42. 
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Whip B min ADK 
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几何 瑰宝 


C1C4 / G2G3 


故 G 是 梯形 的 重心 . 
作法 2 如 图 6.57, 延 长 AD 到 EE, 使 DE = 
BC ,延长 CB 到 下 ,使 得 BF = 4D ,联结 EF ;再 联 
结 AD 的 中 点 已 和 BC 的 中 点 0, 则 EF 和 PQ 的 交 
点 G 就 是 梯形 重心 . <= 
证 明 ”已 知 图 6.57 中 的 CG 是 梯形 的 重心 ,下 “ 


GP 
面 计算 60 的 值 
图 6.57 中 还 可 以 知道 2w = -2i PQ = 1, 则 
ji 


SE ETETE 

= 3(a + b)'Y = 3(a + b) 

_ 1 _ (2a +2b)1 

从 而 ee a aakh) 
GP = +x -Ca+b)i 


3 ~ 3(a +b) 
即 GP _ 2a + b 
GQ a+2b 


作法 2 正 是 取 G 分 PQ 为 22 与 ?的 方法 ,所 以 作法 2 是 正确 的 . 

作法 3 如 图 6.58, 延 长 梯形 两 腰 , 设 交点 为 S, 作 梯形 对 角 线 , 设 交 点 为 
0, 过 OS 作 直 线 ,延长 DC 到 下 ,使 CF = 4B ,延长 BA 到 E, 使 EA = DC, 联 结 
EF 和 直线 0S 相交 于 G, 则 G 为 梯形 4BCD 的 重心 . 

证 明 BER 0S 和 二 底 AB, DC 分 别 相 交 于 M,N, 若 能 证 MN 为 梯形 


ABCD HHR ATG = pe 成 立即 可 . 
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先 证 MN 为 梯形 的 中 线 . 在 线束 S(AMB) P, $ 
由 于 AB // CD , 则 八 、 
D. ` NE 
Zm o Pe 
AM ` MB ` AB _ 
在 线束 O(AMB) 中 , 同 理 有 EI M B 
DN NC DC 
MB = AM = AB © Æ 6.58 
H O,Q@ 可 得 
DN _ DC _ DN 
AM ` AB = MB 
故 AM = MB @ 
同 理 可 知 DN = NC @ 


H @,@ W, M, N 分 别 为 4B 和 DC 的 中 点 ,当然 MN 为 梯形 4BCD 的 中 
线 . 


NG _ 24B + DC 
再 证 WE = AB + 2DC 成 立 . 


事实 上 ,由 公 EMG wn 全 FNG 而 得 


NG _ NF _ CF + NC 


ZAPE U BB N (Grebe, 1804—1874) fE 
图 法 : 

在 ¿ABC 的 外 边 作 正方 形 BCPP , CAQQ' , 
ABRR' . 设 00' 与 RR', RR' 与 PP' , PP' 与 00' 的 交点 R 
FAIA X,Y,Z, W] AX, BY, CZ 三 线 的 交点 为 A ABC 
BJ 3E4D HUU. 

证 明 ”如 图 6.59, 过 4 作 直 线 4D | R'Q T D ,#% 
BC 于 M, 作 BG | AM +T G,fE CH | AM 于 五 , 则 由 
RtA4DR' SO Rt 人 BGh4,Rt 人 4DO 2 RtA CHA, # 
BG = AD = CH, 从 而 知 M 29 BC 的 中 点 , 即 AM 是 BC 


NO 
ON 


(x) g =o. — 3 EZ Z = mr = "g 


2< 


gh B mien g =I midi 


二 
Z 


有 


上 的 中 线 . 

设 直线 AX 32 BC FL, H Z R'AD, Z XR'Q Ej Ej ZAR'D H£: X,R',A, Q 
四 点 共 圆 , 知 ZDAR = ZXR'Q = Z XAQ. 

X ZR'AX = Z QAD,T Z LAB 与 人 MAC 43-5 Z R'AX , Z QAD 互 余 ,所 
LI ZLAB = 人 MAC, 即 知 AX 是 边 BC E RJ3eSarR£R. 

同 理 , By, CZ 也 均 为 共 轿 中 线 . 

故 AX , BY, CZ XF A ABC HARE. 


党 四 型 费 马 点 的 作法 


0 型 费 马 点 

定义 1 在 空间 里 , 若 点 Po 到 已 知 的 三 点 4,B8,C 的 距离 之 和 最 小 (此 时 
必 有 Po,4,B,C 共 面 ), 则 点 Po 叫做 4,B,C 的 0 型 费 马 点 .9 

点 Po 就 是 我 们 熟知 的 费 马 点 .我 们 可 从 Po 的 定义 得 出 点 Po 的 作法 . 

1 型 费 马 点 及 其 作法 

定义 2 ”如 图 6.60, 在 空间 里 , 若 点 P, 到 已 知 的 两 B 
点 4, 有 及 直线 c(4,B,e 共 面 ) 的 距离 之 和 最 小 (此 时 必 1 ! 
有 Pi,4,B,c 共 面 ), 则 点 Pi 叫做 4,B,c 的 1 型 费 马 点 . i 

关于 点 P, 的 作法 ,这 里 只 给 出 4,8B 在 c BJ] D C E 
形 (读者 不 难得 到 其 余 情 形 的 结论 ,下 同 ) ,参见 费 马 最 小 
时 间 原 理 ,可 得 

定理 1 如 图 6.61, 点 A.B 及 直线 c 共 面 ,4， 
B 在 c 的 同 侧 , A Z c,B4 c, AD | ce,BE L c,D, 
E ZEE, AD = p,BE = q, DE = s,s > 0. Ë 4p) 
Pi 是 4,B,c 的 1 型 费 马 点 , 则 点 P 满足 : 

(1) 涩 31p-gi<s<Y3(p+9) 时 ,点 PP 
在 四 边 形 ADEB I , Z DAP, = Z EBP, = 60 , WE 
6.60 所 示 . 

(2) %4 s <V3(q -p) 时 ,P = 4, 如 图 6.61(a) 所 示 , 当 s <Y3(p - q) EF, 
P, = B, 如 图 6.61(b) 所 示 . 

(3) 34 s =Y3(p +9) 时 , 作 4,4 关 于 c 对 称 ,P = A'B 门 c, 如 图 6.62 所 
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Æ 6.61 


© 甘 志 国 .四 种 Fermat 点 及 其 作法 [ 丰 . 数 学 通讯 ,2000(23):31-33. 
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75. 

2 型 费 马 点 及 其 作法 

定义 3 EZE, FA P, 到 已 知 的 三 条 共 面 直线 a, 
b,c 的 距离 之 和 最 小 (此 时 必 有 Pa, a,b, cki), WA Py D. 
做 a,b,c 的 2 型 费 马 点 . 4 

定理 2 ” 当 三 条 直线 a,b,c 可 围 成 人 4BC 时 , 若 P, JE: 图 6.62 
a,b,c 的 2 型 费 马 点 , 则 

(1) 4 公 4BC 是 正三 角形 时 , P, 为 人 48C 内 (包括 边界 上 ) 的 任意 点 . 

(2) 当 AABC 是 腰 大 于 底 的 等 腰 三 角形 时 , P, 为 底 上 的 任意 点 . 

(3) 其 他 情形 时 , P, 为 A ABC 的 最 大 内 角 顶 点 . 

证 明 ” 先 证 点 P, 不 可 能 在 A ABC 的 外 部 . 

当 公 4BC 中 的 ZA, Z B 均 不 是 钝 角 时 , 如 图 6.63 所 人 
示 , 有 PD < P'D'( 当 且 仅 当 人 4B8C = 90 时 取 等 号 ) , PE < 

1 


P'E' ,所 以 
PD + PE < P'D' + P'E' + P'P c 
当 AABC 中 的 ZA,ZB 之 一 是 印 角 时 , 不 妨 设 图 6.63 
Z ABC > 90? ,如 图 6.64 所 示 , 有 
PD < PP' + P'D',PE < P'E' 
所 以 PD + PE < P'D' + P'E' + P'P W e 
这 就 说 明 点 P, 不 可 能 在 A ABC 的 外 部 . pe 
fE A ABC 中 ,不 妨 设 48B < AC < BC, 则 公 4BC 的 高 LANN 
AO E A ABC 的 内 部 .如 图 6. 65 ,建立 直角 坐标 系 ,点 4， P' D B c 
B,C 的 坐标 如 图 所 示 ,这 里 r,s 均 为 正 数 ,可 得 直线 a, E 6.64 
b,c 的 方程 分 别 为 y = 0, - rx — ty + rt = O,rx — sy + 
rs = 0. 
设 P, WERE, y), BA P, RIE A ABC 的 外 部 ,所 
以 P, 到 a,b,c 的 距离 之 和 为 
[re —sy+rsl | l- rx FaH 


+I yl = 
Vrs Vr 
I rs = re = by ** 


fay 
Vrs? Vre 


设 m — sy + rs = u, — rx — ty + rt = u,f8 y = r — 


ute 有 P, 不 在 人 4BC 的 外 部 ou >0 B s > 0 B u + ç < rls +t), KA 


s+t 


(x) - 3; 3 Z = = m = g 


Stan EMERIK 


几何 A 瑰宝 
La pa ka: ¿tau E ES y. 2 
pig stt Srt SsS+t 


(1) 4 AB = AC = BC, 即 


即 


Jr? Stt Só s+tt 
时 ,! = r, 所 以 P, 为 人 4BC 内 (包括 边界 上 ) 的 任意 点 . 
(2) 当 4B < AC = BC, 即 


s <t 
e = $ + 2st 
Bp 
1 1 1 1 
JPost? VPrB SET 
时 ,! 取 最 小 值 —u = 0= P; 为 线段 4B 上 的 任意 点 . 
(3) 当 4B < AC < BC, 即 


| < t 
r? < s2 + 2st 
即 
1 1 1 1 
V 万 + 人 sor a TY 
时 ,1 取 最 小 值 u = v = 0l x,y) = (0,r)əP; 
综 上 所 述 ,定理 2 成立. 
3 型 费 马 点 
定义 4 在 空间 里 , 若 点 P, 到 已 知 的 点 4 及 两 条 直线 b,c(4,b,c 共 面 ) 的 
距离 之 和 最 小 (此 时 必 有 P3,4 ,b,c 共 面 ), 则 点 P, 叫做 4,5,c 的 3 型 费 马 点 . 
3 型 费 马 点 P; 的 作法 
这 里 只 给 出 b 不 平行 于 c ,4 Eb, AG c HTA P WE 
法 (下 面 用 定理 2 来 研究 ). 
如 图 6.66, 假 设 点 P; 已 经 作出 ,联结 P34 ,过 点 4 fE 
BC | P34,BEb,CEc, 则 P33 是 BC,b,c 的 2 型 费 马 点 ， 
有 P, 在 公 0BC 的 内 部 (包括 边界 上 ),P3 # B,Ps = C. 
(1) 4 Z0 < 60 时 , 公 0BC 不 会 是 正三 角形 . 


I 
> 
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#' A 0BC 是 腰 大 于 底 的 等 腰 三 角形 时 ,如 图 6.67(a) AR, Z 0 必 是 顶 角 ， 
由 定理 2(2) 知 P, € BC, 又 P34 | BC, 所 以 P = A. 

其 他 情形 时 ,由 定理 2(3) 得 P, = 8 或 C, 这 不 可 能 ! 

(2) 当 人 0 = 60 时 ,读者 可 由 定理 2 得 P, 为 线段 44' 上 的 任意 点 ,如 图 
6.67(b) 所 示 . 这 里 A OBC 是 正三 角形 ,4 € BC,AA' L BC,A' € 线段 OB sÑ 
oC. 


(a) (b) 
图 6.67 

(3) 4 6P < 人 0 < W Bf, £ 0BC 不 会 是 正三 角形 . 

O 当 A 0BC 是 腰 大 于 底 的 等 厢 三 角形 时 ,一 0 必 是 底 角 ,再 分 两 种 情形 . 

又 当 OC = BC > OB 时 ,如 图 6.68 所 示 , 作 AA' 上 BC,A' € b Re, I| H 
BI A € RE OB 时 , P, 存在 且 P, = 4' ,联结 OA ,过 点 4 作 B'C’ L OA, 
有 B' E 线段 08,C' € 射线 CD. 因 为 人 BC'O < LACO < 人 BOC, 所 以 
OB' < B'C' .因为 人 0B'C' > Z 0BC = ZB'OC' ,所 以 OC' > B'C'. 

又 当 0B = BC > 0C 时 ,如 图 6.69 所 示 , 作 44' | BC,A' € 45 或 c, 则 当 
且 仅 当 4' € 线段 OC Bf, P, 存在 且 P, = A' .联结 04, 过 点 4 作 B'C' | OA, 
有 B' € 射线 pD,C' € 线段 0C. 因为 LB'C'0 > 人 BCO = 人 BOC, 所 以 
0B' > B'C' .因为 人 0B'C' < Z 0BC < 人 B'OC' ,所 以 0C < B'C'. 


B'AA 
A'(P;) 
o C-C > 
图 6.68 图 6.69 
O 其 他 情形 时 ,如 图 6.70 所 示 , 因 为 | 9, > EC, ,不 可 能 (因为 CO > 
0C' > B'C 
[0B' < B'C' 
ep), 所 以 {0 < 0," 由 定理 2(3) P = 0. 


(4) `4 Z0 > 90° 时 ,如 图 6.71 所 示 , 得 P, = 0, 综 上 所 述 , 有 


No 
ON 


(x) g 3 p — 3 Z = a 


和 


定理 3 ”如 图 6.66,65 Nc = 0, 点 4 在 人 0 的 内 部 (4 € b,A é c). Ps 
是 4,b,c 的 2 型 费 马 点 , 则 
(1) 4 Z0 < 60 B$, Ps = 4, 如 图 6.67(a) 所 示 . 


š (2) 4 ZO = 6P 时 ,如 图 6.67(b) 所 示 , 作 正信 OBC, 使 4E BC,B € b, 
E C € c, 过 点 4 作 44' | BC,4' € 线段 OB sË OC , P, 为 线段 44' 上 的 任意 点 . 
500 (3) 1460 < ZO < 90 时 ,联结 04 ,过 点 4 作 B'C' L OA,B' € b,C' € 
Ë|. <. 
E OB' < B'C' 2 
条 Q x¥{ oi 、 prC' 时 * 如 图 6.68 所 示 , 作 人 0BC, 使 BE b,C € c,AE 
z BC,OC = BC, 再 作 AA' | BC,A' € OB,P; = A'. 
(F 0B' > BC' 
@ xÍ d Be 时 ,如 图 6.69 所 示 , 作 全 0OB8C ,使 BE b,CEc,AE 
BC,BO = BC, 再 作 AA' | BC,A' € 0C,P; = A'. 
e © xs [57 < B'C 时 如 图 6.70 所 示 ,P3 = 0 
oC < BC’ i a 


@ 4 Z0 > 90 时 ,如 图 6.71 所 示 , Ps = 0. 


卡 芬 克 尔 作 图 问题 P EE SLA ABC 的 边 BC 上 一 定点 , 试 在 CA 和 4B 上 
各 求 一 点 Q AR, EL BP , CQ , AR 为 一 边 向 A ABC 形 外 所 作 的 正三 角形 
ABPX,A CQY,AARZ 的 第 三 个 顶点 X,Y, Z 构成 一 个 正三 角形 . 

此 题 出 自 《 美 国 数学 月 刊 》 第 77 卷 的 问题 E2181, 由 卡 芬 克 尔 提出 . 

如 图 6.72 所 示 . 

(1) 以 BP 为 边 作 正 人 BPXK, 以 CX 为 一 边 作 正 A CXC'. 

(2) 过 C' 作 C'Z // C4, 自 4 作 射 线 4Z ,使 人 BAZ = 60,AZ,C'Z 交 于 Z. 

(3) 在 C4 上 取 CQ = C'Z, 作 正 人 COY; 在 4B 上 取 一 点 R, 使 AR = AZ. 


. >K 


(4) 联结 XY, YZ, ZX , WJ A XYZ 即 为 所 求 . 


下 面 来 证 明 人 X72 的 确 是 正三 角形 . P 
因 XC' = XC,C'Z = CY,Z XC'Z = 人 XCY, 则 了 
A XC'Z tO A XCY z 
Bp XZ = XY, Z C XZ = Z CXY 1 
X. Z CxC' = 60p , 则 T 
Z ZXY = 6 了 
故 A XYZ 是 正三 角形 . Š 
D 
= L 
党 等 分 圆周 问题 
等 分 圆周 问题 ”对 于 哪些 自然 数 n, 可 以 用 圆规 和 直 尺 把 一 个 圆周 z 等 @ 
分 ? 


等 分 圆周 问题 (也 是 正 多 边 形 作 图 问题 ) ,自古 以 来 一 直 吸 引 着 人 们 . RE 
古 希 腊 时 代 , 人 们 就 会 利用 尺 规 作出 3,4,5,6,10,15 等 边 数 的 正 多边 形 ,但 是 作 
正七 边 形 或 正 九 边 形 的 企图 却 归 于 失败 .后 来 人 们 产生 这 样 一 个 观念 :并 非 任 
何 一 个 正 多 边 形 都 是 能 用 尺 规 来 作 图 的 .然而 ,怎样 判断 一 个 正 多 边 形 能 不 能 
用 尺 规 作 图 呢 ? 这 个 问题 直到 1801 年 才 由 高 斯 给 出 定论 . 当时 高 斯 证 明了 如 下 
命题 : 

当 且 仅 当 n 是 具有 如 下 形式 的 整数 时 ,可 以 仅 用 尺 规 把 圆周 n 等 分 : 

(1) n = 2". 


(2) n=p= 22 + 1, E p 是 素数 ， 

(3) n = ppr po H p 是 2 + 1 型 的 素数 , 且 各 不 相同 . 

这 就 圆满 地 解决 了 仅 用 尺 规 等 分 圆周 的 可 能 性 问题 . 当然 ,还 存在 一 些 技 
术 性 问题 ,例如 ,如 何 判断 2 + 1 型 的 数 是 素数 ?如 何 实施 具体 作 图 ?这 些 都 是 
很 艰难 的 问题 . 

边 数 不 超过 100 的 正 多 边 形 ,其 中 能 仅 用 尺 规 作 图 的 如 下 表 所 示 . 


O 单 博 . 数 学 名 题词 典 [M] .南京 :江苏 教育 出 版 社 ,2002:477-478. 


NO 
ON 


平 
面 
几 
f 
500 
名 
题 
m 
入 能 作 的 总 计 不 过 24 个 ,其 余 74 个 均 不 能 尺 规 作 图 . 
Ë, 比较 有 趣 的 是 n = p = 22 + 工 的 情况 . 当 : = 0,1 时 ,n = 3,5, 而 正三 角形 
和 和 正 五 边 形 正 是 古代 早已 会 作 的 图 形 . 当 : = 2 时 ,n = 17, 正 十 七 边 形 的 作法 
是 高 斯 发 现 的 . 当 : = 3,4 时 ,n = 257,65 537, 这 两 个 数 都 是 素数 . 正 257 边 形 的 
作 图 于 1832 年 由 黎 谢 洛 特 完成 , 正 65 537 边 形 的 作 图 经 赫 尔 才 斯 费 了 10 年 功 
@ 夫 才 完 成 .据说 ,他 的 手稿 可 以 装 满 一 个 手提 箱 . 
党 五 等 分 圆 的 画 法 
准确 画 法 
(1) 以 任意 一 点 0 为 圆心 ,任意 长 R 为 半径 画 圆 0 ,如 D 
图 6.73 所 示 . 


(2) 作 圆 0 的 直径 4C, BD ,使 4C | BD. 
(3) 找 出 04 PFAM, A M 为 圆心 MD 为 半径 画 弧 交 0C 
FN. 
(4) 以 DN 为 弦 长 ,就 可 五 等 分 圆 . B 
证 明 上 略 . 图 6.73 
近似 画 法 
(1) 以 任意 一 点 0 为 圆心 ,任意 长 R 为 半径 画 圆 0， 
如 图 6.74 所 示 . 
(2) 作 圆 O 的 直径 4C, BD ,使 AC | BD. š 
(3) 作 射 线 OP ,在 OP 上 截 出 等 长 的 三 段 将 0C 三 等 “ 
分 ,分 点 为 M,N. 
(4) 以 DN 长 为 弦 长 ,就 可 五 等 分 圆 . 
证 明 略 . 图 6.74 


党 已 知 一 边 作 正 五 边 形 问题 


作 正 五 边 形 ABCDE ,使 其 边 长 为 已 知 线段 a. 
作法 10 ”如 图 6.75 所 示 ， 
(1) 作 4B = a. 

1 


(2) 过 B 作 0B | 4B, 使 0B = 3a. 

(3) 以 0 为 圆心 , 方 a 为 半径 作 贺 0. 

(4) 联结 40 ,并 延长 交 圆 O T M. 

(5) 分 别 以 4,B 为 圆心 ,以 AM 长 为 半径 画 弧 MN, 和 
6G5, 两 弧 相 交 于 D. 


(6) 分 别 以 À, B 为 圆心 ,以 a 为 半径 画 弧 交 GH FE, ZMN + C. 
(7) 依次 联结 BC, CD, DE, EA , 则 五 边 形 ABCDE 就 是 所 求 作 的 正 五 边 形 . 
证 明 ”联结 4D ,BD ,BE ,4C, 由 作法 知 ,4B = AE = BC = a. 


[>x ) onou 3 Z = 8 m — =" 


由 作法 知 AD = BD = AC = BE = AM = ŠH, 
在 等 腰 A ABC 中 ,因为 
AC? + AB? - BC CHa) y a- a J5 +1 
EE BAO 
< 2 @ ° a 


则 Z CAB = 36? , 同 理 人 EB4 = 30. 
EFE A ADB 中 ,同样 用 余弦 定理 可 求 得 X ADB = 365 , 则 
ZDAB = DB4 = Tage ~ Z ADB) = 7X 
ZDAC = LDBE = 36 
# AACD #l A DAB 中 , 因 
AC = DA = DB,ZDAC = Z ADB = 36 


MJ 
AACD Q ADAB 


O EW. E qI—1fEIET uE [J]. PARAKH ),1990(11):15. 


anp B mien Š S= Bida 


= 
z 


Anart U oo 
CD = AB=a 

同 理 DE = AB =a 

即 AB = BC = CD = DE = FA = a 

即 各 边 都 相等 . 


NEPE AABE 中 ,ABE = 36° , 则 
Z EAB = 180p - 2Z ABE = 108° 

同 理 Z ABC = 10% 
易 证 Z DEA = Z BCD = Z CDE = 10% 
即 Z ABC = 人 BCD = Z CDE = /DEA = Z EAB = 10% 
即 各 角 都 相等 . 

故 五 边 形 ABCDE 是 正 五 边 形 . 

作法 2 如 图 6.76 所 示 . 

(1) FRE BC = a, 取 其 中 点 M. 

(2) fE FM | BC, 且 在 FM 上 取 点 P, 使 MP = BC = 4 


(3) 联结 BP 延长 至 Q, 使 PQ = -7M BQ 即 为 正 五 边 
形 对 角 线 的 长 . 

(4) 以 B 为 圆心 , BQ 为 半径 画 弧 交 MF TFE, M EAE 
五 边 形 顶 点 之 一 . 

(5) 分 别 以 B,C,E 为 圆心 ,a 为 半径 画 弧 得 交点 4,D ,联结 4B, CD , DE, 
EA 即 得 所 求 正 五 边 形 . 

证 明 略 . 


必 十 等 分 圆 的 画 法 


作法 ”如 图 6.77 所 示 . 
(1) 在 圆 0 内 取 两 条 垂直 的 半径 04o, 0Bo. 
(2) 取 OB, 中 点 M ,联结 AoM. 


(3) 在 线段 4oM 上 取 MP = — R. 

(4) 从 ho 起 ,以 4oP 为 半径 ,在 圆 O 上 逐次 截取 可 
得 41,4;,43,… ,ho, 则 Aho,41,4;,…, Ao HA 0 十 等 分 . 

证 明 略 . 


党 七 等 分 圆周 是 尺 规 作 图 不 能 问题 


可 以 用 尺 规 对 圆周 作 三 .四 、 五 六 、 八 \ 十 等 分 ,因此 人 们 很 自然 会 提出 问 
题 : 尺 规 可 以 七 、 九 等 分 圆周 吗 ? 下 代数 方法 分 析 , 可 知 七 等 分 或 九 等 分 圆周 是 
尺 规 作 图 不 能 问题 @. 我 们 知道 ,复数 平面 上 正七 边 形 顶 点 在 单位 圆 上 的 坐标 
是 方程 
z-1=0 @ 
的 七 个 根 , 它 们 是 


cos 2s + isin — 2z i + isin — dx 
7 7? 7 7 


和 isin Š oss + isin 8 
F a 7 7 


lOr ,join 10 oos 12 4 isin 27 
cos 7 isi 7 00 7 + Im 7 


14r : lár 
cos + isin -一 


从 方程 的 系数 与 根 的 关系 可 知 ,方程 中 si “的 系数 为 0, 因 此 实数 部 分 


Zr ,oo $E cos ST + cos BF + cos 1E + oos 127 cos 1E -0 
Cos 7 + Cos 7 + COS 7 + COS J + COS 7 + cos 7 + cos 
而 站 
7 F? F T 
Br T c Om __ a 38 
cos =- cos  ,C0s 7 = — COS "7, 
cos 12 = — cos SE = cos Z cos 148 = cos2r = 1 
2 3 r SPA É 
于 是 cos% — cos -cos 7 = — 2 @ 


M 
(— cos 3) (— cos $) + (— cos Z) (eos 25) + (cos NC- cos =- O 
@ 


(cos Z) ( — cos $) ( — cos Ž) = 4 


MARO ~ 四 知 cos Z, _ cos, — cos $ 为 三 次 方程 


O 沈 康 身 . 数 学 的 魅力 (一 )[M] .上海 : 上 海 辞书 出 版 社 ,2004:88-91 . 


(x) = g =-= — — = = 8 m Z rg 
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ashpa B masm Š = Eda 


几何 /瑰宝 


+7 二- 于- 
即 87 +47 -4y-1=0 © 
的 根 . 若 设 x = 2y,@ 成 为 
x+xz-2x-1=0 @ 
用 艾 森 斯 坦 定 理 检 测 , 知 方程 @ 为 不 可 约 方程 ,因此 七 等 分 圆周 为 尺 规 作 图 不 
能 问题 . 


党 阿 基 米 德 和 他 的 《正七 边 形 作法 》 


哲人 阿 基 米 德 在 公元 前 3 世纪 时 对 数学 许多 领域 都 有 研究 ,并 取得 很 大 成 
绩 , 举 世 景 仰 .他 的 专著 《正七 边 形 作 法 》 取 得 了 有 关 成 果 , 可 惜 久 佚 .我 们 在 阿 
拉 伯 数学 家 塔 比 伊 本 库 拉 (Thabit ibn Qurra, 约 826—901) 的 阿拉 伯 文 译 希腊 遗 
书 中 尚 可 读 到 此 文献 .0 

命题 ”在 线段 AB 所 在 直线 上 取 C,D 两 点 ,使 AB- AC = BD?,CB - 
CD = AC. 

人 称 古 代 有 四 大 尺 规 作 图 不 能 问题 , 除 熟 知 的 三 题 外 , 另 一 题 就 是 阿 基 米 
德 企 图 用 尺 规 在 圆 内 作 正 七 边 形 . 为 实现 设想 ,他 设计 此 命题 作为 预备 定理 . 今 
日 我 们 检验 ,发 现 此 题 将 导致 求解 不 能 表示 为 平方 根 的 三 次 方程 ,因此 事实 上 
本 命题 尺 规 不 可 作 . 阿 基 米 德 的 方法 如 下 : 


作法 ”在 AB 上 作 正 方形 4BEF, 如 图 6.78 所 示 ， 4 B p 
AE ERR HR. MA FEWE—EHRFD , 5j AE , BF 分 别 交 
于 G,H, 使 两 三 角形 Sagcr = Sarm. 过 G 引 直 线 id 
KC | AD ZAD FC, i) C, D 就 是 所 求 点 . 
证 明 ”从 面积 相等 两 三 角形 知 ik. F. 
GK ` EF = BH - BD 图 6.78 
从 ABHD ww A KGF ,#l 
BH _ BD 
GK ` FK 
FE BD 
即 BD = FK 


O 转 引 自 《 阿 基 米 德 文集 》 俄 文本 ,1962 年 苏联 国家 科技 出 版 社 . 


又 AB = FE,AC = FK, JE 
AB - AC = BD? 
J), A DCG wm Á FKG, 9 
€K _ GC 
FK ` CD 
X FK = AC = GC,GK = KE = CB, 于 是 
CB .CD = AC? 


党 圆 内 接 正 七 边 形 的 作 图 


作法 “如 图 6.79, 在 线段 AB 及 其 延长 线 上 取 C,D 
两 点 使 4B - AC = BD2, E. CD - CB = 4C2. 又 取 CE = 
CA ,BE = BD, 作 圆 外 接 于 人 AED, 则 AE 为 此 圆 内 接 正 从 
七 边 形 一 边 . 
证 明 ”如 图 6.79, 延 长 EB , EC 与 殴 周 分 别 交 于 下 ， 
CG. 联 结 4F, 交 EG FH, XK% HB , 则 
L1 = 人 2, 人 3 = 人 4( 等 腰 三 角形 底 角 ) 
L2 = 人 6, 人 1 = 人 5( 同 弧 所 对 圆周 角 ) 


这 说 明 DF,AE 所 对 圆周 角 人 1 = 6. 从 条 件 CD - CB = 4AC?, EC = 4C, 且 共 


# Z C, ABEC A EDC , FEGE 所 对 圆周 角 9 = 22 = Z1. 

从 AT = Z5+ Z6 = 2Z1,Z8 = Z9+ Z6 = 人 7, 知 4,E,B,H 四 点 共 
圆 , 从 而 得 人 4 = a. 

又 从 条 件 4B .4C = BD?, 而 BE = BD ,AH = BD ,Z5 = Z9, %1 ABEC 


入 EMhB, 得 LA4 = a = Z1 = Z3 = 2Z1. 这 说 明 4G,ED 所 对 圆周 角 都 是 2 和 1. 


在 两 者 各 取 中 点 K, J, MDF, FG, GA, AÈ, ED 为 全 圆周 ,那么 4K = KG = 
GF = FD = DJ = JE = EA = a7. 命 题 获 证 . 


党 正 十 七 边 形 作 图 问题 


“数学 王子 ”高 斯 在 19 岁 时 发 现 了 正 十 七 边 形 的 尺 规 作法 ,无 论 对 他 本 人 
还 是 对 数学 界 都 是 莫大 的 贡献 ,可 以 说 是 刻骨 铭 心 的 事件 .因此 ,在 他 的 墓碑 上 


[a)n osonu nawng o 


gemer B mamn sr—sla 


na #m E 


刻 上 了 正 十 七 边 形 , 作 为 永久 的 纪念 .中 

正 十 七 边 形 的 作法 之 所 以 奇特 ,首先 是 它 基 于 大 量 的 代数 知识 (复数 知 
识 ) ,要 用 到 棣 米 弗 公式 ,还 要 用 到 构建 代数 方程 的 技巧 ,从 而 得 到 “一 套 ” 解 
答 . 待 这 一 套 解答 得 到 之 后 , 作 图 倒 简 单 了 . 


运用 复数 知识 , 作 正 十 七 边 形 的 核心 是 作出 cos 管 ,首先 要 建立 和 解 出 关 
于 cos 经 的 方程 ,这 是 关键 所 在 ， 


第 一 , 设 e = cos 3 tiing h e" = 0 知 


e+e? +e teb l 中 
第 二 ,将 式 D 左边 分 成 两 部 分 , 设 为 x0,%1 易 知 ,xo + x1 = 一 1, 又 将 xo, 1 
设 为 
soz e+e? teb peb tehy egete? © 
xi =e3+e0+e5+el+es4+E7+E2+E6 @ 
之 所 以 这 样 设 ,是 为 了 使 它 满足 xo ` xi 为 实数 .读者 可 以 验算 得 xo ` xi = - 4. 
于 是 可 以 得 到 zo,xi 是 方程 2 + x - 4 = 0 的 两 根 :x = NT, 


再 看 一 下 , x0, xi 是 什么 
2r 2r 18x i 18x 26r isin 26r 
xo = cos 17 + isin 17 + cos 17 17 + sin — 17 + cos 17 + isin 17 + 

307 ，; ，30r 32r . 327 16r lór _ 

cos 17 + 1S1n 一 一 17 + C08 一 一 17 + isin 17 + cos 17 + isin 17 = 
8r 8r 4 ån 

cos 17 + isin -一 17 + Cos 73 17 + isin 7> 17 

因为 sin = + sin 32 = 0,sin E + “n =0 


2 0 
sin 17 + sin -一 17 = sin 17 sin 所 S = 


所 以 

xo = 2° (cos + cos $2 + cos 中 + cos 165) ER 
同样 

xi = 2 (cos $E + cos 10 + cos H + cos 了 ) e R 


不 难看 出 ,xi 表达 式 中 只 有 第 一 项 为 正 , 后 三 项 为 负 , E. | cos r 1 > 


O 何 继 刚 , 表 桐 . 正 十 七 边 形 作 图 的 思路 和 方法 介绍 [ 刀 .数学 通报 ,2008(4) :32-33. 


Ce = = 
z: 2< 


| cos 加 1, 所 以 zi < 0. 这 就 是 说 ,zo 与 xi 中 一 正 一 负 , 所 以 


-1l+V17 - 1-—- /17 
Xo = 2 yaq a y @ 


由 于 17 = 2 + 卫 , 容 易 用 尺 规 方法 作出 xo ° x1. 
进一步 ,将 @ 中 的 奇数 项 和 设 为 yo, 偶 数 项 之 和 设 为 yt, 将 @ 中 的 奇数 项 
和 设 为 y, ,偶数 项 和 设 为 y3, 易 知 ,yo + yi = xo y2 + ys = zi, 并 且 满足 yo ° 
yl = - 1,y2。y3 = - 1, 于 是 有 
y- zoy - 1 = 0 


xo +£ V xà + 4 


yo. = 2 
y- xy - 1 = 0 


xi +V xí + 4 


[2.3 = 2 
由 于 Yo» Yı 是 一 正 一 负 ， 72y7y3 也 是 一 正 一 负 ， 根据 设计 
= 13 ,16 = cos 25 26r 327 8r _ 
yo = e€ +e + elé , 84 cos 17 + cos 17 + cos -]7 + cos 1]7 = 
2 8r 
2cos 行 + 2cos17 > 0 
所 以 Yı <0 
+E y = ELE EL ysis 
类 似 的 
_ 3 5 4 2， 6r 10r 28x 24r _ 
y2 =E +E + € +e = cos T7 + cos 17 + cos 7 + cos 7 = 
2cos ŠZ + 2cos TÜ = 4cos SReos 22 > 0 
所 以 na uiy x? + 4 


最 后 ,再 将 yo» yi; y2 5 中 的 奇数 项 与 偶数 项 再 拆 开 其 实 ,我们 最 关心 的 
是 yo 
Zo = e + £! Si + €4 
HT Zo + Zi = yo M Zo ° Z, = e + ef +e +e = y, 所 以 Zo, Z, JE: 
方程 22 - yoZ + y, = 0 的 两 根 ,所 以 


7 - 2AN y -4y 
90.1 = pA 


(x) g 3-4 — = m = m= = 


— 几何 A/ 瑰宝 o 
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前 面 已 证 得 yo > 0,y, > 0, 又 


Zo = cos 22 + cos Sr = 2cos 27 
| Z, = cos S2 + cos 265 = 2cos $a 
何 所 以 Zo > Z, BĮ 
500 
名 For A + E 472 
SSE 
100 zz Z 
条 X cos = 子 , 于 是 我 们 得 出 一 系列 的 公式 
Æ 
理 ze 
(F) RES =L U, 2 =l- 1 @ 
xo + V xó + 4 xi + xí + 4 
@ yo= ——— > = — @ 
_ yo +V 0-4 _ 2 _ Zo 
Zé = 2 668 y 52 @ 
有 了 这 些 公式 ,只 要 依次 作出 x0,x1,yo,y2, 再 作出 Zo, 便 可 以 作出 cos 25 
了 . 
最 后 介绍 作法 步骤 . 
(1) 如 图 6. 80, 在 单位 圆 0 中 互相 垂直 的 两 直径 4C , BD 为 坐标 轴 , 来 作出 
Zo g 
> š 
1 v17 p Se 
在 x 轴 负 方向 上 取 点 NN, 使 ON = 才 , 易 知 NB = "4 ,以 NN 为 圆心 , NB 为 
半径 , 画 弧 交 x MT F, F (分别 在 正 、 负 半 轴 ), 易 知 F, 严 BURANA 
2 2 
型 .此 时 FB = aa = EHE A F 3SNBLD, FB 为 半径 , 画 弧 交 x MEN 
2 
向 于 G, 此 时 0G = 至 Ht = y, 
2 2 
类 似 的 , FB = A + 1 = 郊区 二 ,以 P 为 圆心,PB 为 半径 , 画 弧 交 > 
轴 正 方向 于 6' ,此 时 ,06' = 型 + a ak AEPA 


六 二 
(2) 以 下 用 另 一 种 方法 作出 Zo = LHn, 


如 图 6.81, 先 以 CC' 为 直径 画 圆 , 设 与 y 轴 正 半 轴 交 于 点 五,( 易 知 OH? = 


1 ° y2) ,又 以 H Mè, + OG 为 半径 画 缴 交 * 轴 正 半 轴 于 K, 则 有 M 
J 
[ o@ | ó V 0 — 452 =. 
OK = ,J — - OR? = 一 = 

4 4 y2 2 B 
FEA K SIB, KH = y OG 为 半径 画 弧 交 x 轴 正 半 轴 于 , 取 0L 的 中 点 HW， |T 
则 i 
_ o +V ý -4n Zo 2r 5 
as 4 ar L 
过 点 M fE y 轴 的 平行 线 交 圆 于 两 点 , 即 为 41 和 4ie, 从 而 作出 正 十 七 边 形 ， |X 

⁄ B 1: 
@ 


图 6.80 


SIE n 边 形 近 似 作 图 法 


作法 1 作 正 AABC. n 等 分 底 边 4B, 记 等 分 点 为 1,2,…,n(B). 以 AB H 


直径 作 圆 , 联 结 顶 点 C 与 第 2 分 点 , 交 圆 于 另 一 侧 的 点 M. AM 是 所 求 圆 的 n 等 
分 弧 . 此 法 当 n 不 大 时 ,误差 较 小 .如 把 所 作 圆 视 为 单位 圆 ， 
则 相似 正 五 边 形 较真 值 相 对 误差 小 于 0.1%. 当 n = 7,9 时 
误差 更 小 ,如 图 6.82 Fi zç. O 4 t)z 
作法 2 作 正 AABC. 底 边 AB HAN O. n 等 分 底 边 N Z 
04 , 取 点 工 ,使 0L 含 2 等 份 ,联结 CL, 交 圆周 于 点 M, 如 图 
6.83 所 示 , CO ZAA F D, R| MD 为 所 求 n FAAM. 当 NZ 
n >g 时 ,此 法 误差 较 小 ,精度 优 于 作法 1. C 
作法 3 AB 为 直径 , 作 n 等 分 , 如 图 6.84 所 示 , fE 图 6.82 
OF | 4B, 交 圆 于 DD. 在 04, 0D 外侧 各 取 所 作 n 等 分 中 的 1 


等 份 ,分 别 记 截 取 点 为 ,下 .联结 EF, XAFA G. 记 AB 上 近 于 点 4 的 第 3 等 
分 点 为 H, M) GH = a,. 用 这 一 作法 所 得 正 n 边 形 圆心 角 与 真 值 比较 如 下 表 所 示 . 


O 沈 康 身 .历史 数学 名 题 赏析 [M]. 上 海 : 上 海 教育 出 版 社 ,2002:606-607. 
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作 任意 A ABC 的 内 接 正 A EFG.OD 


分 析 ”假设 正 全 EFC 已 经 作出 ,如 图 6.85 所 示 , 则 4 
HEZA REAN z 
BE _ EG EC _ EF < 
sin y si B'sin x ` sin C 
由 此 得 B E € 
BE _ sin Csiny (*) 图 6.85 


EC sin Bsin x 
可 见 A EFG WAA E 在 边 BC 上 的 位 置 与 角 x,y AKAR. HF BGF 
是 人 4F6G 的 一 个 外 角 , 因 而 y+ 60 = 4+180 -6P — x,ÉK y = 6P+A-x. 
下 面 考虑 角 x K y 的 大 小 . 
关于 角 * ,显然 满足 x > 0P,x + C < 180,x +60 < 180 及 x + 60 > A, 
即 x > O,x < 180 - C,x < 120 及 x > A-6. 
关于 角 y, 同 理 满足 y > OP,y < 180P B,y < 120 K y > À - 6. H + 
y =60° + À — x, 因而 由 yy 满足 的 不 等 式 推 得 x < 600 + A,x > 60 - C,x > 


O ” 刘 付 欣 .关于 内 接 于 三 角形 的 正三 角形 问题 []] .中 等 数学 月 刊 ,2003(6) :31-32. 


A -60 K x < 120. 

综合 以 上 讨论 ,得 知 式 ( * ) 中 的 x 需要 满足 不 等 式 max[ 4 - 60°,0°,60° - 
C) < x < min{60 + A,120,180 — C}. 

作 图 (1) 设 xo 满足 不 等 式 max| À - 609 ,0°,60° — C} < xo < min|60P + 
A,120 ,180 — C}. 

(2) Æ AABC 的 边 BC ERA E , 8845 

BE _ sin Csin(60 + À — xo) 
EC ~ sin Bsin xo 

(3) 以 EE 为 顶点 , 在 A ABC 的 内 部 作 人 CEF = 
180° -C — xo, Z BEG = xo + C - 60, Ùt EF 5 CA, EG 5 
AB 的 交点 分 别 为 下 , G. 

(4) 联结 FG ,如 图 6.86 所 示 , 则 全 BFC 即 为 全 4BC 
的 内 接 正三 角形 . 

我 们 先 证 明 A EFG 的 三 个 顶点 分 别 在 边 BC, CA, 图 6.86 
AB L. 

证 了 明 因为 人 CEF = 18p - C - xo,xo < 180 - C, O < 人 CEF < 
180 - C ,因而 射线 EF 与 CA 必 有 交点 严 . 下 面 用 反 证 法 证 明 点 下 必 在 边 C4 上 
且 不 与 4 重合 . 

(1) 若 点 下 在 边 C4 WEKRE, MA G 必 在 边 4B 上 (否则 人 CEF + 
Z BEG > 18(° 5 Z CEF + Z BEG = 180 -C-xo+xo+C-60 = 120 矛盾 ， 
图 略 ). 此 时 Z CAB > Z CFG,B] A > xo +60, X4 xo > 4 - 60 JÁ. 

(2) 车 点 恰好 与 点 4 重合 , 仿 (1) TEHTA, BU FOEN CA E. 

同 理 可 证 点 G EM BA 上 ,而 由 作 图 显然 可 知 点 E EHBE E, ik A EFG W 
顶点 分 别 在 边 BC, C4 ,4B E. 

我 们 再 证 明 A EFG 为 正三 角形 . 

# A CEF 中 ,了 CEF = 180 - C - xo, Z CFE = xo, 由 正弦 定理 可 得 

EC EF 


sinxo sinC 


在 公 BEG 中 , 同 理 可 得 


BE _ _EG 
sin(6P + Á — xo) sin B 


故 
BE _ EGsin Csin(60 + A — xo) 
EC ` EFsin Bsin xo 


再 由 作 图 (2) 知 


[x ) p ap — = = x = m — = "g 


HRE RERS IK 


z 


BE _ sin Csin(60 + A — xo) 
EC `“ sin Bsin xo 
因而 EG = EF. X. Z GEF = 180 - (ZBEG + Z CEF) = 60p, 所 以 人 PEFG 为 
正三 角形 .至 此 我 们 证 明了 A EFG 为 A ABC 的 内 接 正三 角形 . 
讨论 ”由 前 面 的 作 图 过 程 可 以 看 出 , 对 于 给 定 的 A ABC, 它 的 内 接 正 
A EFG 的 顶点 互 的 位 置 由 xo 的 大 小 确定 ,因此 不 同 的 xo 就 确定 不 同 的 人 BEFGC. 
由 于 满足 不 等 式 maxi4 -6,0,60 — C} < x < min[60° + 4,120p,180 — C| 
的 xo 有 无 穷 多 个 ,因此 能 够 作出 的 A ABC 的 内 接 正三 角形 也 有 无 穷 多 个 . 
综 上 ,我 们 证 明了 定理 ,同时 还 得 到 了 如 下 推论 : 
推论 1 任意 三 角形 都 存在 无 穷 多 个 内 接 正 三 角形 . 
推论 2 öt OABC 的 内 接 正 三 角形 的 边 长 为 m, 则 
2SA 
m = psinx + csin(60° + A — x) 
其 中 SA 表示 A ABC 的 面积 ,x 满足 maxl4 - 60,0,60 - C| < x < 
min[|60° +A ,120p? ,180 — C}. 
证 明 i A EFG H A ABC 的 内 接 正三 角形 ,其 边 长 为 m, 如 图 6.85 所 示 . 
HEERA 


sin B “7 siny’sinC ” sin x 
其 中 x WE max| A - 6,0,60 - C| < x < min|60° + A,120°,180° — C}, E. 
y = 6 +4-x, 故 
u asin Bsin C _ absin C 2 25a 
— sin Bsin x + sin Csin y bsin x + csin y ` bsin x + csin(6(° + A — x) 
推论 3 AABC 总 存在 唯一 的 一 个 最 小 内 接 正 三 角形 , 其 边 长 为 
2SA 
V b? + c? — 2bccos(60° + A) 
证 明 略 . 


党 直角 三 角形 的 外 接 正三 角形 的 作 图 


我 们 先 采用 “ 执 果 索 因 ” 的 分 析 法 来 进行 分 析 . 设 人 DER 是 RtA4BC 的 外 
接 正三 角形 ,如 图 6.87 所 示 . 
此 时 D,E,F 分 别 在 以 BC, CA , AB HIZ, TE RA ABC 的 外 侧 , 张 角 为 60p 的 


BÈ, C4,AB 上 ,延长 BC 交 C4 FAM, M] E GCA LRM 与 4 之 间 . 


Treasure Geometry 


按 上 述 分 析 ,我 们 得 到 直角 三 角形 的 外 接 正 三 角形 
的 作法 : 
(1) 分 别 以 BC, CA , 4B 为 弦 , 向 RA ABC 的 外 侧 ， 


作 张 角 为 6 HBC, CÀ , AB. 
(2) 延长 BC ZCA TE M ECA E, M 与 4 之 间 任 


取 一 点 下 ,联结 EC 延长 交 CB 于 DD ,联结 DB 延长 交 4B 于 
F. 


(3) 联结 AE,AF, W F.A, E 共 线 . 

A DEF 为 Rt 人 4BC 的 外 接 正三 角形 . 

证 明 ṣi ZECA = a, 由 作法 知 

Z EAC = 120 - a, Z BCD = W _— a ,Z CBD = P+a 
Z FBA = 150 - (a + Z B) 
Z FAB = a + ZB - 30 
注意 到 ZA + ZX B = 0 
Z FAB + ZA + Z EAC = 180 

所 以 , 严 ,4, 已 共 线 ,又 AD = ZE = ZF = 60p, 即 人 DEF 为 正三 角形 . 


党 三 角形 外 接 正 方形 的 作 图 


如 果 一 个 三 角形 的 三 个 顶点 都 落 在 一 个 正方 形 的 边 上 , 则 称 该 正方 形 为 该 
三 角形 的 一 个 外 接 正 方形 .@ 

假设 任意 A ABC ,如 图 6.88 所 示 . 、 

作法 (1) 以 全 4BC 的 任 一 边 为 直径 (假设 边 4B), 向 y 
A ABC 外 侧 画 半圆 . D 


BC ,得 一 段 圆 弧 BN. 


(3) 若 4M N BN 为 非 空 集 时 ,在 MN 上 任 取 一 点 D, 联 
£h D4 ,DB 并 延长 . 
(4) 过 点 C 分 别 作 CE | BD,CF | D4 , 垂 足 分 别 为 E, F. 


8 FEU ZABNEKHET=AP I] MERR, G): 
史 嘉 .三 角形 的 外 接 正 方形 [可 . 中 学 数学 ,2005(2):47， 
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(5) 以 点 DD 为 圆心 ,以 1 DF | ( 即 1 DE |, 1 DF 1 中 较 长 者 ) 为 半径 画 圆 弧 ， 
交 DB 于 G. 过 G 作 GH // DF X CF FAH. WHE DGHF 即 为 人 4BC 的 外 
接 正方 形 . 

证 明 ”根据 作法 知 DA | DB,DF = DG, Ë. DG // HF, GH // DF, 易 知 四 
边 形 DGHF 为 A ABC 的 外 接 正方 形 . 


党 三 角形 内 接 正方 形 的 作法 


对 任意 人 4BC, 要 作出 它 的 外 接 正方 形 , 为 方便 计 , 不 妨 设 Z ABC 与 
Z ACB 都 是 锐角 . 
作法 D (1) 如 图 6.89, 以 BC 为 一 边 ,向 人 4BC 的 形 外 作 4 
正方 形 BCDE. SAN: 
(2) 联结 AD ,AE, Ùt AD , AE 与 边 BC 分 别 交 于 点 F,K. 8 C 
(3) 过 F, K AIME BC 的 垂 线 , 交 4C,4B T. R, S. 
(4) 联结 RS ,得 四 边 形 FKSR. 四边形 FKSR E: A ABC 的 内 
接 正 方形 . P 
证 明 ”由 作法 知 , RF // SK, AARF o AACD, AAFK cn 图 6.89 
AADE, A ASK o A ABE,# 


所 以 RF = KF = SK 
即 四 边 形 FKSR E: A ABC 的 内 接 正方 形 . 
从 以 上 作 图 方法 ,显然 可 以 看 出 :要 AD , AE 与 BC 有 交点 (不 是 BC 的 端 
点 ) ,必须 且 只 需 Z ABC 与 ZACB 是 锐角 .所 以 ,锐角 三 角形 有 三 个 内 接 正方 
形 . 反 过 来 , 若 FKSR 是 如 图 6.89 所 示 的 三 角形 的 内 接 正方 
形 , 联 结 AF, AK 并 延长 后 分 别 与 过 C,8B 的 BC 的 垂 线 交 于 
D ,EE, 同 样 可 以 证 明 BCDE 是 正方 形 ,所 以 锐角 三 角形 只 有 
三 个 内 接 正方 形 . 
# A ABC 是 直角 三 角形 , 则 斜 边 上 有 一 内 接 正 方形 ,在 
两 直角 边 上 的 内 接 正方 形 相同 ,如 图 6.90 所 示 . 图 6.90 
所 以 ,直角 三 角形 有 两 个 内 接 正 方形 ,同样 讨论 可 以 得 
到 ,直角 三 角形 只 有 两 个 内 接 正方 形 . 


O 郭 要 红 . 三 角形 的 内 接 正方 形 [ 本 .中 学 数学 ,2003(7):46. 


Treasure Geometry 


钝 角 三 角形 在 其 在 大 边 上 有 一 个 内 接 正方 形 .同样 可 以 证 明 钝 角 三 角形 只 
有 这 一 个 内 接 正方 形 . 


党 凸 四 边 形 的 外 接 正 方形 的 作法 


问题 RNE ABCD 的 外 接 正方 形 . 
分 析 W PORS 为 所 求 的 正方 形 ,如 图 6.91 所 示 ， Q 
则 P,R 分 别 在 以 4B, CD 为 直径 的 圆 上 ,而 对 角 线 PR 为 


LP, ZR 的 角 平 分 线 , 且 必 经 过 4MB 及 CND 的 中 点 M， 
六 ,所 以 P , R 两 点 易 得 . 

作法 ”以 4B, CD 为 直径 作 圆 ,在 四 边 形 内 侧 的 半 
圆 上 各 取 中 点 人 M,N. 联 结 MN, 交 外 侧 半圆 于 P,R ,联结 ° 
PB,PA,RC,RD 就 是 所 求 正方 形 的 PORS 四 边 . 图 6.91 


党 三 角形 正则 点 的 尺 规 作 图 


情形 [ ”不 等 边 三 角形 . 

已 知 OABC 各 边 互 不 相等 , 求 作 A ABC 的 正则 点 . 

作法 D (1) 作 ZA 的 内 角 和 外 角 平 分 线 , 与 对 边 BC( 或 延长 线 ) XF D, 
D'. 

(2) 以 DD' 为 直径 作 圆 0,. 

(3) 同样 作 ZB 的 内 、 外 角 平 分 线 ,与 对 边 交 于 E,E' ,再 以 EE' 为 直径 作 
B 02. 

(4) Œ O, 5A O, 的 两 个 交点 就 是 AABC 的 正则 点 . 

证 明 ”如 图 6.92, 首 先 要 证 明 贺 O, 与 圆 O, 相交 .在 此 
不 妨 设 AB > BC > CA. 

因 AD MAD 是 Z A 的 内 外 角 平 分 线 , 则 

DB DB AB 


© ANA. =ZAPENAKRREAL]. PAR ,2001(11):39. 
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故 圆 0, 是 关于 B, C 两 点 的 比 为 42 的 阿波 罗 尼 斯 图 ( 注 :这 里 说 的 就 是 阿 氏 加 
的 定义 ), 且 点 4 也 在 这 个 圆 上 . 


同 理 , 圆 O, 是 关于 A, C 两 点 的 比 为 2 的 阿波 罗 尼 斯 圆 ,点 B 也 在 贺 0， 
E: 
又 4B > AC,ġk C ÆR O, 内; BA > BC, hk C 又 在 圆 0', 内 ,从 而 线段 AC 
在 圆 O, 内 , BC 在 圆 O, 内 , 即 知 点 五 在 圆 0 内 ,点 也 在 圆 O, 内 .这 时 可 见 , 圆 
0, 经 过 圆 0, 内 部 的 点 D, 圆 0, 又 经 过 圆 O, 内 部 的 点 正 , 故 圆 O, 与 圆 O, 必 
相交 . 
HA O, 与 圆 O, 的 交点 为 Z,Z' ,下 面 证 明 Z,Z' 即 为 正则 点 . 


由 阿 氏 圆 的 性 质 , 在 圆 0, LAE = 4 , 即 


ZB - AC = ZC - AB 


EN o, LAŽA = BA gp 
ZA - BC = ZC : BA 

则 Z4.BC=ZB.4C=ZC.4B 
BD Z% A ABC 的 正则 点 ,2Z' 同样 可 证 . 

情形 H ” 非 等 边 的 等 腰 三 角形 . 

已 知人 4BC 中 ,4B = AC z BC, 求 作 : 人 4BC 的 正则 点 . 

作法 (1) 在 一 B 处 作 内 角 、 外 角 的 平分 线 , 仿 情形 I ,在 边 AC 上 作 阿 氏 
圆 圆 01. 

(2) 作 Z A 的 内 角 平 分 线 , 交 圆 0, T Z 及 2Z' , 则 Z,2' 就 是 全 4BC 的 正则 
点 ,如 图 6.93 所 示 . 

证 明 ”显然 ,BE EIB] O, 的 一 条 弦 , 角 平分 线 AD 与 BE 相 
交 , 当 然 就 与 圆 0; 相交 . 因 人 小 


ZA _ BA s 

ZG = BC Í 

则 ZA - BC = ZC + AB | 
x 


又 由 4B = AC, ZB = ZC, 则 


ZB - AC = ZC.4B 图 6.93 
从 而 得 ZA - BC = ZB - AC = ZC - AB 
即 Z 为 A ABC 的 正则 点 . 同 理 可 证 Z. 
情形 HI 正三 角形 . 


正三 角形 的 正则 点 只 有 一 个 ,就 是 它 的 中 心 , 作 图 略 . 
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党 帕 普 斯 问题 P 
à 
在 帕 普 斯 著作 《数学 汇编 里 有 这 样 一 个 几何 作 图 题 : E 
已 知 D 为 角 平 分 线 上 一 点 ,过 D 引 一 直线 ,使 其 夹 在 角 内 的 线段 等 于 定 T 
£. J 
分 析 “ 设 了 为 一 BAC 角 平分 线 4D L-A, Tit DERE BC, IE BC = N 
a( 定 长 ). 
任 作 B,C, = a, 以 B,C, KIER Z BAC 的 圆 弧 . 过 B, Cit E EKE | 了 
L BiC1. 这 样 ,问题 就 变 为 如 何 作 弦 AK, E D.A, = Dh. 为 此 ,可 先 证 明 x 
AEK D, V 人 hi 和 下 ,从 而 得 到 
KD _ EK 
局 K ` K.A, 
即 K,D, - K,4; = Hk. E,K, @ 
因 KiA! = K, D, + D.A. 
则 K,D + KD) Di4 = H IK. : E) K, 


又 在 RAH CK, P, E K, 为 直角 边 CI K, 在 斜 边 HK 上 的 射影 , 则 
HiKi: E, K, = GK 

即 KiD? + K,Dı : D A) = G Kt 

É KıDı = x,AıDı = p, G K. = 9, 则 

x? + px = q? 

根据 方程 可 以 作出 x. 

作法 ”如 图 6.94, 以 K AAO, K D = x 为 半径 画 弧 交 BC: 于 D1, 联结 
K, D, 并 延长 交 圆 于 41. 从 而 可 作出 AAB C. 

ÝE Z BAC 的 边 4B 上 取 4B = 41B1, 过 B,D 引 直 线 BC 交 4C 于 C, 则 BC 即 
所 求 直线 . 


平 
面 
JL 作 圆 内 接 三 角形 ,使 它 与 给 定 三 角形 有 相等 的 三 个 角 
kal 本 题 出 自 欧 几 里 得 的 名 著 《 几 何 原本 》. 
š 已 知人 4BC( 图 6.95) 及 定 圆 0 , 试 在 圆 0 内 作 AAB Cl, 使 
ri ZA = ZA,ZB, = ZB,ZO, = ZC 
条 如 图 6.96, 在 圆 O 上 取 一 点 41, 过 A, 作 圆 0 的 切线 DE, 作 ZEA C = 
S Z ABC, AC, ZE 0 FC, 4E ZDA, Bı = 4CB ,41B1 ZEF B, ,联结 B,C, 
(F) 则 人 4; BC 即 为 所 求 . X, ZA B,C = ZEA C, = ABC, ZA, CB, = 
Z DA;,B, = Z AGB. 
A 
@ 
B Ç 
图 6.95 
党 费 马 作 图 问题 
费 马 作 图 问题 


(1) ES a, ZA = a,(b - c): ha, KE AABC. 

(2) BE% a, ZA = a,(b - c) + ha, RE A ABC. 

问题 (1) 是 帕斯卡 向 费 马 提出 的 ,由 费 马 作出 解答 ;问题 (2) 是 费 马 提供 给 
帕斯卡 的 ,并 流传 于 世 . 

下 面 的 解法 源 于 费 马 .人 9 

(1) 如 图 6.97 ,假定 A ABC 已 作出 . 作 A ABC 的 外 接 


圆 0, 设 N 是 BAC 的 中 点 , M 是 线段 BC 的 中 点 , 作 NP | 
AB T P,NQ | C4 于 Q, 则 
MP = ZNAQ,AP = AQ 
又 RtA BNP 2 RtA CNQ0,, BP = CO, 故 
AB - AP = AC + AQ,AB - AC = 24P 图 6.97 


O 单 境 .数学 名 题词 典 [M] .南京 :江苏 教育 出 版 社 ,2002:464-473 . 


Treasure Geometry 


即 2AP = -ec 
另 一 方面 
NB? - NA? = BP2- PA? = (BP + PA)(BP - PA) = bc 
而 be = 2Rhe( 因 为 Se = + ah, = $e), 则 


pe NA? = 2Rh, 
因 APAN o A MBN, W) 


AP _ NA 
BM ` NB 
M a 
Bp AP = > 
Basn NEO DA 
a 
p2 -x = 2Rhħarg b- = Z. 2 
从 而 b-c 2 Rax 


ha “plp - x?) 


© 可 得 
2 Rax _ m 
plp- 7n 
(p= 2) = a, 
p-o 2R n 
p m 
2 Ran, p0 
P m 


根据 这 个 二 次 方程 可 作出 满足 条 件 的 线段 *. 因 此 AABC 可 作出 . 


(2) 由 (1) 之 式 回 ,得 


b-c | 2 Rax 
(b - c) + ha ` 2Rax + p(p2 - x?) 
则 (b -— c) + h, = (b ~ c)(2Rax + p(p? — 2?)) ` FR 
又 由 (1) Z= @ 48 
b-— c= MA, a = Ža 
NB F 
则 (b-c)+h, = $ (2Rax + p(p? - x2)) 。 L. = 


“s + p(p2 - x2)) -。 r 


NO 
AN 


(xr oO s= === =" 


° @ 
由 a fl Za 可知 外 接 图 半径 R 及 BN = pb =° = 到 是 已 知 条 件 , 故 由 式 


NO 
ON 


几 何 瑰宝 


因 (4b - c) + h, = 9 是 已 知 的 , 则 


p2 — x2 + 2 2Rq, x° - FA + (2Rq - p’) = 0 
平 据 此 二 次 方程 可 求 出 x ,进而 作出 A ABC. 
面 
几 Lk ` p ER 
D 掌 作 三 边 均 过 一 已 知 点 的 加 内 接 三 角形 
w 卡 斯 蒂 利 昂 问题 ” 作 一 个 三 角形 ,使 它 内 接 于 一 个 已 知 圆 , 且 三 边 分 别 通 
条 个 
定 过 一 个 已 知 点 . 
ka 本 题 由 瑞士 数学 家 克 莱 姆 (Gabriel Cramer, 1704—1752) 提出 ,1776 年 由 意 
大 利 数学 家 卡 斯 蒂 利 昂 (Castillon,1708 一 1791 ,原名 I.F.Salvemini) 解决 . 
设 已 知 圆 2 及 三 个 已 知 点 4,B,C, 求 作 个 XYZ ,使 其 内 接 于 圆 X, H YZ, 
ZX, XY 分别 过 点 4 ,B,C. 
© 作法 如 图 6.98,(1) 在 48 上 取 - 点 M, 使 4M.48B = Z 
p2X, 其 中 p 是 点 4 关于 已 知 圆 0938. į Y 
(2) 联结 MC ,并 在 其 延长 线 上 取 一 点 0 ,使 MQ- MC = £ 
42, 其 中 2 是 点 M 关于 已 知 圆 5 HA. Y 
(3) 过 点 Q 作 弦 PN, 使 其 所 对 的 圆周 角 等 于 人 4MQ( 设 圆 , 
三 的 圆心 为 0, 半 径 为 r, 了 4MC = p, 作 圆 0O(rV1-sin2p)， B 
再 过 Q 作 该 圆 之 切线 ). kas: 


(4) 联结 LM 交 圆 于 Y, 联 结 AY 并 延长 交 圆 于 Z ,联结 BZ 
ALT K X l| A XYZ 即 为 所 求 . 

下 面 来 证 明 XY 必 过 点 C, 即 YC, YX 必 在 辣 一 直线 上 . 

(1) 由 作法 ,4M . AB = AY- AZ, M,B,Z,Y 四 点 共 圆 ,人 AMY = Z AZB. 
但 XAZB = 人 人 YLX, 所 以 人 人 AMY = 人 YLX,LX // AB. 

(2) 设 CQ 5 LX 交 于 K, 由 于 LX / AB,ZLKQ = 人 AMC. 又 由 作法 
Z LXN = /LAMK, 所 以 QK // NX, 从 而 Z KQL = Z XNL. 

(3) 由 作法 , MO， MC = MY - ML,C,Q,L,Y WAE. Z LYC = 180 - 
ZCQL.X. L,Y,X,N 共 圆 ,人 LYX = 180P - 人 LNX. 由 于 人 LOK = 人 LNX, 则 
LLYC = 人 LYX, 故 点 C 在 XY 上 . 

本 题 若 用 施 坦 纳 的 对 合 对 应 中 的 二 重 元 素 的 投影 解法 ,解法 比较 简单 . 还 
可 以 利用 相似 方法 解决 如 下 卡 斯 蓝 利 昂 问题 的 对 偶 命 题 :已 知 一 个 圆 及 三 条 直 
线 , 求 作 一 个 三 角形 ,使 其 外 切 于 已 知 圆 , 旦 三 个 顶点 分 别 在 三 条 已 知 直 线 上 

本 题 可 推广 如 下 :已 知 一 圆 及 不 在 圆 上 的 四 点 , 求 作 这 个 圆 的 内 接 四 边 形 ， 
使 它 的 四 边 或 其 延长 线 按 一 定 次 序 通过 该 四 点 . 


9 


党 已 知 三 条 高 作 三 角形 


已 知 三 条 高 的 长 度 , 求 作 三 角形 . 

本 题 由 阿 杜 塞 尔 提 出 ， 可 参见 其 著作 Geometriae theoricae et 
practicase ( 1627) ,149 页 . 

已 知 三 线段 hi ,hs,hs( 图 6.99(a)), 求 作 公 4BC ,使 它 的 高 AD = hi, BE = 
h2, CF = hs. 


(a) (b) 


图 6.99 

作法 ”如 图 6.99, 作 一 适当 大 的 圆 k( 其 直径 d >1 h, - h; 1) ,并 选择 一 适 
当 的 点 0, 自 0 到 圆 k 引 三 条 线段 0P, 00,0R, 使 OP = hi,00 = h,,OR = 
ha. 设 OP , OQ ,OR 分 别 交 圆 k 于 P' ,0',R'. 作 全 4B'C' ,使 B'C' = OP' ,4C' = 
00' ,4B' = OR' . 作 4D' | B'C' 于 D' ,延长 4D' 到 D, 使 4D = hi. 过 DD 作 BB'C' 
的 平行 线 , 交 AB',AC' 或 其 延长 线 于 B,C ,得 A ABC. 

下 面 证 明 A ABC 的 确 是 符合 要 求 的 . 

作 BE | AC FE,CF | AB FF,B'E' | AC' 于 Er,C'F | AB' FFW 

BC - AD = CA - BE = AB +: CF 
因 公 4BC AAB'C' , 则 


由 于 BC' = OP',C'A = OQ',B'A = OR' , 则 
OP' _ OQ' _ OR 
BC ` CA ` AB 
即 OP' .4D=00. BE = OR' » CF 
HAREM, OP -hy = OQ - h, = OR hs. 
因 4D = hi, 故 BE = hs, CF = h}, OABC WZRR H hi, ha, h, AFE 


OA 


(x) g =i; — = = = = = — = g 


X tawa 
党 已 知 两 边 中 点 及 重心 作 三 角形 


已 知 三 角形 的 两 边 中 点 及 垂 心 的 位 置 , 求 作 三 角形 . 

此 题 出 自 《 美 国 数学 月 刊 》Vol.42(1935). 

设 Mı, M, H 是 给 定 的 三 点 ,现在 要 作 一 个 人 ABC, 
使 M,, M3 分别 是 边 AC ,4B HIHA, H E: A ABC 的 垂 心 . 

作法 ”如 图 6.100, 延长 HM, 到 地 ,使 MH = 
Ph ,以 M3H' 为 直径 作 半 圆 .过 H E M.M, 的 垂 线 交 半 
圆 于 点 4. 联 结 AM, 并 延长 到 C, 使 M,C = AM; ki Ë a a 
AM, 并 延长 到 下 ,使 MB = AM;, 则 A ABC 即 合 要 求 . 图 6.100 

TA, M, M: 分 别 是 AC. AB 的 中 点 , 且 AH L BC. 又 因为 AM, = M.C, 

© HM, = M2H' ,所 以 AH' // HC. 而 4H' | 4B, 所 以 CH | 4B. 既 然 AH | BC, 
CH | AB, H fü JE: A ABC 的 垂 心 . 


党 已 知 一 边 的 高 .中线 及 其 余 两 边 的 差 作 三 角形 


PERE mbps Š == Eda 


= 


已 知 一 边 上 的 高 和 中 线 及 其 余 两 边 的 差 , 求 作 三 角形 . 
本 题 出 自 《美国 数学 月 刊 )Vol.44(1937) 问题 E257. 
A 


图 6.101 
如 图 6.101 设 和 公 4BC 已 作出 ,中 线 AM = m。, 高 AH = ha, AC - AB 的 长 度 
为 (已 知 ). 作 内 切 圆 1 切 BC 于 D,A4I1 交 BC 于 WW. 显 然 Rt 人 AMH 可 以 先行 作出 . 


又 MD = MC -DC = La -十 (a +b-c) = 十 (e-b = + 1,808 DIR 
=. 


BW _ c u -L 
又 由 C = + BW + WC = a, 可 知 BW = C Ml 


=b +c 28% 2(b+ce) 
X? - b2 = BH? - HC = (BH + HC)(BH - CH) = 2a > MH, IJ 
l-b? 
| MH = 3 
所 以 MW .MB = C by = MD, MW = MD w 可 定 . 
于 是 可 得 如 下 作法 ， 


(1) 作 RAMH, ÎE AM = Ma, AH = ha, LAHM = 90?. 


(2) 在 MH 上 取 一 点 D, 使 MD = +. 

(3) ERE: MTV, 使 MW = MD. ,联结 AW, É DHE BC WJSE2D3SE AW F1. 

(4) 以 了 为 圆心 , ID 为 半径 作 贺 7, 自 4 作 圆 了 的 切线 4B ,4C , 交 MH 的 延 
长 线 于 8,C, 则 A ABC 即 为 所 求 . 


党 已 知 底 边 及 底 角 平分 线 作 等 腰 三 角形 


求 作 等 腰 三 角形 ,使 它 的 底 边 和 底 角 平 分 线 有 给 定 长 度 . 

本 题 选 自 (美国 数学 月 刊 》Vol .70(1963). 

AABC'R,#; AB = AC, BC = a, BD 是 底 角 平 分 线 ， 
E BD = , 试 作出 A ABC. 

如 图 6.102, 设 CE E: Z ACB 的 平分 线 , 作 DF // EC, 
W DF = CE = 1. 车 作 出 ABCD 的 外 接 圆 , 由 于 BË 
Z CDF = Z DFC = 人 DBC ,DF 必 是 圆 DBC 的 切线 , 设 
CD = CF = x, WMA Ê = x(x + a).x 应 是 方程 x? + 


ax -P = 0 的 根 ,x = 7 (— a +V gz+4B) 可 作 , 故 可 得 
如 下 作法 : 

(1) 作出 线段 <, 使 > = EV a7 + 4Ë - a). 

(2) 作 个 BDF, 使 BD = DF = l,BF = a + x. 


(3) 在 BF 上 取 BC = a, 作 公 BDC 的 外 接 圆 , 作 DE // BC , 设 DE 交 贺 于 E. 
(4) 延长 BE, CD 交 于 4, 则 2 ABC 即 为 所 求 . 


NO 
ON 


[x ) p So — 3 = === = 


NZ 
ON 


yp B ks == Eild: 


= 
ki 


JA. ff ⁄ RE 


党 已 知 四 边 长 作 圆 内 接 凸 四 边 形 


雷 格 蒙 塔 努 斯 作 图 问题 ”已 知 四 边 之 长 , 求 作 有 外 接 圆 的 凸 四 边 形 . 
1464 年 , 雷 格 蒙 塔 努 斯 (Regiomontanus,1436 一 1476, 又 名 Jaller) 首先 提出 
了 这 个 问题 , 韦 达 提出 了 该 问题 的 尺 规 作 图 法 .斯 图 姆 等 也 研究 过 这 个 问题 . 
如 图 6.103, 假定 所 求 的 四 边 形 ABCD 已 经 作成 ， A 
AB = a,BC = b,CD = c, DA = d, 且 该 四 边 形 有 外 接 JZ N 
圆 .联结 4C. 若 作 一 DCE = X BCA , CE XAD 的 延长 线 EZEN, 
F E, WHF Z CDE = ZABC,ACDE ACBA. FE (N 3 MA 


DE _ CD AB - CD _ ac 
MB = pc De s pc p CERERA Sd ei 
后 ,点 巨 可 以 先 确定 .又 由 于 4 = BC = 之 即 点 C 到 4,E 两 点 的 距离 之 比 等 


TEES BUA C 的 轨迹 是 一 个 阿 氏 圆 .又 由 于 点 C 到 点 D 的 距离 等 于 定 长 。， 


点 C 应 在 圆 D(c) 上, 故 点 C 应 是 上 述 两 圆 的 交点 .确定 了 A, D, 三 点 后 ,点 
B 就 很 容易 确定 了 .因此 可 按 如 下 步骤 作 图 : 


(1) 作 一 线段 4D = d, 在 AD 的 延长 线 上 求 一 点 已 ,使 DEF = S. 


(2) 内 分 、 外 分 线段 4E FM, NIEMA = NE = 之 ,以 MN DERMA. 

(3) 以 DD 为 圆心 ,c 为 半径 作 圆 交 以 MN 为 直径 的 圆 于 点 C. 

(4) 以 4 为 圆心 ,a 为 半径 画 弧 ,以 C 为 圆心 ,6 为 半径 画 弧 , 设 两 弧 相 交 于 
B(B,D 应 分 居于 CA 的 两 侧 ) ,联结 AB, BC , 则 四 边 形 ABCD MARR. 


党 过 各 边 中 点 作 五 边 形 


普罗 赫 特 问题 “” 作 一 五 边 形 ,使 其 各 边 的 中 点 在 指定 位 置 . 

本 题 由 普罗 赫 特 首先 提出 .1844 年 ,普罗 赫 特 对 奇数 边 多 边 形 提出 并 解决 
了 同样 的 问题 . 

设 K,L, M,N,P 是 给 定 的 五 点 ,现在 要 作 一 个 五 边 形 4BCD ,使 K,L,M， 
N, P 依次 是 4B, BC, CD, DE, EA 的 中 点 . 

作法 ”如 图 6.104, 任 取 一 点 4o, 作 折线 40414243h44hs, 使 K,L,M,N,P 


Treasure Geometry 


依次 是 Aoh1,4142, A243, A3A4, A As 的 中 点 .联结 hohs, 取 ne 
其 中 点 4, 作 折线 4BCDE ,使 K,L,M,N 顺 次 是 4B, BC， (K p. 
CD, DE 的 中 点 .联结 E4, 则 五 边 形 ABCDE EAR. 4 JE 
由 上 面 的 作法 可 知 ,K,L, M,N 依次 是 4B, BC,CD, +} AN 
DE 的 中 点 . 现在 再 证 明 P 是 EA KHA. KEE, AA dL CANY 
BA1,BA1 JL A2C,A2C JL DA, DA; JL A4E, 所 以 AoA JL 
44 巨 .因为 4 是 4o45 的 中 点 ,所 以 AAs JL h4E, 点 PP 也 是 4E 图 6.104 
的 中 点 . 
本 题 作法 可 用 来 解 一 般 (2n + 1) 边 形 问题 . 


学 作 与 已 知 三 圆 相 切 的 贺 


阿波 罗 尼 斯 切 圆 问题 — 画 一 个 圆 ,使 它 与 三 个 已 知 圆 相 切 . 

这 个 著名 问题 是 由 希腊 数学 家 阿波 罗 尼 斯 在 《 论 切 触 》( On contacts) 一 书 
中 提出 并 予以 解决 的 ,可 惜 原 书 已 经 失散 ,其 内 容 是 由 后 来 的 数学 家 韦 达 重新 
整理 出 来 的 .由 于 点 和 直线 可 以 看 做 是 圆 的 极限 状态 ,因此 切 圆 问题 还 有 九 种 
特殊 情况 ,阿波 罗 尼 斯 是 分 别 研究 并 解决 各 种 特殊 情况 ,然后 再 过 渡 到 一 般 情 
况 的 .对 于 切 圆 问题 ,历史 上 许多 数学 家 如 韦 达 、 牛 顿 、 别 捷 尔 松 、 热 尔 岗 都 曾 研 
究 过 .下 面 给 出 的 解法 就 源 于 热 尔 岗 . O 

热 尔 岗 是 从 一 般 性 问题 人 手 的 ,这 个 方法 要 用 到 如 下 一 些 几 何 知 识 . 

1. 相 似 轴 定理 :三 个 圆 中 每 次 取 两 个 ,所 得 的 三 个 相似 中 心 (三 个 外 相似 中 
心 ,或 两 个 内 相似 中 心 一 个 外 相似 中 心 ) 在 同一 直线 上 . 

2. 极 点 \ 极 线 定理 :对 于 菜 给 定 圆 ,车 点 P 在 点 0 的 极 线 上 , 则 点 Q 也 在 点 
P 的 极 线 上 . 

此 外 还 要 用 到 等 寡 轴 、 根 心 等 概念 . 

i 0,,0,,0, 为 三 个 已 知 圆周 , 试 求 作 一 圆 ,使 它 与 三 已 知 圆周 均 相 切 (为 
叙述 方便 起 见 , 我 们 侧重 讨论 都 外 切 或 都 内 切 的 情况 , 其 他 情况 可 类 似 地 处 
m). 

假定 存在 满足 条 件 的 圆周 5, 它 与 圆周 01, 02,03 分 别 切 于 点 A.B, C. R 
们 来 分 析 它 们 应 满足 什么 条 件 . 


如 图 6.105, 设 点 1 是 01,0,,0; 三 圆 的 根 心 ,联结 14,18B,1C 并 分 别 延长 交 
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01,02,03 于 点 4' ,B',C' ,过 点 4',B',C’ 
EAS, WS 必 与 贺 01,0,, 0; 相 切 .原因 是 : 
以 了 为 极 \ 以 1 对 图 0!(02, 03) 的 寡 为 反 演 宪 
的 反 演 变换 Óp 必 将 圆 01, 0,, 03 分 别 变 为 自 
身 ,将 圆 > 变 为 圆 2' ,而 反 演 变换 是 不 会 改变 
相 切 关系 的 . 

对 于 圆 01, 0 来 说 ,由 于 圆 5 与 它们 相 切 
于 点 4,B, 故 4,B 是 一 对 逆 对 应 点 .同样 道理 ， 
4',B' 也 是 一 对 逆 对 应 点 ,因此 直线 AB 与 4'B 
的 交点 $ 必 是 圆 0,, O, 的 相似 中 心 , SA + SB = 
S4' .SB' .对 圆 O, 和 03, 贺 O, 和 0, 作 同 样 的 图 6. 105 
讨论 ,可 知 AC SAC 的 交点 已 是 圆 0; 和 O, 的 相似 中 心 , BC B'C' 的 交点 
是 圆 O, 和 0, 的 相似 中 心 , 且 S, U, y 三 点 必 在 同一 直线 ( 记 为 XY) 上 ,该 直线 
是 圆 01, 02, 03 的 外 相似 轴 . 

另 一 方面 ,对 于 圆 Z AMS 来 说 ,由 于 SA . SB = SA ` SB' ,点 S 对 圆 王 和 
3 有 相等 的 寡 . 同 理 点 U 对 圆 5 和 53' 亦 有 相等 的 害 , 故 XY 也 是 圆 和 53' 的 
等 宪 轴 ( 根 轴 ). 

SEA ARA 处 作 图 的 公 切 线 , 设 它们 相交 于 点 D, 由 于 4D 和 4'D 是 点 D 
到 圆 O, 的 切线 长 ,4D = 4D' ,而 AD 和 4D' LERS AS 的 切线 ,可 见 点 D 对 
圆 > 和 3' 有 相等 的 蹇 , 它 必 在 X 和 3' HFEA XY E. 

但 是 ,对 于 圆 O, 而 言 ,点 D 是 弦 44’ 的 极点 ,既然 点 D 在 XY 上 , 则 XY 的 
极点 已 必 在 44' 上 . 同 理 ,对 于 圆 O, 而 言 ,XY 的 极点 0 必 在 8B' 上 ;对 于 圆 o, 
而 言 , XY 的 极点 R 必 在 CC' E. 

所 以 我 们 得 到 下 面 的 作法 : 

求 三 个 已 知 圆 0,,0,,0, 的 根 心 1 及 外 相似 轴 XY, 分 别 求 XY 对 于 图 0,， 
0,,0, 的 极点 P,Q, R ,联结 IP,10, IR 并 延长 ,与 已 知 贺 0, 02, 03 分 别 交 于 
A,4A',B,B',C,C' .过 点 A,B,C 作 圆 5, 过 点 A,B,C TEB] Z wA X # x 
即 为 所 求 . 

若 从 代数 观点 看 , 解 阿波 罗 尼 斯 切 圆 问题 将 显得 很 简单 . 

设 已 知 三 圆 的 圆心 坐标 为 (xi , 1) ; (x>,y2) ,(xə, y3) ,相应 的 半径 为 rly72， 
r3. 用 (x,y) 和 表示 所 求 圆 的 圆心 和 半径 , 则 所 求 圆 与 三 个 已 知 圆 相 切 这 个 条 
件 可 用 如 下 方程 组 给 出 

(x-2 + (y — y= (r £ ri)2 


(x - x>)2 + (y — y>)2 = (r + r>)2 


(x — x) + (y — y) = (r + rs)2 


若 从 中 解 得 (x,y) 和 r, 则 问题 获得 解决 . 


阿波 罗 尼斯 切 图 问题 一 般 有 8 个 解 .由 于 点 和 直线 可 看 做 图 的 退化 情况 ，。 | P 
故 阿波 罗 尼斯 切 圆 问题 有 以 下 10 种 情况 : 圆 , 圆 , 圆 ; 圆 , 圆 ,直线 ; 圆 , 圆 ,点 ， | V 
圆 ,直线 ,直线 ; 圆 ,点 ,点 ; 圆 ,直线 ,点 ;直线 ,直线 ,直线 ;直线 ,直线 ,点 ;直线 ， |E 
点 ,点 ;点 ,点 ,点 . B 
对 于 各 种 特殊 情况 ,可 采用 特殊 的 方法 予以 解决 T 
Y 
党 作 三 角形 内 与 两 边 相 切 且 两 两 外 切 的 三 圆 
L 
X 
马尔 法 蒂 问 题 。 在 一 个 已 知 三 角形 内 画 三 个 圆 ,使 每 个 圆 与 其 他 两 个 圆 | 
相 切 ,同时 与 已 知 三 角形 的 两 边 相 切 . 
这 个 著名 问题 是 意大利 数学 家 马尔 法 还 于 1803 年 提出 并 解答 的 ,他 用 的 
是 代数 - 几何 解法 . 1826 年 , 施 坦 纳 提出 了 该 问题 的 纯 几 何 解法 ,但 没有 给 出 证 ”全 


明 . 下 面 的 代数 - 几何 解法 属于 舍 尔 巴赫 的 . 

如 图 6.106, 设 AABC 的 三 边 长 为 c,b,c, 周 长 为 22， C 
三 个 内 角 为 a,B8,7Y. 又 设 已 ,0, 届 为 所 要 求 的 马尔 法 蒂 圆 
的 圆心 ,p,qg,r 为 三 圆 的 半径 ,三 圆 分 别 切 人 4BC 的 三 边 R 
F¥D,D,,E,E,,F,F,,AD = AD, = u,BE = BE, = x, [P 
CF = CF, = 2% .显然 , 若 能 求 出 u,v,w 的 值 , 则 问题 就 能 Pë 
得 解 . AuDK E t B 

为 了 寻找 u,v,w 应 满足 的 条 件 , 我 们 要 借助 于 图 6. 106 
A ABC 的 内 切 圆 , 设 内 切 圆 的 圆心 是 7, 且 切 AB 于 天 . 易 知 

半径 p = s~a)(s-b)(s-c 


$ 


AK = 六 (6+c-a) =-s-a 


BK = }la+c-b)=s-b 


在 AIK 中 ,PD // IK, $ a E 


AK s-a’ s— a` 
q _BE _ v > 
Æ ABIK F, QE // IK,-— = BK = zM =; Ey 


若 作 PG | OF , 垂 足 为 C, 则 全 PCC 为 直角 三 角形 , 且 PQ = p+q,QG = 
q -了 ;所 以 
PG = V (p +q} - (q - p)° = 2 / pq 


€ ——— ¿a 


2 
则 DE = FE6-2yic = E 
2W Vw 


由 于 AD + DE + EB = 48B, 则 


Js-e 
u+v+2 F “YI = c 


用 同样 的 方法 可 以 在 边 BC , CA 上 得 到 相应 的 关系 式 


js-a 
v+w+2 , Vm = a 


` V wu = b 
如 果 取 半 周 长 s = 1, 则 有 如 下 关于 u,v, w 的 方程 组 
s+u+2Vl-avVu = a 
w +u +2V1l1- b wu = b ®© 
u+o+2Vl-cVu = c 

$ a = si À,b = simpy,c = si°y,u = sinyg,v = sinp,w = simx. 其 中 
À, HV: PPIX 均 为 锐角 , 则 

V1i-a=cosA,V1l-b-= cos uMV1-e = cosy 
方程 组 @ 可 转化 为 方程 组 @ 
= + sin? y + 2sin psin ycos À = sin2A 


QERB masm Š == ld 


an 
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sin? y + sin? + 2sin xsin cos = sin? @ 
simy + sir ?°@ + 2sin ysin pcos v = simy 
H @ 中 第 一 式 ,得 
sinzp + sinmXy + 2sin psin ycos À = 1 - cos?A 
cosà + (2sin psin y)cos À + (sinp +simx -1) = 0 


cos À = -— sin @sin X + V sin? gsin y +1-sinp -simX = 
— sin psin xX +V (1 - simg)(l - simx) = 
cos pcos y — sin gsin y = cos( + X) 
则 A= 92D+X 


司 理 # = X+@ v = é+? 
记 o = (A + # +v) M 


y=0o-A,9=0-H,X=0-Y 


于 是 得 到 如 下 作 图 方法 : 

(1) 作 三 个 角 à, u,v, fË sià = a,simp = b,sinzy =c. 

(2) 作 三 个 新 角 %,9p,X ,使 多 =-h,p = c - X = 6 一 > 

(3) 作出 三 个 角 p,p y 的 正弦 平方 :wx = sin2bg,w = sinzv ,zw = sin2X ,从 而 
可 以 确定 马尔 法 蒂 圆 在 各 边 上 的 切 点 的 位 置 ， 


$ a < 1 时 , 作 角 4, 使 simX = a 的 方法 如 下 :如 图 š 
6.107, {E MN = 1, 以 MN 为 直径 作 一 半圆 ,在 MN 上 取 一 点 如 ,使 k: 
HN = a, {€ KH | MN, `é] K, 0] ZKMN = À. KN = 区 
MNsin A, HN = KNsin 4, 故 HN = MNsi A = sirà, 


党 作 与 已 知 三 圆 均 正 交 的 圆 


蒙 日 问题 ” 求 作 一 个 圆 , 使 它 与 三 个 已 知 圆 都 正 交 . 

该 题 由 法 国 数学 家 蒙 日 提出 并 解决 .其 作法 基于 如 下 定理 :对 于 给 定 的 三 
个 圆 ,其 中 每 两 个 就 有 一 条 等 寡 轴 ( 根 轴 ) , 共 三 条 . 如 果 这 些 等 寡 轴 不 平行 的 
话 , 它 们 必 通 过 同一 点 ,此 点 称 为 等 知 中 心 或 根 心 . 

如 图 6.108, 设 圆 4, 圆 B, 圆 c 是 三 个 已 知 圆 ,现在 要 
求 作 一 个 圆 0, 它 与 圆 4, 圆 B.B] C 均 正 交 . 其 作法 如 下 : i 

(1) 作 圆 4 和 圆 B 6928398881. 

(2) ÆA 4 mA C HER a, la 与 In 交 于 点 0. 

(3) 以 0 为 圆心 ,以 O 到 圆 4 的 切线 长 07 为 半径 作 
0. 图 6.108 

下 面 证 明 圆 O 与 圆 4, 圆 了 , 圆 C 都 正 交 ,由 于 0 是 等 
FH Lo 与 Da 的 交点 , 故 点 0 对 于 圆 4, 圆 B, A c 有 相等 的 寡 072, 从 而 圆 
O(OT) 必 与 圆 4, 圆 B 0 C 均 正 交 , 即 在 交点 处 两 圆 的 半径 互相 垂直 . 

若 三 个 圆 的 等 每 中 心 存在 , 且 它 在 三 个 已 知 圆 的 外 部 , 则 本 题 有 一 解 . 否 
则 ,无 解 . 


党 作 三 角形 内 与 两 边 相 切 且 交 于 一 点 的 三 圆 


泰 巴 尔 特 问题 ”在 给 定 三 角形 内 求 作 交 于 一 点 的 三 个 圆 ,使 它们 分 别 与 
三 角形 的 两 边 相 切 , 且 六 个 切 点 共 圆 . 
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这 个 问题 是 由 泰 巴 尔 特 提 出 的 , 原 载 于 《美国 数学 月 刊 ) 第 48 卷 . 

如 图 6.109, 假定 求 作 的 三 圆 已 作出 , A O, 切 4 
AB,AC F L, Lı; 0, Y) BA, BC FM,M,; E 0; 切 ` 
CB, CA 于 N,Ni, 且 三 圆 过 同一 点 6, 切 点 L, LM, < 
Mi N, Ni 在 同一 圆 上 , 记 这 个 圆 的 圆心 为 1, 则 IL = YOX 
IL, = IM = IM, = IN = IN), ik I VERB LL Wy Ë LD ON 
垂直 平分 线 上 , 亦 在 MM, 的 垂直 平分 线 上 . 由 于 图 6. 109 
AL = AL, , LL, 的 垂直 平分 线 必 与 人 BAC 的 平分 线 重合 , 即 1 在 Z BAC 的 平分 
线 上 . 同 理 ,1 应 在 Z ABC 的 平分 线 上 ,可 见 这 个 图 心 了 必 是 A ABC 的 内 心 . 作 
ZA ABC 的 内 切 圆 圆 1, 设 该 圆 分 别 切 BC, CA, AB FAD, E, F, WUA 

DM, = DN = EN, = EL, = FL = FM 

因此 AM = 4Ni. 可见 点 4 对 圆 0,, 圆 0; AAR. NAA DMI = DN, JK D 
对 圆 0,, 圆 O, 也 有 等 寡 . 又 圆 0,, 圆 O, 都 过 6, 点 G 对 圆 0,, 圆 0, 也 有 等 寡 ， 
故 4,G,D 同 在 圆 0,, 圆 O, HERMLE. TR A, G, DRR. AMA, B, G, E 应 共 
R, C, G, FAIR, TAA 6 应 是 4D ,BE,CF 的 公共 点 ,该 点 就 是 人 4BC 的 热 
尔 岗 点 .于 是 可 得 如 下 作法 : 作 A ABC 的 内 切 圆 圆 7, 设 圆 了 分 别 切 BC , CA , AB 
F D,E, F.K AD, BE , 设 它们 交 于 点 C, 过 G 作 圆 01, 切 4B ,4C FL, Li; Pk 
G 作 圆 0,, 切 Bh4,BC FM, Mt G 作 圆 03, 切 CB, Ch F.N, N, , WA O, , l 
02,0 0, 即 为 所 求 作 . 
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马鞭 罗 尼 圆规 问题 “任何 可 用 圆规 和 直 尺 作出 的 图 形 均 可 只 用 圆规 作 
H.O 

这 个 命题 是 意大利 的 马 软 罗 尼 (L.Mascheroni,1750 一 1800) 提出 的 ,在 1797 
年 于 帕 维 阿 出 版 的 《圆规 的 几何 学 》( La geometria del compasso) 一 书 中 ,他 用 巧 
妙 的 方法 解决 了 这 个 问题 . 

1928 年 ,丹麦 数学 家 叶 尔 姆 斯 列 夫 (J.Hijelmslev,1873 一 1950) 在 哥本哈根 
一 家 书店 里 发 现 一 本 名 为 《 欧 几 里 得 - 丹麦 本 》( Euclides Danicus) 的 书 ,是 一 个 
不 出 名 的 作者 莫 尔 (G.Mohr,1640 一 1697) 在 1672 年 出 版 的 . 从 书 名 看 , 它 不 过 
是 欧 几 里 得 4 几何 原本 》 的 译本 或 译注 ,但 是 叶 尔 姆 斯 列 夫 发 现 ,这 本 书 实质 上 
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包含 了 马 软 罗 尼 问题 ,而 且 早 在 马 歌 罗 尼 之 前 已 经 完全 解决 了 这 个 问题 . 

用 圆规 和 直 尺 作 图 ,不 外 乎 是 如 下 一 些 基本 作 图 的 组 合 :@ 通过 两 点 作 直 
线 ;@ 给 定 圆心 和 半径 画 圆 ;@) 找 出 两 条 直线 的 交点 ;@ 找 出 一 直 条 线 和 一 个 
圆 的 交点 ;@ 找 出 两 个 圆 的 交点 . l 

由 于 不 用 直 尺 不 能 画 出 联结 两 点 的 直线 ,所 以 在 马 软 罗 尼 的 理论 中 , 必须 
把 一 条 直线 想象 成 是 由 它 上 面 任意 两 点 所 决定 的 ,而 该 直线 上 的 其 他 点 则 可 利 
用 圆规 来 确定 ( 见 下 述 辅助 命题 1) .由 于 基本 作 图 @ ,@ 可 以 单 用 圆规 完成 , 因 
此 只 需 证 明 单 用 圆规 就 可 以 完成 基本 作 图 @ 和 @@ RITT. 

ATRN fs , WU SO BS ER. 

辅助 命题 1 ”将 一 已 知 线段 PQ( = a) 延长 到 (或 缩 
短 到 )X, 使 QX = b. 

(1) 如 图 6.110, 以 Q 为 中 心 ,b AERAN, FRA P 
PHPO, EKKAN, 设 两 驱 相 交 于 点 H 和 
于 (显然 ,H MH 关于 直线 PQ 对 称 ). 

(2) 设 HH = hh, 以 Q APO, A h ABAM, A 
分 别 以 HMHE 为 中 心 ,以 5 为 半径 画 两 弧 , 它 们 与 先 作 图 6.110 
之 弧 ( 即 圆 Q(h)) ZFA KAK (KK H'H 构成 一 等 腰 梯 形 , HH' // KK , KK' = 
2h, HH = h,HK = H'K' = b. 若 记 KH = d, 由 托 勒 密 定理 ,d? = b? + 2h?). 

(3) 分 别 以 K 和 KK' 为 中 心 , d 为 半径 画 弧 , 设 两 弧 相 交 于 $. 由 对 称 性 ,点 S 
一 定 在 PQ WEKRE, H QS? = K'S? - K'Q2 = d- h? = b+h. 

(4) DIA KAK 为 中 心 ,以 QS 长 为 半径 画 弧 ,两 弧 相交 于 点 X, WA X 
在 PQ 的 延长 线 上 , 且 QX = 5( 因 为 QX? = K'X?- QK? = QS- QK? = b+ 
hk? -k? = b2). 

辅助 命题 2 ”只 用 圆规 作 三 条 已 知 线段 m,n,s 的 第 四 比例 , 即 作 线段 x = 


如 图 6.111, 以 m,n 为 半径 画 两 个 同心 圆 ,在 圆 O( m) 
t3 AB = s. 分 别 以 4,B 为 圆心 ,以 同样 的 半径 画 弧 分 
别 交 圆 O(n) 于 H 和 K(AH = BK), 则 HK = x = Z(E% 
人 04B o A OHK). 

下 面 来 解决 基本 作 图 @ 和 人 @. 

基本 作 图 @ ”只 用 圆规 , 作 直 线 AB 和 CD 的 交点 . 

如 图 6.112, 作 出 C, 关于 直线 4B 的 对 称 点 C" ,有 . 
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记 CD = e,CC' = c,DD' = d, WRB x, W x = 
OREBE 1,2, 可 以 仅 用 圆规 完成 ). 分 别 以 


C 十 


C 和 C' 为 中 心 , 以 x 为 半径 画 弧 , 其 交点 S 即 为 直线 4B 4 


与 CD 之 交点 .显然 ,5S 在 直线 4B 上 .又 ,根据 = <je 
易 证 , $ 也 在 直线 CD 上. 

基本 作 图 @ ”只 用 圆规 ,确定 一 个 已 知 圆 0(7) 与 
已 知 直线 AB 的 交点 

如 图 6.113, 作 点 0 关于 直线 AB 的 对 称 点 0' , 作 圆 
O'(r),B] 0'(r) 与 圆 O(r) 的 交点 即 为 AB 与 圆 0(7) 的 
交点 . 

如 果 AB 刚好 通过 圆心 0, 则 可 利用 辅助 命题 1 的 方法 
把 AB 延长 或 缩短 r, 问 题 即 可 解决 . 图 6.113 

这 样 ,五 个 尺 规 基本 作 图 就 都 可 以 只 用 圆规 来 完成 ,从 而 所 有 能 用 尺 规 完 
成 的 作 图 题 都 可 以 只 用 圆规 来 完成 . 


党 只 用 直 尺 作 图 问题 


只 用 直 尺 作 图 问题 ”只 要 在 平面 上 给 出 一 个 定 圆 及 其 圆心 ,任何 一 个 可 
以 用 圆规 直 尺 作出 的 图 形 都 可 以 只 用 直 尺 把 它 作 出 来 . 

早 在 1759 年 , 兰 伯 特 就 在 其 著作 中 提出 并 解决 了 一 整套 只 用 直 尺 作 图 问 
题 . 继 之 , 庞 斯 莱 于 1822 年 在 他 的 论著 中 证 明了 能 用 直 尺 和 圆规 完成 的 所 有 作 
图 题 (除了 作 圆 弧 以 外 ) 都 能 单 用 直 尺 做 到 ,这 需要 事先 给 出 一 个 固定 的 圆 及 
其 圆心 .但 是 从 整体 上 完全 解决 这 个 问题 者 归于 施 坦 纳 .1833 年 , 施 坦 纳 在 柏林 
发 表 了 他 的 名 著 《 用 直 尺 和 一 定 圆 进行 的 几何 作 图 》, 非 常 优美 地 从 理论 上 解决 
了 这 个 问题 , 故 世 人 常 把 此 问题 称 为 施 坦 纳 直 尺 问题 . 

要 解决 单 用 直 尺 作 图 这 一 课题 ,只 需 解 决 如 下 两 个 基本 命题 : 

I . 单 用 直 尺 ,作出 已 知 直线 和 已 知 圆 的 交点 . 

I[. 单 用 直 尺 ,作出 两 个 已 知 圆 的 交点 . 

为 叙述 方便 起 见 , 先 解 决 几 个 预备 题 . 

预备 题 1 单 用 直 尺 作 一 直线 ,使 通过 已 知 点 , 且 平 行 于 已 知 直 线 . 


(1) 如 图 6.114, 若 已 知 直 线 a 上 4,B 两 点 及 线段 4B 的 中 点 叶 , 欲 过 直线 a 


外 一 点 P 作 平 行 于 a 的 直线 ,可 如 下 作 图 :在 AP 的 延长 线 上 任 取 一 点 5, 联结 y 
SM , BP , 设 它们 相交 于 点 .联结 5B, AN, 设 它们 相交 于 点 0, 则 PQ // a. H 
(2) 一 般 情况 需 利用 给 定 的 圆 大 及 其 中 心 0. 如 图 6.115 ,在 已 知 直线 上 任 H 
取 一 点 M EAR MO 交 圆 kk 于 U,V 两 点 ,此 时 点 0 是 线段 UV 的 中 点 ,运用 上 M 
述 (1) 中 的 方法 ,可 以 单 用 直 尺 作出 一 条 与 UV 平行 的 直线 . 设 该 直线 交 直 线 a | 了 
于 点 4, 交 圆 上 于 点 X,Y. 作 圆 的 直径 XOX', YOY 及 直线 XY ,X'Y 交 直 线 a。 | Š 
于 点 B, 则 点 M 必 是 线段 48 的 中 点 .再 接 下 去 就 可 以 利用 (1) 中 所 述 的 方法 作 D 
平行 线 了 . L 
s x 
P, Q b 
@ 
A M B| 
Æ 6.114 Æ 6.115 


利用 作 平 行 线 , 我 们 可 以 平移 一 个 已 知 线段 ,使 其 一 端 位 于 指定 点 . 

预备 题 2 ” 单 用 直 尺 ,过 一 已 知 点 已 作 一 已 知 直线 a 
的 垂 线 . 

如 图 6. 116, 作 直线 a 的 平行 线 交 贺 0 于 U,V. 作 直 
径 UOU' ,联结 VV. 过 P 作 直线 U'V FIT b, N b 必 
垂直 于 a. 

预备 题 3 ” 单 用 直 尺 ,从 一 个 已 知 点 (M) 向 指定 方 图 6.116 
向 (MT) 作出 已 知 距离 (PQ). 

如 图 6.117, 根 据 预 备 题 2, 把 线段 PQ 平移 到 MK 位 置 ,过 0 作 半径 OU // 
MT,OV // NHK, 再 过 天 作 KV /UV, 交 MT 于 N, 则 MN = PQ. 

预备 题 4 单 用 直 尺 , 作 已 知 线段 m,n,p 的 第 四 比例 项 . 

如 图 6.118, 在 射线 AT LRAB = m, BC = n, 在 射线 AS LRAD = p( 据 
预备 题 3, 这 些 都 可 以 单 用 直 尺 完成 ) ,再 作 CE // BD. 设 CE XAS 于 E, 则 


DE = mp, Bl DE Æ m,n, p 的 第 四 比例 项 . 
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(a) (b) 
图 6.117 图 6.118 


预备 题 5 ” 单 用 直 尺 , 作 两 已 知 线段 a,b 的 比例 中 项 . 
如 图 6.119, 设 定 圆 上 的 直径 UV = d ,依次 作 线段 c = 


a+b,p = Ma,g = $. 再 在 直径 Uy 上 取 一 点 M, 使 ⁄ JN 
UM = p,ËL M fEMN | UV ZA k 于 N( 根 据 预备 命题 2，" á 
可 以 单 用 直 尺 完 成 ) , 则 * = MN = V pq. 最 后 作出 线段 x， 


使 x 三 了 s, 则 


图 6.119 
x = ar b Vpg = s+b Lab = V ab 
有 了 这 些 预备 题 ,解决 两 个 基本 作 图 问题 就 比较 简单 了 . 


基本 命题 I 的 解决 

在 单 用 直 尺 作 图 时 , 当 一 个 圆 的 圆心 和 半径 已 知 时 ， 
就 认为 这 个 圆 已 被 确定 了 . 设 已 知 圆 的 圆心 为 C、 半 径 为 
r. 已 知 直线 为 a, 要 找 直线 和 圆 的 交点 万 ,了 .假定 大, 了 已 
经 找到 (图 6.120), M 是 线段 XY RHEA, LIE CM = d, 
则 


MX = MY = /”- d: = /(r+ d)Xr = d) 图 6.120 

由 预备 题 2, 垂 线 CM 可 以 先行 作出 ,点 M 和 线段 d 可 以 求 得 .根据 预备 题 3,r + 
d Alr- d 可 以 作出 .由 预备 题 5,r + d 和 r - d 的 比例 中 项 可 以 作出 , 即 MX 和 
MY 可 以 作出 .可 见 交 点 X, Y 可 以 单 用 直 尺 确定 . 

基本 命题 H 的 解决 

如 图 6. 121, 设 已 知 两 圆 的 圆心 为 4,B, 半 径 分 别 
为 a,b, 连 心 线 长 AB = c EREZA X, Y. AJE 
XY ZAB 于 MM. 记 AM = p,MX = x, 易 得 

b? = a + c? -2cp 


所 以 p = Elat è- P) = 


9 


去 (v a? + c2 + b)(V a + c2 — b) 
根据 预备 题 2,3,4, 这 样 的 线段 p 是 可 以 单 用 直 尺 作出 的 . 


又 ,MX = x = V a2 -p = /(a + p)(a --p) 也 可 以 单 用 直 尺 作出 (预备 
题 5). 

既然 AM 和 MX 都 能 单 用 直 尺 作出 ,点 X, Y 自然 就 能 作出 了 . 

这 样 就 完全 解决 了 施 坦 纳 的 单 用 直 尺 作 图 问题 了 . 

施 坦 纳 的 单 用 直 尺 作 图 中 ,要 预先 有 某 个 固定 的 圆 并 知道 它 的 圆心 ,否则 
将 无 法 完成 .可 以 证 明 , 若 只 给 出 某 个 圆 ,但 没有 给 出 其 圆心 , 那 只 用 直 尺 来 完 
成 所 有 尺 规 作 图 是 不 可 能 的 .即使 预先 给 出 两 个 不 相交 的 圆 ,但 未 给 出 它们 的 
圆心 ,也 不 能 仅 用 直 尺 作 图 .但 是 ,两 个 相交 的 圆 ,或 三 个 未 给 出 圆心 的 不 相交 
的 圆 , 却 完全 可 以 代替 施 坦 纳 直 尺 问 题 中 的 给 出 圆心 的 圆 了 . 


党 分 割 三 角形 等 周 问题 


问题 ”在 公 4BC 中 取 一 点 0, 与 三 顶点 相连 . 形成 A AB0 ,A BCO , 
A C40 ,使 三 者 有 相同 周 长 .中 

这 一 作 图 题 20 世纪 30 年 代 在 美国 数学 界 广 为 传 布 .在 《美国 数学 月 刊 》 第 
45 卷 (1938) 问题 征 解 栏 中 刊登 后 ,一 时 沸沸扬扬 , 群 相 议论 .探索 “踏破 铁 鞋 
无 观 处 ,得 来 全 不 费 工夫 ”: 却 同时 出 现 两 个 都 归结 为 阿波 罗 尼 斯 第 10 问题 的 
作法 . 

作法 1 如 图 6.122 所 示 . 

(1) 作 AABC 的 内 切 圆 , 在 三 边 上 的 切 点 为 
D',D;, D;. 

(2) 分 别 以 4, B,C 为 心 ,4D;, BD1, CD 为 半径 
作 三 圆 ,三 者 两 两 相 切 . 

(3) 作 圆 与 三 互 切 圆 相 切 , 切 点 分 别 为 4',B'， 
C , 记 圆 心 为 0. 0 就 是 所 求 点 . 

证 明 RA 0 的 半径 为 R, 那 么 在 ABCO 中 ， 
周 长 


p(BCO) = OB + OC + BC = 


O 沈 康 身 .数学 的 魅力 (一 )[M] .上 海 : 上 海 辞书 出 版 社 ,2004:183-187 
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(x) g ao — 3 = = = m = 
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(OB + BD,) + (OC + CD,) = 
(OB + BB') + (OC + CC') = 2R 


类 似 地 计算 ,可 得 
" p(ABO) = p(C40) = p(BCO) = 2R 
从 命题 获 证 . 
500 作法 2 ”如 图 6.123 所 示 . 
š (1) IA A,B,C 为 心 ,对 边 长 a,b,c 为 半 
高 | ” 径 作 三 圆 .三 者 两 两 相交 . 
£ (2) 在 三 相交 圆 公共 部 分 内 作 圆 与 三 圆 相 切 ， 
= 切 点 分 别 为 4',B',C', 记 圆心 为 0. 0 就 是 所 求 
(F) 点 . 

证 明 BE 0 的 半径 为 ,那么 对 全 480 来 
说 , 它 的 周 长 可 经 过 计算 
© OA =44' -04 =a-r 


OB = BB' - OB' = b — r 
OC = CC - 0C = c-r 
于 是 p(ABO) = OA + OB + AB = (a - r) +(b -— r) +c = 
a+b+c-2r 
类 似 地 计算 ,可 得 
p(BCO) = p(C40) =a +b +c —-2r 
命题 获 证 . 


党 分 割 三 角形 等 积 问题 


意大利 比萨 城 的 著名 数学 家 斐 波 那 契 从 讲 一 对 兔子 繁殖 赢得 八 百年 世界 
声誉 .在 传世 的 五 部 专著 中 可 知 他 不 但 在 数量 上 有 许多 创见 ,在 图 形 方面 也 迭 
出 独到 见解 .这 里 选 述 一 则 发 表 在 《几何 实践 y》(1220) 中 的 作 图 题 : 

问题 ”已 给 入 4BC 内 一 定点 P, 边 AB 上 一 定点 Q@ ,在 边 BC, CA 上 各 取 一 
点 R, S, ERE Po , PR, PS 分 三 角形 为 三 个 四 边 形 , 且 三 者 面积 相等 . 

作法 “” 斐 波 那 契 原 著作 法 ,如 图 6.124 所 示 . 

(1) 在 《原本 》 卷 1 命题 37 思路 指引 下 , 作 CD // PA, 又 作 CE // PB ,3 AB 
的 延长 线 于 D,E. 

(2) 在 AB 延长 线 上 取 下 ,使 QF = DE ,那么 


ee o 


SABPC = SAPBE，SAPC = Saran, Sapoe = SA4BC 
于 是 SAPOF = Sapoe = SAABC 

(3) 在 AB 延长 线 上 又 取 GC, 使 CC = T gF, 
就 得 


Sam = Sas 


(4) 作 GR // BP, 交 BC FR,Sapp = Sape, 
因此 


6.124 


1 
SpgBR = 3 SAABC 


(5) 在 直线 AB 上 又 取 QL = T bg, LS // PA, 交 AC F S, X43 


SA POAS = d sa 


(6) 显然 Sprcs = 3 Saasc- B fy BIRAf.. 


党 分 割 三 角形 面积 成 比例 问题 


阿拉 伯 数 学 家 阿尔 . 卡 西 有 专著 《算术 之 钥 》《 量 圆 》 等 传世 . 
阿尔 - 卡 西 的 故乡 在 今 伊朗 境内 .2000 年 11 月 伊朗 喀 山 大 学 曾 举办 阿尔 . 
卡 西 国际 学 术 讨 论 会 ,中 国 科学 院 院士 吴 文俊 应 邀 出 席 盛会 . 在 《算术 之 钥 》 中 
A: l 
问题 ”如 图 6. 125 ,在 三 角形 内 部 求 一 点 ,使 CA 


它 与 三 顶点 相连 得 三 个 三 角形 :其 中 第 一 个 的 面 
积 是 第 二 个 的 一 半 ,第 二 个 的 面积 是 第 三 个 的 二 ， A 
RKAS MARARA UERK. 5 E LDC 


解 ” 设 三 角形 为 4BC,D,E 二 点 分 BC 为 三 图 6.125 
部 分 ,DC = ĻED,ED = BE, DC : ED : | 
EB =1 : 2 : 6. Š% AD , AE , J| AACD 的 面积 是 全 4DE 的 面积 的 一 半 , 全 4DP 
J BU A AEB ftJ IH 8100 (URE) 4 6 fii 1.47). IRJA D B| AC 的 平行 线 


DG, JÀ E 5| AB 的 平行 线 EI, DG 与 EI 相交 于 FF, 这 就 是 所 求 点 .如 果 联 结 FA, 
FB, FC ,得 全 AFC , 它 的 面积 等 于 A ADC 的 面积 (顶点 在 底 边 平行 线 上 的 一 切 
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三 角形 ,其 面积 相等 ) . 

同 理 , 全 4FB 的 面积 与 人 4BB 的 面积 也 相等 ,余下 的 AFC 的 面积 等 于 
AADE 的 面积 . 

AIE, AAFC 的 面积 等 于 AFC 的 面积 的 一 半 , 而 后 者 的 面积 又 等 于 


AAFB 的 面积 的 于. 这 就 是 我 们 所 要 求 的 


党 三 角形 的 等 腰 三 角形 分 割 定 理 


定理 1 正三 角形 可 以 分 割 为 三 个 或 三 个 以 上 的 任意 多 个 等 腰 三 角形 . 


证 明 `n =3 和 n = 4 时 ,可 按 图 6.126 
的 方式 进行 分 割 , 知 命题 成 立 . 

假设 当 n = 2k -1 和 nm = 2k 时 ,也 可 以 分 人 2 
割 成 功 ,并 且 在 分 割 出 的 等 腰 三 角形 中 都 有 一 


个 顶 角 为 120, 底 角 为 30 的 等 腰 三 角形 ( 因 
n =3,n = 4 时 都 出 现 这 种 情形 ) ,于 是 只 要 再 "m 
按 图 6.127 所 示 的 方式 将 其 中 这 个 等 腰 三 角形 
分 割 为 三 个 等 腰 三 角形 , 即 知 当 n = 2(k + 1) - 
1=2k+1 和 n = 2(k + 1) = 2k +2 时 命题 也 了 人 
成 立 . 并且 在 所 分 割 出 的 等 腰 三 角形 中 仍然 包 
含有 顶 角 为 120 ,两 底 角 各 为 30P 的 三 角形 .所 图 6.127 
以 ,对 一 切 自然 数 n > 3, 所 述 的 分 割 都 可 以 成 功 . 
定理 2D (1) 直角 三 角形 可 以 分 割 成 两 个 或 两 个 以 上 的 任意 多 个 等 厢 三 
角形 . 
(2) 锐角 三 角形 可 以 分 割 成 三 个 或 三 个 以 上 的 任意 多 个 等 腰 三 角形 . 
(3) 钝 角 三 角形 可 以 分 割 成 四 个 或 四 个 以 上 的 任意 多 个 等 腰 三 角形 . 
证 明 (1) 若 该 直角 三 角形 又 是 等 腰 三 角形 ,只 需 作 斜 边 上 的 高 即 可 将 其 
分 割 成 两 个 等 腰 直 角 三 角形 ,再 对 其 中 一 个 作 同 样 的 分 割 ,显然 等 腰 RtA 的 数 
量 可 达到 两 个 以 上 的 任意 多 个 . 
车 该 直角 三 角形 是 非 等 腰 的 ,我 们 将 采用 跨度 为 2 的 数学 归纳 法 证 明之 . 
D 分 割 成 两 个 的 情形 ,只 需 作 斜 边 上 的 中 线 , 如 图 6.128 即 可 . 
分 割 成 三 个 的 情形 : 先 作 斜 边 AB 的 中 垂 线 交 较 长 的 直角 边 BC 于 点 也 , 联 


O ” 孙 四 周 .关于 三 角形 等 腰 分 割 的 一 般 结 论 [ 本 .中 学 数学 月 刊 ,1999(10) :17-18. 


结 4D, 则 A ABD FE. X. AACD 为 直角 三 角形 , 作 边 AD 的 中 线 又 可 分 为 两 个 
等 腰 三 角形 , 故 可 完成 三 个 的 分 割 , 如 图 6. 129 所 示 . 


图 6. 128 图 6.129 


© 假设 可 将 任 一 非 等 腰 直 角 三 角形 分 割 为 klk > 2) 个 等 腰 三 角形 , 则 对 
于 非 等 腰 RtA4BC ,不 妨 设 Z C = 90? , 先 作 斜 边 AB 上 的 高 CD ,如 图 6. 130 所 
示 , 则 CD 将 A ABC 分 成 两 个 直角 三 角形 , 其 中 至 少 一 个 不 等 腰 , 不 妨 设 为 
AACD. 


根据 归纳 假设 ,全 4CD 可 以 分 割 成 上 个 等 腰 三 角 
É. m ABCD 只 要 作 边 BC 上 的 中 线 ,就 可 分 割 为 两 个 š 
等 腰 三 角形 ,从 而 A ABC 可 分 割 为 (k + 2) 个 等 腰 三 
A D B 


角形 . 

故 命题 (1) 得 证 . 

(2) 对 于 锐角 人 4BC , 作 边 AB 上 的 高 CD ,如 图 
6. 131 所 示 , 因 Rt 全 4CD K RtA BCD 都 可 分 割 为 两 个 或 两 个 以 上 的 任意 多 个 等 
腰 三 角形 , 故 2 ABC 可 分 割 为 四 个 或 四 个 以 上 的 任意 多 个 等 腰 三 角形 . 

下 面 只 需 证 明 A ABC 也 可 分 割 为 三 个 等 腰 三 角形 即 可 . 事实 上 , 因为 
A ABC 为 锐角 三 角形 , 故 其 外 心 点 0 在 A ABC 内 部 ,联结 04,08 ,0C ,如 图 
6. 132 所 示 , 则 OA = OB = 0C. 证 毕 . 


A 


图 6.131 图 6.132 


(3) 对 钝 角 公 A4BC ,不 妨 设 人 C 为 钝 角 , 则 作 CD 上 AB, ŒE D VERE 
AB 内 部 ,也 即 CD 将 A ABC 分 为 两 个 直角 三 角形 ,参照 (1) 即 知 (3) 成 立 . 
定理 3 非 直 角 三 角形 可 分 割 为 两 个 等 腰 三 角形 的 充 要 条 件 是 :有 两 个 内 


角 之 比 为 地 或 二 ,而 且 这 两 角 中 的 较 小 者 小 于 于 


图 6. 130 


(> 


Eimin ao — a= === 


n fm 瑰 = 


NO 
ON 


证 明 ”充分 性 .在 全 4BC H, EGB = 1 B. ZB < 于 ,如 图 6.133 所 示 . 
HZB < ZC < MJ ZA = =- (Z B + ZC) > 1 > ZB,fE Z BAD = 


s Z B, Waj A ABD K AACD 均 为 等 腰 三 角形 . 
JL 
# ASE = T B ZB < Z , Im] 6.134 所 示 ,可 作 BCD = a, 亦 可 见 
Š ABCD 及 AACD 均 为 等 腰 三 角形 . 
: ed 
条 
定 
理 
(下 ) 
图 6.133 图 6. 134 
@ 必要 性 . 若 公 4BC 可 以 分 割 成 两 个 等 腰 三 角形 ,不 妨 设 分 割 线 是 4D, 如 图 


6.135 所 示 . 对 A ABD MA, 其 等 腰 的 可 能 性 共有 如 下 三 种 :4B = AD; 
@AB = BD;®AD = BD. 下 面 讨论 : 
车 48B = 4D, 如 图 6. Z ADC 必 为 钝 角 , 故 AADC 


SE — DA = DCoOLC = £ py +EHEzZc<3 


AN A 


H 6.135 6. 136 


© # AB = BD ,如 图 6.137 所 示 , 人 4DC $E — DA = DC—Z C = SE 
ZCAD = $o <S . L B Zc < z. 


© # AD = BD, 如 图 6.138 所 示 , 则 公 ACD 等 腰 不 可 能 是 D4 = DC( 否 则 
即 知 DA = DB = DC, 从 而 A ABC 为 直角 三 角形 ) ,只 能 是 4D = AC RAC = 
CD. 


图 6.137 图 6. 138 

AD = AC ZC = ZADC = 2a R.2a < es OE = EB < Si 

AC = CDe Z CAD = Z ADC = 2a H 2a < 2 =Z BAC = 3a Ha < 于 二 
£B 
ZA = A R ZB<— k 

例如 , 若 某 三 角形 三 内 角 为 3 ,70? ,80° , 则 它 不 可 能 分 割 成 两 个 等 腰 三 角 
É. 

推论 1 正三 角形 不 能 分 割 为 两 个 等 腰 三 角形 . 

推论 2 ”等 腰 三 角形 能 分 割 成 两 个 等 采 三 角形 的 充 要 条 件 是 ,三 内 角 为 下 


列 形式 之 一 : (45°,45° ,90P) ;(72 ,72 ,36*) ; (36°,36°,108°); S, S: 


证 明 ” 设 等 腰 三 角形 的 三 内 角 为 a,a,180 — 2c , 则 它 能 分 制 成 两 个 等 
三 角形 的 充 要 条 件 是 下 列 情形 之 一 成 立 : 

D180 - 2a = 2a; 

@a = 2(180 - 2a); 

D180 — 2a = 3a; 

a = 3(180 - 2a). 

分 别 解 出 中 ,@ ,四 ,@ 中 的 角 Ñ , 即 可 得 三 个 角 的 度数 正如 推论 2 所 列 . 

推论 3 ” 钝 角 三 人 的 比 


这 只 是 一 个 充分 条 件 ,限于 入 由 ,证 明 从 咯 
三 角形 的 锐角 三 角形 剖 分 问题 


定理 1 非 锐角 三 角形 可 分 成 n 个 锐角 三 角形 的 充 要 条 件 是 n > 7.0 


O 肖 去 .关于 三 角形 的 锐角 三 角形 剖 分 []]. 中 学 教研 (数学 ),1995(9):20-21. 
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证 明 “充分 性 .由 图 6.139 可 知 . 


N 


n=7 n=9 
6.139 
必要 性 . 先 对 三 角 剖 分 的 前 分 点 进行 分 类 . 
第 一 类 剂 分 点 :在 原 三 角形 边界 上 的 训 分 点 和 在 某 一 剖 分 三 角形 边 上 但 不 
是 该 剖 分 三 角形 顶点 的 内 剖 分 点 . 


第 二 类 剖 分 点 :不 在 任 一 剖 分 三 角形 边 上 的 内 剖 4 
分 点 . G 

图 6.140 中 边界 上 的 剖 分 点 D,E,F, G 都 是 第 一 KGN 
RRUA KR H ERAR a A ` 
EP — 388825 K. ae 

设 某 锐角 三 角 剖 分 非 锐角 三 角形 为 n 个 锐角 三 


角形 ,我 们 证 明 n > 7. 

设 此 前 分 有 r 个 第 一 类 剖 分 点 ,有 s 个 第 二 类 前 分 点 ,由 于 环绕 第 一 类 剂 
分 点 至 少 有 三 个 锐角 ,环绕 第 二 类 剂 分 点 至 少 有 五 个 锐角 , 原 三 角形 中 的 非 锐 
角 必 须 剖 分 ,至 少 提供 四 个 锐角 ,于 是 有 

3r+5s +4 < 3n 

又 因 第 一 类 齐 分 点 提供 痢 分 三 角形 内 角 的 总 度数 为 180 ,第 二 类 前 分 点 提 

供 360? ,所 以 有 
r x 180° + s x 360 + 180° = n x 180° 


即 n=r+2s+1 
因此 3r+5s+4<3n=3r+6s+3 
得 s>1 


即 此 前 分 至 少 含 一 个 第 二 类 剖 分 点 . 

E s > 2, 由 于 每 个 第 二 类 剖 分 点 至 少 关 联 五 个 前 分 三 角形 ,两 个 第 二 类 剂 
分 点 至 少 关联 十 个 剖 分 三 角形 ,其 中 至 多 有 两 个 前 分 三 角形 同时 与 两 剖 分 点 关 
联 , 所 以 剖 分 三 角形 总 数 n 二 2x5-2= 8. 

若 * = 1 我 们 证 明 此 时 必 有 r > 3, 从 而 n= r+2s+1>56. 

现 证 r > 3, 若 否 r < 3, 则 唯一 的 一 个 第 二 类 剂 分 点 至 多 有 三 条 连 线 与 其 
他 剖 分 点 相连 ,而 过 第 二 类 剖 分 点 至 少 有 五 条 连 线 ,所 以 至 少 有 两 条 与 原 三 角 


Treasure Geometry 以 


S 
ON 


形 顶 点 相连 , 原 三 角形 的 三 个 内 角 至 少 被 剖 分 成 五 个 锐角 ,于 是 有 
3r+5s+5<3n=3r+6s+3 
得 s 二 2, 与 s = 1 了 矛盾 . 
定理 2 ”锐角 三 角形 可 分 成 n(n > 1) 个 锐角 三 角形 的 充 要 条 件 是 m = 4 
An > 6. 
证 明 ”充分 性 .由 图 6.141 可 知 . 


(x) a= — 3 = = g a 


$ 
b 


图 6.141 

必要 性 .如 对 非 锐角 三 角形 剂 分 的 必要 性 证 明 可 知 : 

# s >2# n>8. 

#r s = 1 必 有 rr > 3,ËK n > 6. 

我 们 只 需 考查 s = 0 的 情形 ,我 们 证 明 此 时 原 三 角形 三 内 角 必 不 剖 分 . 

事实 上 , 若 否 , 则 有 3mr > 3r+5s +4, 从 而 3(r +2s +1) 守 3r+5s+4, 可 
得 s >> 1, 与 ; = 0 了 矛盾. 

HEHE > 个 第 一 类 前 分 点 ,其 中 m 个 在 原 三 角形 边 上 , r 个 在 原 三 角 
形 内 部 . 

# r> > 0, 则 由 于 过 内 部 第 一 类 齐 分 点 0 必 有 四 条 连 线 , 且 由 于 原 人 4BC 
的 三 内 角 不 被 前 分 , 故 0 不 可 能 与 原 三 角形 顶点 相连 ,所 以 至 少男 有 四 个 第 一 
类 剖 分 点 ,从 而 r> 5,n = r+ 1 之 6( 图 6.142(a)). 

若 r> = 0, 此 时 前 分 点 都 在 原 三 角形 的 边界 上 ,不 妨 设 在 边 BC 上 有 第 一 类 
HDA 0, 由 于 过 0 至 少 有 四 条 连 线 , 除 OB , OC 外 还 应 与 另 两 个 第 一 类 剖 分 
点 相连 ,所 以 r > 3,n > 4( 图 6.142(b)). 

FHE n < 5.ËB[|| r, < 4,# rn = 4, 则 在 诛 三 角形 某 一边 上 (不 妨 设 BC ) 至 少 
含有 两 个 第 一 类 剂 分 点 01, 02, 过 0, RER 018 , 0102 外 ,还 应 与 另 两 个 第 一 
类 剂 分 点 Pi, P, 相连 ,由 于 r, = 4, 除 01, 02, P1, P, 外 再 无 其 他 前 分 点 ,过 0, 
只 能 联结 0201, 02C 和 02P:, 不 存在 四 条 连 线 , 不 可 形成 锐角 三 角 齐 分 ,所 以 
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图 6.142 
ri 4,n  5(Ë 6.143). 4 
对 于 钝 角 三 角 剖 分 和 直角 三 角 剖 分 , 易 证 下 述 结 ë 
果 : 
定理 3 ”一 个 三 角形 可 分 成 n(n > 1) 个 钝 角 三 角 
形 的 充 要 条 件 是 n > 3. i 
定理 4 ”一 个 三 角形 可 分 成 n(n > 1) 个 直角 三 角 图 6.143 
形 的 充 要 条 件 是 n > 2. 


定理 正方形 可 前 分 成 n 个 锐角 三 角形 的 充 要 条 件 是 n > 8.0 

证 明 ”充分 性 .如 图 6.144, 正 方形 的 边 4B, BC,CD 为 4 E D 
直径 向 正方 形 4BCD 形 内 作 半圆 ,并 取 AD HAE, A AE, NOSA 
ED 为 直径 向 正方 形 内 作 半 圆 , 易 见 这 五 个 圆 不 能 覆盖 正方 
JÉ ABCD. 

É F HBC HPA, G, H I T1E2rIÉ ABCD 内 不 被 五 个 
半圆 覆盖 部 分 , 且 G, HX: EF 对 称 , 则 以 G, HAKEA P F 
的 锐角 三 角 章 分 , 剖 分 三 角形 数 n = 8. 图 6.144 

n = 9,10 的 锐角 三 角 剖 分 如 图 6. 145,6. 146 所 示 . 


图 6. 145 


D 肖 雯 .关于 正方 形 的 锐角 三 角形 前 分 [ 相 ,中 学 教研 (数学 ) ,1994(5) :28-29. 
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又 任 一 锐角 三 角形 可 分 成 四 个 小 锐角 三 角形 ,如 图 6.147 所 示 , 所 以 对 任 
何 n > 8, 正 方形 总 能 齐 分 成 m 个 锐角 三 角形 . 

必要 性 .我 们 对 正方 形 的 三 角 章 分 的 剖 分 点 进行 分 类 . 

第 一 类 章 分 点 :正方 形 边 界 上 的 训 分 点 和 在 某 一 剖 分 三 角形 的 边 上 但 不 是 
该 三 角形 顶点 的 内 剖 分 点 . 

第 二 类 前 分 点 :不 在 剖 分 三 角形 边 上 的 内 前 分 点 . 

6.148 F, E, F HF —RR A, G 338 — 28144. 5 
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设 锐 角 三 角 剖 分 前 分 正方 形成 m 个 锐角 三 角形 ,有 r 个 第 一 类 前 分 点 ,s 个 
第 二 类 剖 分 点 .由 于 第 一 类 训 分 点 提供 剂 分 三 角形 内 角 的 总 度数 为 180? ,第 二 
类 前 分 点 提供 360? ,所 以 有 
r x 180° + s x 36(° + 4 x 90° = n x 180° 
r= n-2s-2 
X.H TEJ 2262 a =p ZNA ,围绕 第 二 类 前 分 点 至 少 有 五 个 
锐角 ,正方 形 4BCD 的 四 个 直角 必须 前 分 ,至 少 含 8 个 锐角 ,所 以 有 
3r+5s+8<3n 
由 3r+5s+8=3(n-2s -2)+5s+8=3n-s+2<3n 
必须 s > 2, 即 正方 形 的 任何 锐角 三 角 剖 分 至 少 有 两 个 第 二 类 前 分 点 . 
每 个 第 二 类 前 分 点 ,至 少 关联 五 个 锐角 三 角形 ,两 个 第 二 类 前 分 点 ,至 少 关 
联 十 个 锐角 三 角形 ,其 中 至 多 有 两 个 锐角 三 角形 同时 与 两 个 第 二 类 前 分 点 关 
联 ,所 以 记分 三 角形 的 个 数 n > 2 x 5-2 =8. 


党 正方 形 的 勾 股 剖 分 问题 


定理 。 如 图 6.149, 如 果 正 方形 可 剂 分 成 n 个 勾 股 形 ,那么 n > 5.0 
在 证 明定 理 之 前 , 先 介绍 两 个 引 理 . 


O 许 康 华 , 骆 来 根 .关于 正方 形 的 勾 股 前 分 [ 林 . 中 学 数学 ,1998(2) :26-27. 
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几何 /瑰宝 
引 理 1 三 边 长 都 是 整数 , 底 边 上 的 高 等 于 底 边 的 三 角形 不 存在 . 


512 ”如 图 6.150,E,F 分 别 在 正方 形 4BCD 的 边 4D, CD 上 , 则 剂 分 三 角 
JÉ AABE, A BCF ,A FDE , A EBF 不 可 能 都 是 勾 股 形 . 
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6.149 图 6.150 
证 明 (ipd 4-2 = f JE #5E: JE, H 人 BEF = 90, A DEF cn 


AABE, PE = AE . 按 勾 股 数 的 表示 方法 ,可 设 A DEF 的 三 边 分 别 为 2udi， 


(u? -o2)di,(u2 + 习 )di, 则 相应 的 全 4BE 的 三 边 分 别 为 2uvd;, (uw? - v?) dz, 
(u? + 2)d,, KAk u,v, did: C N E.(u,s) = l,u > pu,z 一 奇 一 侦 . 设 di = 
(di, d2)d'1, dz = (di,d2)d',,d'1,d'; € N. 考 虚 公 DEF 两 直角 边 的 比 ,下 分 两 
种 情况 讨论 . 


(D DE = 号 = 二 时 ,由 


AB = DE + EA 
知 (u? -uv2)d = (u? - v°)d; + 2usd, 
Bp (u? —- v? - 2us)d', = (u? - v?°)d'; 
因 ((w -2uw), (uw)) = (2w,u? - 62) = 1 
(did) = 1 
所 以 有 di = u -v — 2un,d', = wr 


可 见 dd ;都 是 奇数 ,于 是 ,di + d'3 J: 4m + 2( m € N) 型 的 数 , 不 可 能 是 平 
方 数 ， 


BF = V BE? + EF? = (u? + vw)V d? + d2 = 
(u? + 62)(d,,d,) V d'} + d'3 


就 一 定 是 无 理 数 . 
DE 2 
(2) 42E = 学 下 时 .由 


ET Geometry 
2uvdz = 2uvd; + (u? _ s2) d, 
Bp (2uv - u? + v°)d', = 2usd', 
因 ((2us - u? + v?), 2w) = (u? - o2.2us) = 1,(d'i,d',) = 1 
所 以 有 d', = 2wv — u? + v, d'3 = 2w 


现 构 作 A PQR, PS 是 底 边 QR 上 的 高 ,如 图 6.151 所 示 ,使 P 
~ QR = PS = 2w = d'2,QS = 2w - u? + v? = d'4, W] SR = 
u? -v°,PR = u2 + 号 .于 是 由 引 理 1 
PQ = V PS + SQ? = y d'} + d'} 


一 定 是 无 理 数 ,因此 ,在 图 6. 150 中 Q S R 
BF = V BE? + BF = (W? + 2) / dt + dŠ = 图 6. 151 


(u? + v?)(di, d2) v d'? + d’? 

是 无 理 数 . 

由 (1),(2) 知 引 理 2 成 立 . 

定理 的 证 明 ” 先 将 正方 形 的 勾 股 剖 分 的 剖 分 点 分 为 两 类 . 

第 一 类 齐 分 点 :在 正方 形 边 界 上 或 在 某 一 前 分 三 角形 边 上 但 不 是 该 三 角形 
顶点 的 内 部 前 分 点 . 

第 二 类 前 分 点 :至 少 是 两 个 剖 分 三 角形 共同 项 点 的 内 部 剖 分 点 . 

设 正方 形 剖 分 成 个 勾 股 形 后 ,其 中 有 r 个 第 一 类 剖 分 点 ,s 个 第 二 类 前 分 
点 , 因 每 个 第 一 类 前 分 点 提供 前 分 三 角形 内 角 的 总 度数 为 180 ,第 二 类 前 分 点 


提供 360? ,所 以 有 
r x 180° + s x 360 + 360 = mx180? 
即 r+2s+2=n (*) 
(1) 当 n = 3 时 ,由 式 (*),r = 1,s = 0, 即 只 有 一 个 第 4 
一 类 剖 分 点 ,自然 此 前 分 点 不 能 在 正方 形 对 角 线 上 , 故 正方 E 


形 剖 分 成 3 个 勾 股 三 角形 只 有 一 种 可 能 情况 ,如 图 6. 152 所 
示 , 但 此 时 A ABE 将 不 可 能 是 直角 三 角形 . 

(2) 当 m = 4 时 ,由 式 (x* ) 得 r = 0,s = 1 或 r = 2, C 
s =0. 若 r = 0,s = 1, 由 于 环绕 唯一 的 一 个 第 二 类 章 分 点 只 图 6.152 
能 是 4 个 直角 , 故 该 剖 分 点 只 能 是 正方 形 中 心 ,4 个 前 分 三 角 
形 将 不 是 勾 股 三 角形 ;车 r = 2,s = 0, 不 难 知 道 , 此 时 两 第 一 类 剂 分 点 不 可 能 
同 在 正方 形 内 .下 再 分 三 种 情形 . 

D 若 两 第 一 类 齐 分 点 五 ,下 分 别 在 正方 形 48CD 相 邻 两 边 4D ,CD 上 . 则 4， 
到 两 点 不 能 连 线 ,否则 人 4EF 不 是 直角 三 角形 , 故 有 ,下 两 点 应 连 线 ,为 使 钝 角 
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2< 


iy B misi Š INK 


一 几何 /瑰宝 


BFD 被 前 分 ,下 ,下 也 应 连 线 , 即 前 分 图 只 能 是 如 图 6.150 所 示 的 情形 ,由 引 理 
2, 满 足 要 求 的 前 分 不 存在 . 

© 若 两 第 一 类 剂 分 点 E, F 在 正方 形 4BCD 相对 两 边 4B , CD E. 

若 EE,F 不 连 线 , 则 4, 下 (或 四 ,下 ) 就 一 定 连 线 ,进而 E, CEER, aE 
A, C 也 应 连 线 ,但 A AFC 不 是 直角 三 角形 ,如 图 6. 153 所 示 . 

E E, F 连 线 ,要 使 四 边 形 AEFD 与 四 边 形 BEFC 都 被 剖 分 为 两 勾 股 形 , 必 
mA EF | 4B. 于 是 ,全 4FB 即 为 底 边 上 的 高 等 于 底 边 的 整 边 三 角形 ,但 据 引 ` 
理 1 这 是 不 可 能 的 ,因此 ,满足 要 求 的 剖 分 不 存在 . 

O 若 两 第 一 类 前 分 点 五 ,正中 的 一 个 妃 在 正方 形 4BCD 边界 上 .可 分 三 种 
情况 : 

车 4,D 与 点 5 都 不 连 线 ,E,F 就 应 连 线 , 且 有 EF | BC, X BEF, 
L CEF 中 有 一 个 是 钝 角 且 没有 被 剖 分 ,如 图 6.154 所 示 , 所 以 点 下 只 能 在 4C( 或 
BD) 上 ,4 O 形 将 不 会 全 是 勾 股 形 . 


F 


图 6.153 图 6.154 


车 4,D 与 点 5 都 连 线 ,由 引 理 1 知 满足 要 求 的 前 分 不 存在 . 

车 4,E 连 线 ,D,E 不 连 线 , 为 使 钝 角 AEC 被 剖 分 ,E ,FF 也 应 连 线 且 下 只 
能 在 AC 上 , 故 4 个 剖 分 三 角形 将 不 全 是 勾 股 形 . 

综 上 所 述 知 定理 成 立 . 
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七 、 轨 迹 


党 到 定点 与 定 直线 的 距离 比 为 定 值 的 点 的 轨迹 


定理 ”到 定点 与 定 直 线 的 距离 比 为 定 值 的 点 的 轨迹 是 圆锥 曲线 .车 定 值 e 
满足 0 < e < 1 轨迹 为 椭圆 ,e = 1 轨迹 为 抛物 线 ,e > 1 轨迹 为 双 曲 线 . 
WEH. 


党 到 定点 与 定 直线 的 距离 差 为 定 值 的 点 的 轨迹 


定理 动 点 P 到 定点 F 的 距离 与 到 定 直 线 y 轴 的 距离 的 差 为 定 值 m, 当 
I m | 小 于 定点 到 定 直 线 y 轴 的 距离 a(a > 0) 时 ,才能 表示 一 条 完整 的 抛物 
R.O 

不 妨 设 定点 为 F(a,0),a > 0, 定 直线 为 y 轴 , 动 点 
P(x,y) 到 定点 下 的 距离 与 到 定 直线 y 轴 的 距离 的 差 为 N P(x,y) 
m( 常 数 ) ,过 点 已 作 y 轴 的 垂 线 , 垂 足 为 W, 如 图 7.1 所 示 ， 


则 
IPFI-I PN 1= m L 
所 以 V(x-a)} +y -l1 z 1= m 
即 V(x=-a) +y =l x ]+m aii 
讨论 (1) ”* x >> 0 时 ,可 得 
(x — a)2 +y = (x + m) 
整理 得 
P = 2(m + a)(x - 3 ),x>0 
(2) 34 x < 0 时 ,可 得 
(x - a)2 + 22 = (-—- x + m) 
整理 得 y = 2(a - m)(x - ur 4),x < 0 


D XH. PERTE ARAE N 22 ye a J s£ 005 [1] .中 学 数学 月 刊 ,1999(9):19-20. 


OA 


(x) g a — — = = 8 m<— = 


2< 


ishpa B mis anmik 


几何 /瑰宝 


分 析 上 述 (1),(2) 看 似 是 两 条 抛物 线 ( 有 相同 的 焦点 F(a,0)), 实 质 隐 
含 较 多 的 内 容 , 应 受到 抛物 线 开口 方向 及 变量 x 的 影响 . 

(1) 当 m = 0 时 ,显然 轨迹 方程 为 六 = 2a(x - >) 为 完整 开口 向 右 的 抛 
物 线 . 

(2) 当 m > 0 时 , 因 a > 0, 则 mm + a > 0. 

Q O< m < a, W a-m > 0, 上 述 轨迹 方程 为 y? = 2(m + a)(x - 
下) ,是 一 条 完整 的 开口 向 右 的 抛物 线 . 

@ 车 a = m > 0, 轨 迹 方 程 为 y? = 4ax(x 宇 0) 或 y = 0(x < 0), 为 一 完 
整 的 开口 向 右 的 抛物 线 及 x 轴 负 半 轴 射线 . 

@# m > a > 0, 此 时 a - m < 0, 上 述 轨迹 方程 为 开口 向 右 的 抛物 线 
P =2(m + a)(x 一 全 3 下), 顶 点 (4 下 ,0) 在 x 轴 的 半 负 轴 上 , 且 满 足 x > 0 
的 部 分 , 以 及 开口 向 左 的 抛物 线 y = 2(a - m)(x - 
mta) KO ,0) 在 x 轴 的 正 半 轴 上 , 且 满 足 x < 0 
的 部 分 (这 两 部 分 抛物 线 共 焦 点 F(a,0)), 如 图 7.2 所 示 . 

(3) m < 0 时 , 因 a > 0, 则 a-m>0. 

O #a+m > 0, 即 m > -a, 上 述 轨 迹 为 开口 向 右 的 完 


整 的 抛物 线 2 = 2(a - ma - HG > 0), 顶点 


2 
(5,0) 在 * 轴 正 半 轴 上 ， 
Q@ 若 c+m=0, 即 m=-a 时 ,上 述 轨迹 为 射线 y = 0,(x > a). 
加 车 a + m < 0, 即 m <- aa 时 ,上 述 轨迹 为 开口 向 左 的 抛物 线 y* = 
2(m +a)(x -3 四), 顶 点 (3 加 ,0) 在 x 轴 的 正 半 轴 
E EWE x > 0 的 部 分 ,以 及 开口 向 右 的 抛物 线 y? = 
2(a - m) Ca - TS) ,顶点 (对 二,0) 在 < 轴 的 负 半 轴 


上 , 且 满足 x < 0 的 部 分 (这 两 部 分 抛物 线 共 焦点 Fla, d 
0) ) , 实 为 由 上 述 两 部 分 所 围 成 的 封闭 图 形 , 如 图 7.3 所 
示 


通过 以 上 的 三 类 七 种 情形 讨论 ,可 知 结论 成 立 . 


阿波 罗 尼 斯 图 。 若 一 动 点 到 两 定点 的 距离 之 比 等 于 两 已 知 不 相等 线段 之 
比 , 则 该 动 点 的 轨迹 是 一 个 圆 . 
本 题 是 由 古 希腊 数学 家 阿波 罗 尼 斯 在 他 的 著 a 


C 
b P, 
作 (平面 轨迹 》 中 提出 的 .阿波 罗 尼 斯 园 EMEN, —— A 
TARASHA RRK DER. z s " 
如 图 7.4, 设 4,B 是 两 个 定点 ,a,6 是 两 条 已 知 2 RS 
线段 ,a 5b, 动 点 已 适合 关系 式 人 = 旦 ， 
作 4PB 的 平分 线 交 AB 于 0， 作 
Z CPB( Z APB 的 邻 补 角 ) 的 平分 线 交 4B 的 延长 线 于 R. 由 于 PO,PR 是 人 PAB 


的 内 、 外 角 平分 线 ,所 以 


AQ _ PA a AR PA a 
QB ` PB ” b'BR ` PB `" b 


即 点 P,Q 内 ,外 分 AB RE Q, R 是 两 个 定点 .人 QPR = 人 QPB + 人 BPR = 
T LAPB + Z ZBPC = 9 ,可 见 , 动 点 P 必 在 以 QR 为 直径 的 圆 上 . 


另 一 方面 ,在 以 QR 为 直径 的 贺 上 任意 取 一 点 P, 联 结 PA , PB , PQ , PR ,过 
B fE PA 的 平行 线 , 交 PQ 的 延长 线 于 E, 交 PR 于 F, 则 
AQAP ^ A QBE,A RAP cn A RBF 


图 7.4 


š PA 04 a 
所 以 EB ` QB ` b 
PA _ AR a 
FB ` BR ` b 
、 PA PA z 
所 以 EB = FB’EB = FB 


BI B E EF 的 中 点 .但 人 EPF = 9p, 所 以 PB = EB , BPA = 8. 
这 就 证 实 了 点 书 的 轨迹 是 以 OCR 为 直径 的 圆 , 这 个 圆 被 称 为 阿波 罗 尼 斯 圆 . 
推广 “在 三 维 空间 中 ,到 两 定点 的 距离 之 比 等 于 常数 上 (上 > 1) 的 点 的 轨 


迹 是 一 个 球面 ,该 球 亦 称 为 阿波 罗 尼 斯 球 . 


D 单 坪 . 数 学 名 题词 典 [ M] .南京 :江苏 教育 出 版 社 ,2002:449-463. 


NI 
ON 


[x )' g apa — = Z = = m = g 


X naaa 


«eE AIRE E 
š 
m EAFA 。 到 两 个 定点 的 距离 的 平方 和 等 于 常数 的 点 的 轨迹 是 一 个 圆 . 
500 如 图 7.5, 设 A,B 是 两 个 定点 , 动 点 已 满足 PA2 + PR? = k2(k 是 实数 ). 
š 取 AB 的 中 点 M, 由 三 角形 中 线 公 式 p 
k 2( PA? + PB?) = AB? + 4PM? 
x ŽW AB = a, 则 
1 
ha PM? = 4 28 - a°) À M B 
I PM 1= + /2É - a 图 7.5 
@ BJ L. 2k2 - a? > 0 时 ,点 己 的 轨迹 是 一 个 以 为 中 心 的 圆 ,该 圆 称 之 为 
EARMA. 
4 2%? - az = 0 时 ,轨迹 退化 为 一 点 (点 圆 ) 4 2k? - az < 0 时 , 则 是 一 个 
虚 圆 (不 存在 实 的 轨迹 ) . 


推广 1 EIA 已 满足 条 件 mPh4? + nPB2 = k2(m, 
n 是 正常 数 ) , 则 点 P 的 轨迹 仍 是 一 个 圆 . 


如 图 7.6, 设 N 内 分 4B 成 过, 即 


AN = 一 于 -aa,4B = — 


m +n m + n? 
PA? = AN? + PN? -24N .PN cos a 图 7.6 
PB? = NB? + PN? - 2NB .+ PN : cos(18¥ — a) 
则 mPA? + nPB? = m a? + (m + n) PN2 
mn 
2 _ I 2 mm _ 2 _ 
故 PN s G -二 ao?) = 常量 


推广 2 ”在 三 维 空间 中 ,到 两 定点 的 距离 的 平方 和 等 于 定 值 的 点 的 轨迹 是 
一 个 球面 ,其 球 心 是 联结 两 定点 的 线段 的 中 点 ， 


ESPR ”到 两 定点 的 距离 的 平方 差 是 定 值 的 点 的 轨迹 是 两 条 直线 , =Z 


Treasure Geometry 


们 都 垂直 于 两 定点 的 连 线 . 
如 图 7.7, 设 A,B 是 两 定点 , 动 点 P 满足 PA2 - P 
PB? = 2(k 是 定 值 ). 
过 P 作 PQ L AB TQ, PA > PB BF, QA2 - QB? = 
PA? - PR? = k. 
记 4B = a, Ñ M E: AB 的 中 点 , 则 b h 
2a ` MQ = k 图 7.7 
MQ = ËE) 
所 以 点 已 在 过 点 Q HEATA 的 直线 li, E. 
当 PA < PB 时 , 取 RM = 万 , 动 点 己 在 过 点 及 且 垂直 于 4B 的 直线 上 . 


又 容易 证 明 , 在 Li 或 l, 上 的 点 都 满足 条 件 PA? - PB? = k Haha P heh 
迹 是 垂直 于 AB HARER, Ý RZA EARR. 


> 
为 
x 
w 


注 1. 若 要 求 动 点 P WERI mPA - nPB? = k2(m z n), WR P BJ Sha AS JE: ps 38 
直线 ,而 是 两 个 同心 圆 . 

2. 在 三 维 空间 中 ,到 两 个 定点 的 距离 的 平方 差 是 定 值 的 点 的 轨迹 是 两 个 平面 ,它们 垂直 
于 两 定点 的 连 线 . 


党 牛顿 轨迹 问题 
牛顿 轨迹 问题 ” 设 4, 8 分 别 是 定 直 线 a,5 上 的 定点 ,P,Q Aaa, b E 

的 动 点 ,满足 条 件 86 = K). A REPO EIER = 亚 ( 定 比 ), 求 动 点 及 的 

轨迹 . 

此 题 是 牛顿 的 《自然 哲学 的 数学 原理 》 一 书 中 的 第 23 个 补充 题 . 

如 图 7.8, 在 AB ERM AM = 至，M 是 一 定 

点 .联结 PB, 作 MN // AP X PB 于 ,联结 NR. 因 为 


所 以 NR // BQ 
AP _ n om 图 7.8 
又 由 于 pg = k,MN = nAP, NR = — „BO Pi 


以 


NO 
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(x) gp — — = x = = = 


iah B RERS =i; Eda 


几何 瑰宝 


MN nAP 
NR = mB0 = BE Ei) 


X a,b 是 定 直线 ,AMMNR 是 定 角 , 可 见 A MNR 的 形状 一 定 , 从 而 
NMR =a 是 定 角 .可 见 ,点 尺 在 过 点 M 且 与 定 直线 a 的 交角 为 a 的 一 条 直线 
Ë. 

本 题 也 可 利用 向 量 来 解 . 

设 0 是 坐标 原点 ,a,b 分 别 是 直线 e, 上 的 单位 向 量 , 则 

OP = 0À + AP = 04 + kta(t 是 参数 ) 
06 = 0Ë + BQ = OË + tb 
OR =- nOP + m 00 nOÄ + m0B _ nka + mb 


m+ n m+n m+n 


而 ze + mb 也 是 定向 量 . 若 点 M 分 线段 4B 成 严 , 则 


m +n 
DÄ + m OB 
OM 
则 OR = OM + (Re + mb) 
可 见 点 R 的 轨迹 是 过 点 M 的 一 条 直线 . 


党 根 轴 问题 


定义 1 关于 两 个 不 同心 的 定 圆 有 相等 寡 的 点 的 轨迹 是 垂直 于 两 圆 连 心 
线 的 一 条 直线 . 此 线 称 为 两 圆 的 根 轴 , 有 时 也 叫 等 守 轴 . 
这 个 问题 是 高 坦 尔 于 1813 年 提出 的 . 
这 里 ,点 P 关 于 圆 0(R) 的 “ 寡 ” 是 指 有 向 线段 之 积 
PA - PA' = OP? - R*( 如 图 7.9,4,4’ 是 过 P 的 直线 和 
0 的 两 个 交点 ,它们 可 以 重合 ). 首 先 用 “只 ” 来 表示 这 P 
种 意义 的 是 施 坦 纳 . 
设 圆 01( R1), 圆 0: R,) 的 方程 为 
(x-a) +(y- b) =R 
(x - az) + (y - b2? = 
其 中 O01(ai,b1), O(a, b2). 
点 P(x,y) AFEA 01( R1) 和 圆 O,( R,) 的 短 分 别 为 
0,P? - Ri = (x - a) + (y - b1) - Ri 
0P? - R$ = (x — a2)2 + (y = b2)? = R 


图 7.9 


Treasure Geometry 


点 P(x,y) 关于 圆 01( R,) 和 圆 0: R) SEHERE 
(x - a) + (y - b1) — Rf = (x - az)? + (y - b)? - R3 
化 简 得 f ， 
2(a; -az)x+2(b -5)y+(R-R - a? - b? + a} + b3) = 0 
这 个 二 元 一 次 方程 表示 一 条 直线 1, 其 斜率 为 


又 直线 0,0, 的 方程 为 
(b2 - bi)x — (a2 - a)y + ba- ai) - aí(b;,- b,) = O 
其 斜率 为 
b, — bı 
a2 ~ Cl 


k = 
H kk = - 1 知 ,直线 1 | 0,0. 


所 以 关于 两 个 不 同心 的 圆 有 等 寡 的 点 的 轨迹 是 一 条 直线 , 它 垂直 于 两 圆 的 
连 心 线 . 


注 ”也 可 用 平 几 方 法 证 . 若 圆 O, 与 圆 0; 的 半径 分 别 为 Ri , R,, 令 P 忆 为 对 两 圆 等 宕 的 
点 , 设 PD 为 已 到 连 心 线 040: WER, D HEE, OD = di, DO, = d,,0,0, = d. 由 题 设 
有 PO} - R? = PO3 - R}, EJ) 

PD + di - R = PD + d: - R 
因此 di - d = R- R} 
但 di + d, = d 


从 而 a - 由 = Ë 司 . 由 这 两 个 方程 联 立 , 解 得 


Ë+ R: - Fš Ë + R- R 
da = AR = Ri 
这 说 明 不 论 P 的 位 置 如 何 ,D 为 一 固定 点 , 即 P fE 0, O, 的 过 D MER E HAET 
到 :该 直线 与 010, ha a RL B 


关于 根 轴 有 下 面 的 重要 结论 . 

定理 1 (1) 若 两 圆 相交 ,其 根 轴 就 是 公共 弦 所 在 的 直线 . 

(2) 若 两 圆 相 切 ,其 根 轴 就 是 过 两 圆 切 点 的 公 切 线 . 

(3) 三 个 圆 ,其 两 两 的 根 轴 相 交 于 一 点 或 互相 平行 . 

证 明 提 示 (1) 由 于 两 圆 的 交点 对 于 两 圆 的 短 都 是 0, 所 以 它们 位 于 根 轴 
上 .而 根 轴 是 直线 ,所 以 根 轴 是 两 交点 的 连 线 . 

(2) 由 寡 的 定义 可 立即 推出 . 
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(3) 车 三 条 根 轴 中 有 两 条 相交 , 则 这 一 交点 对 于 三 个 圆 的 圭 均 相等 ,所 以 
必 在 第 三 条 根 轴 上 . 
若 三 个 圆 的 圆心 构成 一 个 三 角形 , 则 有 一 点 且 只 有 一 点 关于 这 三 个 圆 的 赛 
是 相等 的 ,这 三 条 根 轴 的 公共 点 称 为 这 三 个 圆 的 根 心 . 
另外 , 相 离 两 圆 的 等 寡 轴 必 不 与 两 圆 相交 . f 
关于 两 圆 ,我 们 已 在 第 二 部 分 ,以 相交 两 圆 的 性 质 定 理 ,两 圆 相 内 切 、 相 外 
切 的 性 质 定理 为 专题 介绍 了 一 些 结论 . 除 此 之 外 ,还 有 下 面 的 重要 结论 : 
定义 2 ”两 个 相交 的 贺 所 成 的 角 , 是 过 任 一 交点 所 作 两 圆 的 切线 组 成 的 
角 . 或 者 说 ,是 在 任 一 交点 的 两 条 半径 所 成 的 角 . 若 两 圆 的 交角 是 直角 , 则 称 两 
圆 为 正 交 . 
定理 2 (1) Ë rrn 是 两 个 圆 的 半径 ,da 为 圆心 距 , 则 两 圆 正 交 的 充 要 条 
fE + 2 = d2. 
(2) 已 知 一 圆 及 圆 外 一 点 ,以 这 点 为 圆心 可 以 作 一 个 圆 与 已 知 圆 正 交 , 且 
只 能 作 一 个 这 样 的 圆 . 
(3) 过 已 知 圆 上 任 两 点 可 以 作 一 个 圆 与 已 知 圆 正 交 . 
(4) 两 个 正 交 的 圆 ,一 个 圆 的 圆心 在 另 一 个 圆 上 , 仅 当 前 一 个 为 零 圆 或 后 
一 个 圆 是 直线 . 
定理 3 与 两 个 已 知 圆 都 正 交 的 圆 ,圆心 的 轨迹 是 这 两 个 圆 的 根 轴 在 圆 外 
的 部 分 . 
推论 1 三 个 圆 有 且 仅 有 一 个 公共 的 正 交 圆 ,圆心 是 三 个 已 知 圆 的 根 心 ， 
只 要 这 点 在 三 个 圆 外 . 
推论 2 ”以 两 个 相交 圆 公共 弦 上 任意 一 点 为 圆心 ,可 以 作 一 个 圆 , 这 圆 与 
任 一 已 知 圆 的 公共 弦 是 它 的 直径 ;这 纺 也 是 已 知 圆 在 这 点 的 最 小 弦 ; 类 似 地 , 若 
三 个 圆 的 根 心 在 圆 内 ,它们 过 这 点 的 最 小 弦 是 一 个 圆 的 直径 ,这 圆 的 圆心 是 根 
Ù. . 
定理 4 ”对 于 外 切 两 圆 的 切 点 三 角形 ( 公 切 点 与 一 外 公 切 线 上 的 两 切 点 组 
成 的 三 角形 ) , 则 
(1) 是 以 两 贺 公 切 点 为 直角 顶点 的 直角 三 角形 . 
(2) 其 斜 边 是 两 圆 直径 的 比例 中 项 . 
(3) 过 两 圆 公 切 点 的 割 线 与 两 圆 的 两 交点 分 别 和 和 斜 边 两 端点 连 线 ( 即 一 外 
公 切 线 上 两 切 点 相应 的 连 线 ) 互相 垂直 . 
(4) 其 斜 边 与 连 心 线 的 交点 到 公 切 点 的 距离 是 它 到 另 两 个 切 点 ( 即 斜 边 两 
端点 ) 的 距离 的 比例 中 项 . 
RRR (1) 过 公 切 点 作 切 线 即 证 . 
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(2) HA O, 与 圆 O, 相 切 于 4 ,外 公 切 线 上 两 切 点 为 B, C, BA, CA 的 延长 
线 分 别 交 圆 01, 圆 0, F D,E, 则 由 ABCE o A CDB 即 证 . 

(3) 略 . 

(4) 设 直线 O,0, 与 BC 相交 于 已 ,由 A PAB co A PCA 即 证 . 

定理 5 Ao 与 圆 0( 相 交 、 相 切 或 相 离 ) 的 连 心 线 分 别 交 两 圆 依次 于 点 
MM,C;D,N( 相 切 时 C 与 D 重合) ,一 条 外 (或 内 ) 公 切 线 4B( 分 别 切 圆 01, 圆 o, 
于 A,B) 5 0,0, 所 在 直线 相交 于 P, 则 PM - PN = PC + PD. 


证 明 提示 由 014/ 01B, BAC + ZABD = T (ZA0,C + ZB0,D) = 
90, 知 AC L BD ,BD AM // BD. Ñ Z BAC = ZAMC = 人 BDN 知 4,C,D,B 


共 圆 ,有 PC- PD = PA +: PB. REH ZAMN = 人 BDN = 人 PBN 得 4,M,N， 
B 共 圆 ,有 PA : PB = PM - PN, 即 证 . 


Jeah 


如 图 7.10, 设 两 已 知 圆 为 T. P 


BL OR): 2 +y = R @ 
B) O,(r) : (x - a)2 + 2 =r @ Cj 
点 P(x,y) AFE O, WE p =+ 2 - R2, A P XT 
圆 O; R p; = (x-a)? + f- ED = (Q z l), 图 7.10 
则 
x + y- R = A(x —- 2ax + a2 + y2 -rr) 
即 (1-A)a2 + (1 - A)y2 + 2aìx = R? + Aa? — Ar? @ 
这 方程 表明 ,点 P 的 轨迹 是 一 个 圆 , 它 的 圆心 0 在 x 轴 上 (因而 在 直线 
0,0: 上 ) ,其 坐标 为 x Tern 
h 0,0,0 O, 和 图 o; HSEEE 


Rotse 
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H O,@, Bl o, 和 圆 0 WSFA 
2aìx = R? + àa? - àr? - (1 - A)R2 
Bp R? + a2 _ rê 
sr R U ars. s 


2a 
可 见 圆 O 和 圆 O, AFRE O, 和 圆 0, Bj 2338 ES kE] O 和 两 个 
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(xz) g—= o — a= === 


>K 


e aE mis Š On 


= = — —— K ON a — 


已 知 圆 ( 圆 01, 圆 0,) 共 轴 . 

如 果 我 们 把 @ 中 的 4 看 做 参 变数 ,那么 它 表 示 一 簇 圆 ,这 些 圆 的 圆心 都 在 
连 心 线 0,0: 所 在 直线 上 ,这 些 圆 (连同 原来 的 圆 0,, 圆 0,) 中 ,每 两 个 圆 的 等 
等 轴 是 同一 条 直线 ,因此 这 簇 圆 称 之 为 共 轴 圆 系 , 而 共 轴 圆 系 中 的 若干 个 圆 就 
是 共 轴 的 圆 ， 

定义 ”一 组 圆 ,其 中 每 两 个 的 根 轴 都 是 同一 条 直线 , 称 为 共 轴 圆 组 . 

若 设 根 轴 与 圆心 所 在 的 直线 交 于 点 工 , 则 了 对 这 些 圆 中 的 一 个 圆 的 赛 可 以 
是 负数 、 零 . 正 数 ,因而 共 轴 圆 有 这 样 的 特点 :如 果 其 中 有 两 个 圆 相交 , 则 得 中 的 
每 个 圆 都 通过 这 两 个 圆 的 交点 ;如 果 其 中 有 两 个 圆 相 切 , 则 艇 中 的 每 两 个 都 相 
切 于 该 切 点 ;如 果 其 中 有 两 个 圆 没 有 公共 点 , 则 所 有 圆 都 没有 公共 点 . 

当 所 有 圆 都 没有 公共 点 时 , 任 取 其 中 一 圆 , 圆 心 为 0 ,半径 为 ">, 则 LC 必定 
大 于 r, 这 时 圆 0 不 与 根 轴 相 交 , 因 而 可 以 任意 指定 7 的 值 .特别 地 , 当 > 等 于 零 
时 , 贺 0 即 为 点 圆 (或 零 圆 ). 在 这 类 共 轴 圆 组 中 ,显然 有 两 个 零 圆 ,以 这 两 个 零 
圆 的 圆心 ( 常 称 为 共 轴 圆 组 的 极 跟 点 ) 为 直径 端点 的 圆 一 定 与 这 类 共 轴 圆 组 中 
的 所 有 圆 正 交 . 由 此 ,我 们 可 知 , 共 轴 圆 组 有 五 类 : 

I .所 有 不 相交 的 、 圆 心 共 线 并 且 都 
与 一 个 定 圆 正 交 的 圆 ,如 图 7.11 所 示 . 

II .过 两 个 定点 的 所 有 圆 . 

于 .与 一 条 公 切 线 切 于 定点 的 所 有 
圆 . 

N .有 一 个 公共 圆心 的 所 有 圆 . 

V .过 同一 点 的 所 有 直线 . 7.11 

对 于 共 轴 圆 组 有 如 下 结论 : 

定理 1 在 第 I 工 类 的 共 轴 圆 组 中 ,每 一 个 圆 都 是 到 极限 点 的 距离 的 比 等 于 
定 值 4 的 点 的 轨迹 . 

推论 1 车 将 一 条 线段 以 数值 相等 的 比 内 分 与 外 分 , 则 以 两 个 分 点 为 直径 
端点 的 圆 是 以 这 条 线段 的 端点 为 极限 点 的 共 轴 圆 组 中 的 一 个 圆 . 

推论 2 ”到 有 一 个 公共 端点 的 两 条 线段 AB , BC 张 成 相等 的 角 的 轨迹 是 过 
点 B 的 一 个 贺 . 

定理 2 ”在 第 [类 共 轴 圆 组 中 ,每 一 个 圆 是 对 公共 弦 所 张 的 角 为 定 角 的 点 
的 轨迹 . 

定理 3 ”任意 两 个 已 知 圆 必定 在 一 个 而 且 只 能 在 一 个 共 轴 圆 组 中 . 

定理 4 “与 两 个 定 圆 正 交 的 圆 必 与 这 两 个 圆 的 共 轴 圆 正 交 . 
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定理 5 ”与 两 个 定 圆 正 交 的 所 有 圆 ,成 一 共 轴 圆 组 . 

定理 6 “一般 地 ,在 一 个 共 轴 圆 组 中 ,有 两 个 圆 与 一 条 已 知 直线 或 一 个 已 
知 圆 相 切 . 

定理 7 一 个 固定 圆 与 一 个 共 轴 圆 组 的 每 个 圆 的 根 轴 相 交 于 同一 点 . 

定理 8 ” 若 一 点 在 共 轴 圆 组 的 一 个 圆 上 移动 , 则 这 点 关于 这 组 中 另 两 个 圆 
的 秦 的 比 是 一 个 定 值 , 即 这 点 所 在 圆 的 圆心 到 另 两 个 圆 圆 心 的 距离 的 比 ;反之 ， 
一 个 点 到 两 个 定 圆 的 宪 的 比 为 一 个 定 值 , 则 它 的 轨迹 是 与 这 两 个 圆 共 轴 的 一 个 
圆 . 

定理 9 ”两 个 圆 的 相似 圆 与 这 两 个 圆 共 轴 . 

定理 10 ” 设 直 线 交 一 个 圆 于 P,Q, 交 另 一 个 圆 于 R,S; 第 一 个 圆 在 P,Q 
的 切线 与 第 二 个 圆 在 R, S 的 切线 相交 于 四 个 点 , 则 这 四 个 点 共 圆 ,这 个 圆 与 已 
知 圆 共 轴 . 

定理 11 三 个 圆 共 轴 , 从 其 中 一 个 贺 上 任意 一 点 作 其 他 两 个 圆 的 切线 各 
一 条 , 则 过 两 个 切 点 的 直线 截 两 个 圆 所 得 的 弦 的 比 是 一 个 定 值 .特别 地 , 若 一 条 
直线 截 两 个 圆 所 得 的 弦 相 等 , 则 在 每 条 弦 的 一 个 端点 处 ,所 作 的 切线 相交 在 两 
个 圆 的 相似 圆 上 . 反 过 来 也 成 立 . 

定理 12 ” 设 一 个 四 边 形 内 接 于 一 个 固定 的 圆 ,并 且 两 条 对 边 移动 时 ,永远 
与 另 一 个 固定 的 圆 保持 相 切 , 则 任 一 组 对 边 ,在 每 个 位 置 都 与 两 个 已 知 圆 的 共 
轴 圆 相 切 ， 

定理 13 “如果 两 个 共 轴 圆 组 有 一 个 公共 圆 ,那么 这 两 组 圆 与 一 个 圆 正 交 
或 过 一 个 定 圆 的 对 径 点 . 

定理 14 ”如 果 一 个 圆 不 属于 两 个 共 罗 的 共 轴 圆 组 (两 共 轴 圆 组 的 成 员 互 
相 正 交 称 两 组 共 印 ) ,那么 在 每 一 组 中 至 多 有 一 个 圆 与 这 个 圆 正 交 . 

定理 15 ”圆心 共 线 且 具 下 列 条 件 之 一 的 一 串 圆 必 是 共 轴 圆 组 . 


(1) 同 正 交 于 一 定 圆 . 

(2) 均 径 割 一 定 圆 . 

证 明 (1) 如 图 7.12(a) ,因为 00? - r? = PEW), X 0; 在 一 直线 ! E, 
故 圆 0;(i = 1,2,…) 是 以 m 为 等 圭 轴 的 共 轴 圆 . 


(2) 如 图 7.12(b) ,因为 圆 0;(i = 1,2,…) 的 弦 是 圆 0 的 直径 , 故 有 003 ` 
r? = - r (ÆW), X 0; 在 直线 ! 上 , 故 圆 0; 是 以 m 为 等 寡 轴 的 共 轴 圆 组 . 
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图 7.12 
定理 16 ”具有 下 列 条 件 之 一 的 一 串 圆 必 是 共 轴 圆 组 . 
(1) 同 正 交 于 两 定 圆 . 
(2) 均 径 割 两 定 圆 . 


(3) 同 正 交 于 一 定 圆 且 均 径 割 另 一 定 圆 ， 

证 明 (1) 如 图 7.13(a), 设 圆 O,(r;) CR O(r) 与 圆 
0'(7'), 则 0,02 - 0.0” = Ê+ rh- (r? + rh) = 2 - ?2 为 定 值 ,所 以 0; EE 
É+ 00' 的 直线 m 上 .由 定理 15 知 , 圆 O,(r;) sss 

(2) 如 图 7.13(b) , 设 圆 0:(r) 同 径 割 两 定 圆 圆 0(7), 圆 0'(r), 则 0;0? — 
0,0'2 = (f - r) - (r: - r°) = r°- r REH, NA 0; 在 垂直 于 00' 的 直线 
m 上 .由 定理 15 知 , 圆 0:(r) 是 共 轴 圆 组 . 

(3) 如 图 7.13(c) , 设 圆 0;(r;) 正 交 定 圆 圆 O( r) 而 径 割 定 圆 圆 0' (~ ) , WI) 
0,02 -002 = (P + i) - (ri - r°) = P +r’? AEE, AA 0; 在 垂直 于 00 
的 直线 m L. HEM 154,0 0:(r) 是 共 轴 圆 组 . 
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定理 — AD TDMA A|] D BS DN BJ 38692 , TELLES A 3] PS IBl 
根 轴 的 距离 的 积 的 2 售 .中 
证 明 ”如 图 7.14, 设 rr 分 别 为 圆 01, 圆 
0, 的 半径 ,P 为 一 已 知 点 ,P 到 圆 O, , 圆 O, 的 
FRIA p1, pz,1 HERM. 
W PA L 1 TA,l L 0,0, F Q, PB L 
0,0: F 有 ,联结 PO, PO0;, 则 
pı - pı = (P01 - rî) - ( PO3 - r2) = 
BO? - BO} - (r! — rż) = 
BO? - (0,0, - B0}? - 
(Q0} - Q03) = 
20,02 : BO, - 0,03} - (Q0, - 00;)( Q0, + 00,) = 
20,0, - BO, - 0,02 - 0,0,(200, - 0,02) = 
0,0,(2B0, - 0,0, - 200, + 0,02) = 0,0, ` 2BQ = 
2AP > 0,0; 
推论 1 车 两 圆 不 同心 , 则 其 中 一 个 圆 的 任何 点 对 于 另 一 圆 的 宕 的 绝对 
值 , 必 等 于 该 点 到 等 守 轴 的 距离 乘 以 圆心 距 之 积 的 2 倍 . 
推论 2 ”关于 两 个 圆 的 宪 的 差 为 定 值 的 点 的 轨迹 ,是 与 它们 的 根 轴 平行 的 
直线 . 


党 三 角形 高 线 垂 足 的 射影 点 共 轴 圆 定理 


图 7.14 


定理 ” 设 K 为 全 4BC 的 高 线 4D 所 在 直线 土 异 于 垂 足 刀 的 任意 一 点 , 则 也 
在 直线 BA, BK, CK, CA ERWE P,Q, R, SHARIR, ERENER 
PQ 为 公共 轴 的 共 轴 圆 组 ,这 些 圆 的 圆心 在 过 PS 与 4D 的 中 点 M,N 所 在 的 直线 
E: . 

证 明 如 图 7.15 所 示 . 


O 约翰逊 .近代 欧 氏 几何 学 [M] . 单 境 , 译 .上 海 : 上 海 教育 出 版 社 ,2000:72. 
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当 上 为 A ABC 的 垂 心 时 ,D 在 直线 
BA,BK,CK, C4 上 的 射影 P,Q0,R,S 
点 共 线 , 这 可 由 三 角形 的 西 姆 森 定理 及 


š 逆 定 理 而 证 . 

I o 当天 在 垂 心 的 下 方 , 即 为 点 K PF, D 

500 在 直线 B4,BKi, CK, CA 上 的 射影 P, 

| Qi,Ri,S 四 点 共 圆 ,这 可 由 

| ZRiSP = LDSP - ZDSR, = 

x Z BAD - Z DCR, 

理 及 

(| PQR, = 36 - LPQID - ZDQ,R, = 
180 + Z ABD - ZX DK, R. = 

@ 180 + (90 — X BAD) -~ 


(90P - Z DCR,) = ~ 图 7.15 
180 - LBAD + ZDCR, , 
而 证 . 
当天 在 垂 心 的 上 方 , 即 为 点 Kf, DER BA, BK, CK, CA 上 的 射影 P， 
Q2, Ra, S 四 点 共 圆 ,这 可 由 
ZR,SP = ZX DSR, - Z DSP = Z DCR, - Z DAB 


及 
Z PQR, = LPQ2D + Z DQ;R, = (90 + Z BQ;P) + Z DK;P; = 
9 + X BDP + (9 - 人 DCR2) = 
180 - X DAB - ZX DCR; 
而 证 ， 


当 在 点 4 时 ,D 在 B4,BK 上 的 射影 重合 于 P,D 在 CK, CA 上 的 射影 重合 
于 $. 当 天 在 点 4 上 方 , 且 趋 向 于 无 穷 远 时 ,了 在 BK, CK 上 的 射影 趋 近 于 点 B， 
C.K 为 无 穷 远 点 的 圆 是 以 BC 的 中 垂 线 与 直线 MN 的 交点 为 圆心 ,过 点 P,B, 
C,S 的 圆 . 

当 K 在 点 D 的 位 置 时 ,点 D 在 BK, CK 上 的 射影 即 为 D, 此 时 的 圆 为 以 AD 
中 点 N 为 圆心 ,以 AD 为 直径 的 圆 . 

由 上 即 知 ,这 共 轴 圆 组 中 的 每 个 圆 的 圆心 均 在 过 PS 与 4D RAM, N 所 
在 的 直线 上 . 
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塞 列 特 轨迹 问题 Æ AB 和 CD 是 两 条 不 平行 的 线段 , 动 点 已 满足 条 件 
Sapa + Sapen = 入 ( 定 值 ), 则 点 PP 的 轨迹 是 一 个 平行 四 边 形 . 

此 题 是 由 法 国 数学 家 塞 列 特 (Serret,1819 一 1885) 于 1855 年 提出 的 . 

如 图 7.16, 设 AB, CD 所 在 直线 相交 于 点 0 ,并 分 别 
取 OM = AB,ON = CD, 则 

Sapa = SapoOM:SapcD = Sapon 
Smonp = Sapas + Sapen = k (IE) 

X SAowv = h (Ë), W) 

SA PMN = k? = jz( 定 值 ) 图 7.16 
故 点 P 必 在 平行 于 MN 的 直线 段 M'N E. 

两 相交 直线 把 平面 分 成 四 个 区 域 .前 面 只 考查 了 点 P 在 Z A0C 内 部 时 的 
情况 . 当 点 P 在 另外 三 个 区 域 时 ,上 述 讨 论 也 完全 有 效 . 若 再 在 AB, CD 上 分 别 
FROM, = AB, ON, = CD, 并 按照 上 述 方 法 讨论 ,可 知 点 P 分 别 在 平行 于 MNI， 
M:N MN 的 三 条 线段 上 , 它们 和 第 一 条 线段 M'N 一 起 构成 一 个 平行 四 边 
形 , 而 点 0 是 该 平行 四 边 形 的 中 心 . 


党 波 塞 里 亚 反 演 器 原理 


波 塞 里 亚 反 演 器 原理 。” 设 点 0 是 定 圆 $ 上 一 定点 ,菱形 ABCD 的 边 长 为 a， 
顶点 4 在 圆 S 上 ,0B = OD = b( 定 长 ), 当 4 fE] S 上 移动 时 , 求 顶点 C 的 轨 
迹 . 

本 题 是 由 法 国 海军 军官 波 塞 里 亚 提出 的 ,1864 年 , 波 
塞 里 亚 据 此 制作 了 波 塞 里 亚 反 演 器 . 

如 图 7.17, 由 于 0B = 0D,4B = AD,CB = CD,0, ° 
4,C 三 点 始终 在 同一 直线 ( BD 的 中 垂 线 ) kE. 

又 由 于 BD | AC FH, 

b2_ a2 = BO- BA? = OR - AH = 

(OH + AH)( OH - AH) = OA : OC 


2< 


(x) p 3 — 3 Z= x 8 m — = 
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即 04. OC = (V 2 - a) 
Ai, EUA 0(V b? - a2) 为 反 演 基 圆 的 话 ,4 和 C 互 为 反 点 . 当 4 在 圆 $ 上 移 
动 时 ,点 C 的 轨迹 是 圆 $ 的 反 形 .由 于 圆 S 过 反 演 极 0 , 故 其 反 形 是 一 条 垂直 于 
OS 的 直线 , 即 点 C 的 轨迹 是 垂直 于 直线 05 的 一 条 直线 1( 若 0S L 1 于 K, 交 图 
SL,WJ OL .OK = b? - a2). 

根据 这 个 结果 可 以 制作 反 演 器 .用 四 根 等 长 (长 度 为 a) 的 棒 联 结 成 菱形 
ABCD ,并 于 中 和 九 处 接 上 两 根 长 度 都 等 于 的 棒 OB 和 0D ,使 各 联结 处 均 可 以 
自由 转动 ,这样 便 制 成 了 一 个 反 演 器 .使 用 时 ,可 在 点 0 处 装 上 一 针 , 使 之 可 固 
定 于 图 板 上 某 点 ,再 于 4 处 装 上 一 针 , C 处 装 上 铅笔 ,然后 让 4 描绘 某 个 已 知 图 
É F, 则 点 C 就 绘 出 下 的 反 形 严 . 


s% -FIE BA S i 


卡 塔 朗 轨 迹 问 题 圆 0(r) 及 圆 0'(r) 是 两 个 定 圆 , 动 点 4 在 圆 0 上 ,4' 
EA 0' 上 , 且 4 对 于 圆 0' 的 寡 等 于 4' 对 于 图 0 的 舌 , 过 4 作 圆 0 的 切线 ,过 
A 作 圆 0' 的 切线 ,两 切线 相交 于 点 已 , 则 动 点 已 的 轨迹 是 一 个 圆 ,该 圆 与 圆 0， 
圆 0' 共 轴 . 

本 题 是 卡 塔 朗 于 1879 年 发 现 的 .在 笛 斯 波 维 斯 著 的 《几何 问题 》( Questions 
de Geometriel ) 一 书 中 ,本 题 是 作为 解决 马尔 法 蒂 问 题 的 辅助 定理 提出 的 (参见 
马尔 法 蒂 问 题 ). 

如 图 7.18, 设 44' 分 别 交 圆 0 , 圆 0' 于 8,8', 由 于 4 
对 于 圆 0' 的 寡 等 于 4' 对 于 圆 0 的 寡 ,44' - AB' = AA. 
A'B, 故 


AB' = A'B,AB = A'B' @ 
若 作 OM | AB FM,O'M' | A'B' F. M' , PH | AA' 
PA _ PH 
+ H, RiA AOM co RtA PAH, 0h = am ™ 
PA _ PH 
r 7AM @ 
PA PH 
同 理 r' = A'M' @ 
由 于 4M = + AB = TA'B = hrM', 故 由 四,@ 得 
PA 2 Ea @ 


从 而 RtA PAO 四 RtA PA'O' 
PO _r 
PO ` r 


由 阿波 罗 尼 斯 轨迹 定理 , 当 r r 时 ,点 P 的 轨迹 是 一 个 圆 . 


BFE = 与 , 故 点 己 关 于 加 0 ,图 O 的 等 之 比 为 常数 号 ,所 以 , 当 r < 
”时 ,点 尸 的 轨迹 是 与 圆 0, 圆 0 共 轴 的 圆 (参见 共 轴 圆 ); 当 r = 时 ,点 的 


轨迹 是 一 直线 1,1 是 加 0 与 圆 0' 的 根 四 . 
党 外 接 于 定 三 角形 的 正三 角形 重心 的 轨迹 


外 接 于 定 三 角形 的 正三 角形 重心 的 轨迹 是 一 个 圆 . 

本 题 选 自 《 美 国 数学 月 刊 ?Vol.66 的 问题 E1351. 

如 图 7.19, 设 人 A4BC 是 定 三 角形 , 分 别 以 BC, 
CA, AB 为 弦 作 圆 0, 圆 0:, 圆 03 ,使 在 全 4BC 内 部 一 
侧 的 弧 均 为 12p?. 过 4 任 作 一 直线 与 圆 0,, 圆 O, 分 别 
交 于 点 B', C' ,联结 CB' 并 延长 交 圆 0, 于 点 4' ,此 时 
A,B,C 必 共 线 , 公 A'B'C' 是 定 A ABC 的 外 接 正 三 
角形 . 设 BC, CA, 4B( 都 等 于 120) 的 中 点 分 别 是 L, 
M,N, 易 证 

LM? = MN? = NP? = 


tae + CA? + AB?) -Ê Sane 


6 
所 以 A LMN 是 正三 角形 . 

设 6' 是 4'L,B'M( 或 其 延长 线 ) 的 交点 ,由 于 AG 平分 人 Bh4'C , B' G' 平分 
Z ABC , 故 G' 是 正 AA'B'C' 的 重心 , 且 ZA GB = 120P. 由 此 可 见 ,点 C' 必 
TEIE A LMN 的 外 接 圆 上 . 又 当 B'C' 绕 着 点 4 转动 时 , 6' 可 以 跑 到 LN RMN E, 
故 人 4'B'C' 重心 的 轨迹 是 A LMN 的 外 接 圆 . 
“党 三 角形 的 纽 堡 圆 


设 0,w 分 别 为 人 4BC 的 外 心 和 布 罗 卡 尔 角 , Mi 为 边 BC 的 中 点 , 令 BC = 
a, CA = b, AB = c, AM, = mı, Z AM IO = 9, 则 边 BC 上 的 高 为 mi ° COS 0, 


(x) g ab — a= === =" 


NO 
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几 * = 


2SA ABC = G * mi * cos 0, 如 图 7.20 所 示 . 
注意 到 三 角形 布 罗 卡 尔 角 的 性 质 及 三 角形 中 
线 长 公式 ,有 


a? + b? + c2 = 4SA4Bc * cot w, b? + c? = 
La? + 2m 
FEIZ a? + 2m = 2am; ° cos 0 。 cot w 
上 式 可 变形 为 


mà - 2m; - (Z ` cot w) + cos 0 + (2 ` cot w) = 


E (eoo - 3) 


着 令 名 cot w = u, (eoo - 3) = 2, J Est 2320082 S809363K; m + 


u? _ 2m; ` u * cos 0 = 9°. 


从 而 ,在 A ABC 中 ,对 于 边 BC, 具 有 已 知 布 罗 卡尔 角 的 三 角形 第 三 顶点 的 


轨迹 ,是 过 点 4, 圆心 Ni 在 BC 的 中 垂 线 上 , 且 MIN, = Z cot w, Ni 对 BC 的 张 
角 为 2w ,半径 为 他 V cow — 3 的 圆 (车 不 过 4, 则 还 有 在 BC 异 侧 的 一 个 圆 ). 

对 于 全 4BC ,可 以 如 上 确定 三 个 圆 ,每 一 个 通过 A ABC 的 一 个 顶点 ,这 样 
的 三 个 圆 圆 Ni , 圆 N, A N, 称 为 三 角形 的 纽 堡 圆 .每 一 个 是 在 对 边 上 ,具有 
已 知 布 罗 卡尔 角 的 三 角形 的 顶点 的 轨迹 . 

由 上 述 定义 ,可 得 纽 保 圆 的 一 些 性 质 : 

定理 1 8 与 C 关于 圆 Ni WREE BC?( 等 于 BM - 62); A N NN, 的 重心 
就 是 A ABC 的 重心 (参见 三 角形 等 角 中 心 问题 的 推广 中 定理 3); 直线 AN, 
BN,, CNV3 共 点 . 

定理 2 ” 若 布 罗 卡 尔 角 o 的 值 已 知 , 则 三 角形 的 任 一 角 的 最 大 值 $ 与 最 小 


值 ?, 由 cot È = cot w -Veogwo — 3, cot $ = cot w + V cotw -3 给 出 . 


事实 上 , 若 设 直线 M ION, ZARAR N 于 OEA N, 下方), Pi, W 
Z BQ C =6, 了 人 BPIC = 8 ,于 是 ,有 


cot ó = + Ceot w — 2 V co o -3),cot 3' = Leor w + 2 V cow — 3) 


sin G ` sin ð = 3sinw,cos ô ` cos Š” = Ssinzw -1 


O 约翰 还 .近代 欧 氏 几何 学 [M] . 单 境 , 译 .上 海 : 上 海 教育 出 版 社 ,2000:254-256. 
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定理 3 ”以 已 知 线段 为 边 可 以 作 六 个 三 角形 ,与 一 个 已 知 的 不 等 边 的 三 角 
形 顺 相似 或 递 相似 ,它们 的 顶点 在 它们 共同 的 纽 保 圆 上 . 

事实 上 ,如 图 7.20, 设 AAABC,A BCD,, A CC, B MW, AA CB, A CBE,, 
ABB, C 与 它们 递 相似 .注意 到 这 六 个 三 角形 有 相同 的 布 罗 卡 尔 角 , 则 A, D, 
Ci,4i,Ei,Bi 在 这 个 纽 堡 圆 网 Ni 上 上 

又 直线 4E1, BAD i, C A 过 点 B, EŻ 4B1, Di4i, E, C, 过 点 C, 即 六 边 形 
AE, Ci41DiBi 的 边 交错 地 通过 两 个 定点 B,C, AAC D, 与 ACB E, 相似 于 
人 4BC. 设 直线 BA 与 C4; 相交 于 点 下 ,直线 BD, 与 CE 相交 于 点 了 ,直线 BC, 与 
CB, 相交 于 点 Z, 则 A pCX, A BCY, A BCZ 都 是 等 腰 三 角形 ,上 且 底 角 分 别 等 于 
ZB,ZA,ZC. 

设 人 BCP 及 ABC, 为 等 腰 三 角形 , 则 P, 与 Q, 在 M.N, 上 ,在 上 述 等 腰 
三 角形 条 件 下 , 若 BP, XA N, FT U CT, 是 圆 Ni 的 切线 ,县 A BCT, 也 是 等 
腰 三 角形 , BC = CT,. 

定理 4 AGAR N 与 以 B,C 为 圆心 , BC 为 半径 的 圆 正 交 . 

因此 ,在 已 知 边 BC 上 的 ,以 不 同 的 o 值 所 得 的 纽 堡 圆 是 一 个 共 轴 圆 组 , 它 
的 极限 点 L,L' 都 与 BC 成 等 边 三 角形 . 


党 三 角形 的 舒 特 圆 共 轴 圆 组 问题 


到 和 人 4BC 的 顶点 B,C 的 距离 与 48,4AC 成 比例 的 点 的 轨迹 是 一 个 过 点 4 的 
圆 , 它 的 直径 是 BC 所 在 直线 上 的 一 条 线段 ,其 端点 Xi, Y, 分 别 在 Z A 的 内 、 外 
角 平 分 线 上 , 即 Yi, Xi, B,C 成 调和 点 列 . 

每 一 个 三 角形 ,都 有 三 个 这 样 的 z `x 
圆 ,都 称 为 阿波 罗 尼 斯 圆 . 

如 图 7.21, Æ AABC 中 ,这 三 个 一 
圆 的 圆心 分 别 在 其 三 边 所 在 直线 上 ， Í 
分 别 记 为 Li, Lz, Ls. 

设 0,K 分 别 为 人 4BC 的 外 心 与 K 
HEE, 则 由 调和 点 列 的 性 质 , 知 N 
圆心 L 是 圆 O 在 点 4 的 切线 与 边 BC N 
所 在 直线 的 交点 , 即 圆 忆 与 圆 0 是 正 —©> Al 
交 的 . 

由 LLAX1 = ZAX B = ZC + 图 7.21 


(x) 3 os — 3 Z = g =<— =" 
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1 ZA,ZLAB = 人 C, 知 圆心 Ë A ABC 的 共 思 中 线 4K 关于 贺 0 的 极点 . 


设 圆 0 的 B,C 的 切线 相交 于 点 7), 则 AT, ERP. A 15 T, 的 极 线 分 别 
为 ALi 和 BC, 所 以 AT, 的 极点 是 L. 

HF Li, L2, La AEA KATAO RRE, AT L, L Ls 共 线 , 这 条 直线 
垂直 于 布 罗 卡 尔 轴 OK ,是 圆 0 与 布 罗 卡 尔 圆 的 根 轴 , 它 就 是 莱 莫 恩 线 ， 

三 个 阿波 罗 尼 斯 圆 共 轴 , 它们 的 根 轴 就 是 布 罗 卡 尔 线 OK, 它们 交 根 轴 于 
S,S' 两 点 ,这 两 点 关于 圆 0 互 为 反 演 点 . 

又 可 推 知 ,S,S' 是 A ABC 的 正则 点 ,阿波 罗 尼 斯 圆 与 布 罗 卡 尔 圆 正 交 . 因 
此 ,三 角形 的 外 接 圆 , 布 罗 卡尔 圆 , 莱 莫 恩 线 ,正则 点 属于 一 个 共 轴 圆 组 ,与 阿波 
罗 尼 斯 圆 正 交 . 

我 们 称 这 些 圆 为 舒 特 共 轴 国 组 .从 

车 以 正则 点 S 为 中 心 , 施 行 一 个 反 演 ,保持 第 二 个 正则 点 S 在 原 处 , 则 已 
知 三 角形 变 成 一 个 等 边 三 角形 ,以 S 为 中 心 ;阿波 罗 尼 斯 圆 变 为 过 S 的 直线 , 舒 
特 圆 变 为 圆心 为 S 的 圆 . 

注意 到 若 一 个 三 角形 与 一 个 点 受到 反 演 的 作用 , 则 这 个 点 关于 这 个 三 角形 
的 投影 三 角形 与 反 形 中 对 应 的 投影 三 角形 逆 相 似 , 则 知 在 上 述 反 形 中 ,每 个 舒 
特 圆 是 投影 三 角形 具有 一 定 的 布 罗 卡尔 角 的 点 的 轨迹 ,并 且 由 于 这 一 性 质 经 过 
反 演 保持 不 变 , 所 以 在 原来 的 图 形 中 ,这 一 性 质 仍然 成 立 .于 是 ,我 们 有 

定理 在任 一 三 角形 中 ,投影 三 角形 具有 给 定 方向 与 给 定 布 罗 卡 尔 角 的 
点 的 轨迹 ,是 舒 特 圆 组 中 的 一 个 圆 , 即 与 三 角形 的 外 接 圆 和 布 罗 卡 尔 圆 共 轴 的 
一 个 圆 . 


党 平面 轨迹 的 面积 条 件 呈 现 问题 


张 景 中 院士 在 改造 平面 几何 内 容 时 , 探讨 了 平面 轨迹 的 面积 条 件 呈 现 问 
题 @. 

在 平面 几何 课程 中 ,轨迹 " 被 定义 为 “平面 上 满足 一 定 条 件 的 集合 ”. 可 在 
传统 的 初中 几何 中 接触 到 的 轨迹 ,往往 是 一 条 直线 ,两 条 直线 、 圆 、 圆 弧 , 没 有 充 
分 表现 出 “集合 "概念 的 丰富 内 涵 . 如 果 用 面积 条 件 呈 现 轨迹 要 求 的 条 件 ,探讨 
一 些 与 面积 有 关 的 轨迹 问题 , 则 能 较 丰 富 地 体现 出 集合 概念 ,把 集合 思想 更 多 
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地 渗入 到 平面 几何 之 中 . 

轨迹 1 设 4,8,C,D 四 点 在 一 直线 上 , 试 求 平面 上 满足 条 件 :SAma = 
Sareo 的 点 的 轨迹 . 

解 ” 有 两 种 情形 : 

车 AB = CD, 则 平面 上 每 一 点 都 满足 已 知 条 件 , 从 而 ,所 求 的 轨迹 是 全 平 
面 .( 这 里 用 到 共 线 三 点 也 可 看 成 压 遍 了 三 角形 ). 

# AB < CD, 则 当 P 不 在 直线 4B 上 时 ,轨迹 不 存在 ; 当 P 在 这 条 直线 上 
Ef, Sapas = Saren = 0, 所 求 轨迹 是 A,B,C, D 所 在 的 直线 . 

轨迹 2 V ABCD ESERE , AB, CD 是 梯形 两 腰 , 求 平面 上 满足 条 件 : 
Sapan = Sapcp 的 点 P 的 轨迹 . 

解 ”分 两 种 情形 : 

车 AB // CD, 则 所 求 轨迹 是 梯形 两 底 中 点 所 确定 的 直线 . 

车 AB 不 平行 于 CD ,可 设 AB 与 CD 所 在 直线 相交 于 点 0 , 则 所 求 轨迹 除了 
梯形 两 底 中 点 连 线 之 外 ,还 包括 过 0 而 与 梯形 之 底 平 行 的 直线 , 即 所 求 轨迹 是 
直线 AB, CD 交 成 的 一 对 对 顶 角 的 两 条 角 平 分 线 . 

轨迹 3 设 点 4,B 决定 一 直线 41, 点 C,D 决定 一 直线 1,,1, 与 1 交 于 0， 
求 平面 上 满足 Sape = Sape 的 点 P 的 轨迹 . 

解 ” 如 图 7.22, 在 直线 48 上 取 点 五 ,下 ,使 
0 为 EF 之 中 点 , 且 EO = FO = 4B, 再 在 直线 
CD 上 取 点 6G,H, 使 0 为 GH 之 中 点 ,县 GO = 
HO = CD. 不 妨 设 E,G, F,H 的 顺序 恰 使 
EGFH 为 平行 四 边 形 . 

设 EG,GF,FH,HE 四 边 的 中 点 顺 次 为 M， 
S,N,P, 我 们 断言 :所 求 的 轨迹 就 是 两 条 直线 
MN, RS. 

先 证 轨迹 的 纯粹 性 . 

注意 到 当 线 段 CD 在 直线 HG 上 “滑动 ”时 ,对 固定 的 任 一 点 已 ,面积 Sa cp 
是 不 变 的 . 

同样 地 ,线段 AB 在 直线 EF 上 滑 地 , Sa prs 不 变 .于 是 


Sapoe = SAPOF = SAPB 


且 SApPoc = Sapon = Sarco 


当 点 P 在 直线 RS 上 时 ,由 共 边 比例 定理 ,有 


(xro sotun zwr 


2< 


Siapa B misma sms 


二 


当 点 P EER MN 上 时 , 同 理 , 有 


Sapa _ Saro _ EM _ | 
Sarco Sapo GM ` 
这 表明 直线 RS, MN 上 的 点 都 在 轨迹 上 . 
再 证 轨迹 的 完备 性 . 
EA P 不 在 直线 MN 上 或 RS 上 ,不 妨 设 点 P = Q 是 人 ROE 内 的 任 一 点 ， 
联结 OQ X RE 于 7T, 则 TE < RE = HR < HT. 
由 共 边 比例 定理 ,有 


Seo _ Seo _ HT _ | 
Saqp Saoon ET 


可 见 Q 不 在 轨迹 上 . 

轨迹 4 ” 设 4,8,C,D 都 在 直线 1! 上 ,a 是 给 定 的 正 数 , 求 平面 上 满足 条 件 : 
SAPAB + SAPcp =a 的 点 P 的 轨迹 . 

解 ” 有 两 种 情形 : 

当 4 与 8 重合 , H C 与 D 重合 时 , 对 平面 上 任 一 点 PP AA Same + 
SAPcp =0 < a, 故 所 求 轨迹 是 空 集 . 

当 AB + CD > 0, 则 所 求 轨迹 显然 是 与 直线 /平行 , 且 到 1 的 距离 为 = 


2 
g 的 两 条 直线 . 


轨迹 5 若 ABCD 是 平行 四 边 形 ,a 是 给 定 的 正 数 , 求 平面 上 满足 条 件 : 
SA PAB + Sapcp =a 的 点 P 的 轨迹 . 


解 ”分 三 种 情形 : 

# ABCD 面积 大 于 2a , 则 所 求 轨迹 是 空 集 . D c 

# DABCD 面积 等 于 2a , 则 所 求 轨迹 是 直线 š 
AB 与 CD 所 夹 的 条 形 区 域 ( 含 直线 AB, CD) .如 图 3 22 
7.23 所 示 . 4 B 

车 — ABCD 的 面积 小 于 2a, 易 计算 出 所 求 轨 i 
迹 是 与 48B 平 行 的 两 条 直线 11,1,, 且 141 与 i, 分 居于 p c 二， 
AB, CD 所 夹 的 条 形 区 域 两 侧 , 到 条 形 区 域 边 界 距 s<2a N OC N 
离 为 B h 

下: 二 2a - AB - d _ 
2AB 7.23 


HF d E: AB 到 CD 的 距离 . 
WER. 
轨迹 6 设 ABCD 是 平行 四 边 形 ,a > 0, 求 平 面 上 满足 条 件 :SApp + 
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SA PBC + SAPcD 十 S A PDA =a 的 点 P 的 轨迹 . 
解 ”分 三 种 情形 . 
车 —2ABCD 面积 大 于 a, 则 所 求 轨迹 是 空 集 . 
若 —2 ABCD 面积 等 于 a, 则 所 求 轨迹 是 平行 四 


边 形 内 和 周 界 上 的 所 有 的 点 . Su=a 
车 口 4BCD 面积 小 于 a, 则 所 求 轨迹 是 图 7.24 


所 示 的 包围 了 — ABCD 的 八 边 形 . 
记忆 4BCD WERA So, AB 到 CD 的 距离 为 


di, AD 到 BC WER H d2, WE 7.24 中 确定 八 边 形 i 


的 参数 hs ha 如 下 
-5 _ S 
h = B ha = T 


这 是 因为 P 应 当 满 足 ( 当 P 在 DC 外 侧 时 ) 


a = SAPAB + SAPBC + SApcp + SA PDA = So + 2SAppc 


轨迹 7 Ol. L PS 52432 O,fE h LERIA A,B, Elh 上 取 两 点 C, 
也 , 设 a 是 任意 给 定 的 正 数 , 求 满足 条 件 : Sa pp + SAPBC = a 的 点 P 的 轨迹 . 


解 如 图 7.25, 在 站 上 取 玖 ,下 ,使 Sagpc + 
SAFpc = a.#E L, EH G, HÎËESA cag = Same = a. 
显然 0 是 EF 中 点 ,也 是 GH 的 中 点 .于 是 适当 选 定 
E,G, F,H 之 次 序 后 EGFH 为 平行 四 边 形 . 

可 以 断言 , 这 个 平行 四 边 形 的 周 界 就 是 所 求 
的 轨迹 . 

先 证 轨迹 的 纯粹 性 . 设 P 在 — EGFH 的 周 界 
上 ,比如 在 边 EG E. i PG = XEG, 由 共 边 比例 定 

SA 
BAS = Pe = 1 , 故 
SApcp = ASagcp = Àa 


同 理 Sapas = (1 - À)SAca = (1 ~- AÀ)a 


H O + 四 得 


Sapa 十 SAPcD = a 


再 证 完备 性 . 设 Q 不 在 —=EÇFH 的 周 界 上 ,联结 QO 交 其 周 界 于 P, 则 由 共 


边 比 例 定 理 , 有 
Sagen _ Sagas _ QO 


Saa Saa pp Ye 3 


ee 


2< 


[x) g ao — a == == = 


JiR B mim =r=Elda 


再 用 合 比 定理 ,得 220 t Saos # 1, 即 0 不 在 轨迹 上 ， 

轨迹 8 给 出 平面 上 两 点 4,B, 对 给 定 的 常数 0, 求 满足 条 件 :Sap4p = 
k - PA + PB 的 点 P 的 轨迹 . 

解 ” 有 多 种 情形 : 

(1) 车 4,B 重合 而 上 > 0, 则 轨迹 是 空 集 . 

(2) 车 4,B 重合 而 hk = 0, 则 轨迹 是 全 平面 . 

(3)# 4,B 不 重合 而 k = 0, 则 轨迹 是 直线 AB. 


(4) 车 4,B 不 重合 而 上 > 过 , 则 轨迹 是 空 集 ， 


(5) 若 4, 有 不 重合 而 0 < k < 立 , 则 由 条 件 式 与 三 角形 面积 公式 Sams = 


$ PA - PB - sin Z APB 比较 ,可 知已 知 条 件 式 等 价 于 sin 人 APB = 2k. 由 此 易 
找 出 所 求 轨迹 . 
# 2k = 1, 则 一 4PB = 90?, 所 求 轨 迹 显然 是 以 AB 为 直径 的 圆周 . 
#0 < 2k < 1 过 4 作 4B ZERI, VA B 为 圆心 ,全 为 半径 作 弧 交 ! FM, 
N, 再 以 BM , BN 为 直径 作 两 圆 ,这 两 个 圆周 就 是 所 求 的 轨迹 .因为 ,这 时 有 
sin LAMB = sin ZANB = ÉB = 2k 
以 上 举 出 的 轨迹 ,有 空 集 、 全 平面 \ 一 条 直线 、 两 条 平行 线 、 两 条 相交 直线 、 


带 形 域 , 平 行 四 边 形 域 ,平行 四 边 形 周 界 `. 八 边 形 周 界 .圆周 等 多 种 类 型 . 
用 面积 条 件 呈 现 的 轨迹 ,大 大 丰富 了 轨迹 的 类 型 . 


八 、 完 全 四 边 形 


我 们 把 两 两 相交 又 没有 三 线 共 点 的 四 条 直线 及 它们 A 
的 六 个 交点 所 构成 的 图 形 , 叫 做 完全 四 边 形 .六 个 交点 可 
分 成 三 对 相对 的 顶点 ,它们 的 连 线 是 三 条 对 角 线 . 如 图 
8.1, 直线 ABC, BDE , CDF ,4FE 两 两 相交 于 A, B,C,D， 
下 ,下 六 点 , 即 为 完全 四 边 形 ABCDEF. RE AD,BF,CE C P Ë 
为 其 三 条 对 角 线 . 8.1 ` 

完全 四 边 形 中 , 既 有 凸 四 边 形 ,四 四 边 形 ,还 有 折 四 
边 形 以 及 四 个 三 角形 . 即 凸 四 边 形 ABDF , 止 四 边 形 ACDE , 折 四 边 形 BCFE ,四 
个 三 角形 是 人 4CF, 公 BCD, 公 DEF, 人 4BE .每 个 四 边 形 的 对 边 称 为 完全 四 边 
形 的 对 节 , 一 个 完全 四 边 形 共 有 六 对 对 节 . 


党 完全 四 边 形 的 牛顿 线 定理 


定理 ”完全 四 边 形 的 三 条 对 角 线 的 中 点 共 线 ,此 线 称 为 牛顿 线 . 

此 即 完全 四 边 形 4BCDEF 的 三 条 对 角 线 4D , BF, CE 的 中 点 M,N,P 共 线 . 

此 结论 是 牛顿 于 1685 发 现 的 ,1810 年 ,高 斯 也 独立 地 发 现 并 证 明了 此 结 
论 . 

证 法 1 如 图 8.1, 分 别 取 CD,BD,BC 的 中 点 0,R,S. 于 是 ,在 人 4CD 中 ， 
M,R,Q 三 点 共 线 ;在 全 BCP 中 ,S,R,N ZARR; E ABCE 中 ,S,0,P 三 点 
共 线 . 

由 平行 线性 质 , 有 


对 人 BCD RRR AFE 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 
AC FD EB] 
AB ` FC ` ED = 
MQ NR PS 
即 有 x: ` NS ` PQ = 1 
再 对 A QRS 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 , 知 M.N, P 三 点 共 线 . 
证 法 2 ”如 图 8.2, 分 别 取 4F,A4C, CF 的 中 点 R,S,0, 则 M,N,P 分 别 在 直 
线 SR, RO ,SQ 上 ( 即 分 别 三 点 共 线 ). 


SO 
IN 


(xjr gp 3 Oo — Z= u =m = 


NO 
IN 


ei ea B mima Š Cn 


由 三 角形 中 位 线性 质 , 有 
SM RN QP CD AB FE 


MR NO ` PS ` DF ` BC ` EA 
对 人 4CF 及 截 线 BDE 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


从 而 SM , RN .OP 图 8.2 


再 对 ARSO 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 , 知 M.N, P 三 点 共 线 . 
证 法 3 如 图 8.3, 作 点 6G, 如 ,使 DEAG,BEFH 均 Ow- 
为 平行 四 边 形 . 设 DG 与 FH 3 TN L. NN 
对 人 DEF RRR ABC 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 
DB EA FC _, 
BE ` AF ` CD ` 
由 平行 四 边 形 对 边 相 等 ,有 


即 S.E. =l 


再 对 A DFL 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定理 , 知 G,H, C 三 点 共 线 .于 是 EG, 
EH, EC 的 中 点 M,N,P 三 点 共 线 . 
证 法 4 如 图 8.3, 作 点 6G, 五 ,使 四 边 形 DEAG, BEFH 均 为 平行 四 边 形 . 设 
DG ZAC 于 R,FH 22 AC 于 5, 则 
AR _ FD SB FD 


RC ` DC'BC `” DC 


AR _ SB 
则 RC ` BC 
AR _ RC 
即 有 SB ` BC 
由 和 人 4GR o A SHB,# 
AR _ BG 
SB ` BH 
BC _ RC 
从 而 BH ` BC 
m Z GBC = 人 HBC, 则 
A GRC — AÁ HBC 
BA Z GCR = Z HCB 


从 而 G,H,C 三 点 共 线 . 
于 是 EG,EH,EC 的 中 点 M,N,P 三 点 共 线 . 
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证 法 5D ”如 图 8.4, 过 DD 分 别 作 DG // AF XAB F 


C, 作 DH // AB X AF + H, WJ AGDH 为 平行 四 边 形 . 取 P 
BH,BE 的 中 点 R,S. 了 
由 全 FHD A 人 QDGC, 有 V 
FH _ HD M 
DG ` GC T 
Bp HF - GC = DG - HD 
H A GBD cn 和 EDE, 有 Q 
GB - HE = HD - DG D 
从 而 HF - GC = GB > HE š 
于 是 T š; aA 
即 s s ° 
EF ` BC 
亦 即 A. 


X MR IL} GB, RN IL} HF, NS L+ EF, SP L} BC , Ai 
LMRN = Z PSN 
MR GB SP BE 


R RN = HF'NS = EF 
故 A MRN c° A PSN 
有 Z MNR = ZX PNS 
又 R,N,S 在 一 直线 上 ( 公 BEH 的 中 位 线 ) , 故 M.N, P 三 点 共 线 . 
证 法 6 如 图 8.5, 作 o BDFX , o CDEY ,延长 
FX ZAB 于 点 1, 延 长 EY 5 AC 的 延长 线 相交 于 点 
J. 
H BX // CF/ JE,FX // EB // YC,# 


AJ _ AE _ AB y 
AC = AF = AI pa 
AC = Al = k WA AXIB 5 AYCI RA ? 
的 ( 即 以 4 为 位 似 中 心 k 为 位 似 比 的 位 似 形 ) .于 图 8.5 


是 ,4, 王 ,了 共 线 ,从 而 D4 ,DX,DY 的 中 点 村,N,P 三 点 共 线 . 


O 李 梦 樵 , 尚 强 .平面 几何 一 题 多 解 新 编 [M] .合肥 :安徽 教育 出 版 社 ,1987:181-190. 
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证 法 7 先 看 一 条 引 理 ,再 应 用 引 理 而 证 . H 


C 
引 理 1 如 图 8.6, 在 局 4BCD 内 取 一 点 P, 过 P — -7 
引 两 邻 边 的 平行 线 EF , GH,2Z AB +.G, BC + F , CD E F 
F H,AD 于 E, 则 Scsrp = Sgpip 的 充 要 条 件 是 点 PP £ 
在 对 角 线 4C 上 . (平行 四 边 形 的 余 形 定理 ) 
事实 上 , 联结 AP,PC, 则 Sap = Samp» 图 8.6 


Sapre = SApHC. Scere = SapHnkScarp + SAhcp + Sapre = Serup + SAhEP + 


Samic = $ Sucpes P fE AC E. 


注 ”对 于 平行 四 边 形 的 面积 常用 对 角 线 字母 来 简 记 ,如 S sep = Soc = Sow. 
如 图 8.7, 分 别 过 C,B,D,F 作 与 4C,4E 平行 的 
直线 ,得 到 一 系列 平行 四 边 形 , 有 关 字 母 如 图 8.7 所 
示 , 由 引 理 1, 知 
Soap = SpR; Soan = Sopn 
从 而 Sm Sppn 
又 由 引 理 1 知 点 GERHARDS 上. 即 D,G,S 共 


线 . 

从 而 D4 , Gh, S54 的 中 点 MH,N,P 三 点 共 线 . 图 8.7 

证 法 8 先 看 一 条 引 理 ,再 应 用 引 理 来 证 . 

引 理 2 ”过 口 48CD 内 一 点 P, 过 P 引 两 邻 边 平行 的 直线 ,分 别 交 ABFE, 
交 DC 于 F, 交 AD 于 G6, 交 BC FH, WZH GF ,4C ,EH 或 者 共 点 或 者 相互 平 
行 . 

事实 上 ,如 图 8.8, 若 GF // 4C, 则 Q 


D F. 
DÇ _ DF G 4 
GA ` FC 
HC _ AE B 
Bp HB ` EB 
从 而 AC // EH 图 8.8 


故 GF,AC, EH 相互 平行 . 

车 GF 与 4C 不 平行 , 设 直线 GF 与 4C 交 于 点 0, 只 和 需 证 :E,H,Q 三 点 共 线 
即 可 . 
运用 梅 涅 劳 斯 定理 的 道 定理 , 只 需 证 :对 全 CPP, 有 

GH PE FQ _ 
HP ` EF ` QÇ ` 
设 AC 与 GH 交 于 点 ,由 平行 四 边 形 性 质 , 有 


DC _ GR 
AD = AG 
DC _ AD 
m GR = AG 
EH CH DE FQ _ DC GA FC _ DC AG 


HP ` EF ` QG "` CF `AD ` GR " GR `AD `"! 

故 引 理 2 获 证 . 

如 图 8.3, 作 局 DE4C, 口 了 ,延长 AG, BH 交 于 点 0, 则 BEAQ 也 为 平行 
四 边 形 .由 引 理 2, 直 线 CH,AB, FD 交 于 点 C, 即 知 G, H, 三 点 共 线 , 从 而 EG, 
EH, EC 的 中 点 有 M,N,P ZAHR. 

证 法 9 先 看 一 条 引 理 ,再 应 用 引 理 来 证 . 

引 理 3 ” 共 底 等 积 的 两 三 角形 顶点 连 线 被 公共 底 所 在 直线 平分 . 

事实 上 ,如 图 8.9(a), 设 Sac = Saan, KA CD 交 直 线 AB 于 点 M , fE 
CE | AB FE,DF | 4B 于 F, 则 CE = DF, 从 而 Rt 人 CEM L ARtA DFM. F 
是 有 CM = MD. 即 直线 AB 平分 CD. 引 理 3 获 证 . 

如 图 8.9(b), 取 BD 的 中 点 G6, 联结 GM, GN, 则 GM // CB , GN // CD, 从 而 


Sacem = SABCM» SACCN = SADCN 


设 4D 与 BF 所 成 的 角 为 8, 则 
SaAcuN = SAcGM + SaAGMN + SAcGN = 


Sagem + SAGMN + Sapen = 
1 š 
SBDNM = > BN - DMsin 8 = 


二 .十 BF .二 4Dsin 0 = + Sao 


2 2 2 
同 理 PPE TS, 
故 SAcww = SAEUV 


由 引 理 3, 知 直线 MN 平分 CE , 即 CE 的 中 点 己 在 直线 MN E. 
证 法 10 (由 张 景 中 给 出 ) 如 图 8.9(b). 由 


[x )" g 3 — = = = = m — = 


A f A $ 


NO 
ON 


1 1 1 
EP SAEMN 2 (Sarm 一 Sarm) > SAABE 一 7 Saper 


CP Saon 


Sa - Sapen) 让 Same ~ + same 


E 即 知 Sewuv = Sacuw, 故 MN 过 CE PAP. 
几 
何 ` 
° 党 完全 四 边 形 对 角 线 调和 分 割 定理 
š 
£ 定理 ”完全 四 边 形 的 一 条 对 角 线 被 其 他 两 条 对 角 线 调和 分 割 . (可 参见 线 
S 段 的 调和 分 割 定 理 2 的 推论 2) 
如 图 8. 10, 在 完全 四 边 形 ABCDEF 中 , 若 对 角 线 AD 所 在 直线 分 别 与 对 角 
线 BF,CE 所 在 直线 交 于 点 M,N, 则 
* ND = AN: MD © 
@ AM 
A 
A 
< 
a E i 
(b) 
图 8.10 
# BF // CE, 则 由 4 = RE = 好, 即 证 .( 此 时 ,也 可 看 做 直线 BF, CE 相 


交 于 无 穷 远 点 P, 也 有 下 面 的 @ ,@ 两 式 ) 
# BF 不 平行 于 CE, 则 可 设 两 直线 相交 于 点 已, 此 时 ,还 有 
BM MF 


BP = PF @ 
CN _ NE 
CP ` PE ® 


下 面 仅 证 明 当 BF 不 平行 于 CE 时 ,有 4 -MD ,其 余 两 式 可 类 似 证 明 . 
证 法 1 X} AADF 及 点 B 应 用 塞 瓦 定理 ,有 


AM .DC FE _ 
MD ` CF ` EA `"! @ 


对 A ADF 及 截 线 CNE 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


AN DC FE 
ND ` CF ` EA `" Í © 


i 2. SPSS: 


上 述 两 式 相 除 ( 即 @ + @) ,可 得 


È ”对 AABF BÑ D 和 截 线 CEP 分 别 应 用 塞 瓦 定理 和 梅 涅 劳 斯 定理 可 得 开 = ME. 
对 入 4CE 及 点 D 和 截 线 BFP 分 别 应 用 塞 瓦 定理 和 梅 涅 劳 斯 定理 可 得 只 = SE. 


证 法 2 X AACD 及 点 E, 应 用 蹇 瓦 定理 ,有 
CB AN .DF @ 


4 2 = 1 


BA ND ` FC 
对 AACD 及 截 线 BMF 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 
CF, DM AB _ | @ 
FD ` MA ` BC 
上 述 两 式 相 乘 ( 即 @ x @) ,可 得 
AM MD 


AN ` ND 
证 法 3 Xf AACD 及 截 线 BMF 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 式 ,对 A ADF 及 
截 线 CNE 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 式 O, X} AACF RRR BDE 应 用 梅 涅 劳 斯 定 
理 , 有 
AB CD FE 
BC ` DF ` EA 7! @ 
H @ x Q@ + @ #8 


AN = 
注 “对 称 性 地 考虑 还 有 下 述 证 法 . : 
(1) 对 A ABD RA F MRR CNE 分 别 应 用 塞 瓦 定理 及 梅 涅 劳 斯 定理 亦 证 . 

(2) 对 A ADE RA C ARE BMF 分 别 应 用 塞 瓦 定理 及 梅 涅 劳 斯 定理 亦 证 . 
(3) 对 A ADE 及 截 线 BMF X} A ABD RRR CNE \ 对 AABE RER CDF 分 别 应 用 梅 涅 

劳 斯 定理 亦 证 . 

证 法 4 + XCAN = a,Z NAE = 8,4B = b,AC = c,AM = m,AD = d, 

AN = n,AF = f,AE = e. 

MARARA B, M, ;B,D,EiC,D, Pi C.N.ER 应 用 张 角 公 式 , 得 
sin(a + 8) _ sina sin 8 sin(a + 8) _ sina sin 8 
m = f tk? d = e tb 
sin(a +8) sina sin sin(a + ß) _ sina sin 
d = f * e * n aove T e 


NO 
ON 


(xn g =p — Z x = = = c 


>K 


ian ËB mga ISEK 


有 


上 述 第 一 式 与 第 四 式 相 加 后 减 去 其 余 两 式 ,得 
sin(a + 8) ° (L + L) = 全 sin(a + B) 


即 
d,d. © 
su TE 
亦 即 Ap AM -全 人 
wg 


Ë 式 @ 体 现 了 调和 分 割 的 实际 意义 . 


党 完全 四 边 形 对 角 线 调和 分 割 定理 的 推广 


定理 ”过 完全 四 边 形 ABCDEF 的 顶点 4 的 直线 交 BF FEM, Z CEFN, X 
BD 于 G, 交 CD + H, + akal 


AN = AG t AH 
证 法 1 如 图 8.11, 设 CE 与 BF 的 延长 线 交 于 点 4 
0( 4 CE 不 平行 于 BF BT). AACN #l AAEN 均 被 直线 BO 
所 截 , 由 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 E. 
CB _ MN . OC D -S 
BA ` AM ` NO E N E 
EF MN OE e 
FA = AM ` NO @ 图 8.11 
H O x NE + Q x CHN, 得 
CB .EF _ MN , OC. NE + 0E - CN 
NE ON @ 


R 3R2 H ZR E n368 8 yE A 
OC - NE + OE - CN = CE - NO 
则 式 @ 变 为 
NE. C, en- EP = op. MN @ 
又 由 直线 CF #Ñ £ EAN 和 直线 BE R A ACN ,应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


NH _ çy. FE 
CE HA = CN AF 
NG _ yg . BC 
CE ee = NE ° 3p 
将 上 述 两 式 代 人 @ 48 
NH NG _ MN 
HA t GA ` AM 
AN- AH AN-AG AN- AM 
即 有 AH + AG ` AM 
S OTRE O EEEE E 
故 有 AG t AH "` AM t AN 


24 CE 与 BF 平行 时 ,结论 仍 成 立 ( 证 明 略 ). 

证 法 2 令 人 人 CAN = a,Z NAE = B,AB = b,AF = f,AC = c,AE = e. 
当 BF 与 CE 平行 或 不 平行 时 , 均 可 以 4 为 视点 ,分 别 对 点 B, M, F;B,G,E;C, 
H,F;C,N,E 应 用 张 角 定理 ,有 


mr s sa sl @ 
sn A sina, sing @ 
e 
ma sss 815 @ 
c 
sin À sina _ sin @ 
AN e c 
H Š - @# 
1 . 
(大 -15) 血 4= e sing @ 
H Q - @# 
( 奋 - 高 )sin4 = sine sin a @ 
k O 50RA 
=， 
AM t AN ` ÀG t AH 


注 ”特别 地 , 当 G, H tji K D 重合 时 ,有 
1 1 2 


AM t AN ` AD 
即 M,N 调和 分 割 4D, 此 即 为 前 面 的 对 角 线 调和 分 割 定理 . 
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党 完全 四 边 形 的 密 克 尔 点 定理 


定理 。 完全 四 边 形 ABCDEF 的 四 个 三 角形 AACF,2A BCD,A DEF, 
AABE 的 外 接 圆 共 点 M ,点 M 称 为 它 的 密 克 尔 点 . 
证 明 ”如 图 8.12, 设 和 公 BCD 与 ADEF 的 外 接 圆 交 


| i aT 
于 点 五 外 ,还 交 于 点 M.W MERR CB, CD, BD 上 的 ji 入 
射影 分 别 为 P,0,R, 则 对 ABCD 应 用 西 姆 森 定 理 , 知 C ` Y y E 
\ NA 


P,Q, RIR. x W 4 
又 设 点 用 在 AE 上 的 射影 为 5, 则 对 ADEF 应 用 西 姆 M7 
森 定理 , 知 0,R,S 共 线 , 故 P,Q,R,S 四 点 共 线 . 图 8.12 


对 A ACF 和 人 ABE 分 别 应 用 西 姆 森 定理 的 逆 定 理 ， 
知 M Æ AACF,2 ABE 的 外 接 圆 上 , 故 四 个 三 角形 的 外 接 圆 共 点 . 


注 ”直线 PORS 又 称 为 完全 四 边 形 的 西 姆 森 线 . 


洗 密 克 尔 圆 定理 


定理 。 五 边 形 五 条 边 延 长 ,两 两 相交 形成 五 个 三 角形 .它们 的 外 接 圆 两 两 
相交 .除了 顶点 以 外 有 五 个 交点 ,此 五 点 共 圆 (此 圆 称 为 密 克 尔 圆 ). 

在 图 8.13 中 ,五 边 形 ABCDE 五 边 延 长 形成 
AABG,A BCH,A CDK,A DEL, A EAF. REEN] 
的 外 接 圆 两 两 相交 , 异 于 顶点 的 交点 :已 ,Q,R,S， 
T 五 点 共 圆 . 

证 明 如 图 8.13, 这 里 有 两 个 完全 四 边 形 . 

在 完全 四 边 形 LAGBHC 中 ,人 4BGC, 人 BCH， 
AAHL 的 三 个 外 接 圆 共 点 ( 密 克 尔 点 ) 于 0@. 也 就 
是 说 瑟 ,0 ,4,L 四 点 共 圆 . 

在 完全 四 边 形 HAFELC tB,AAHL,A DEL, 图 8.13 
全 AEF 三 个 外 接 圆 共 点 于 T. 这 又 说 明 A, H, L, T 四 点 共 圆 . 

综合 说 ,H,0,4A,T,L 共 圆 ,那么 

Z QHC + Z QTL = LQHC + LQTS + ZSTL = 180° 
其 中 人 OHC = ZQRC,ZSTL = ZSDL = 人 SRC, 于 是 


s TUCUY e l U l C = = => s 
2 


AN 


Z QRC + ZSRC + LQTS = 180 


这 说 明 0,R,S,7T 共 圆 . 同 理 可 证 P,0,R,5S 共 圆 .两 圆 中 有 三 点 相同 ,已 证 PP， P 
0,R,S,7T 五 点 共 圆 . T 
这 个 五 点 共 圆 命题 中 还 有 一 系列 有 趣 的 推论 :D H 
推论 1 ”在 任意 内 接 于 圆 的 焉 斜 的 不 规则 五 角 星 形 外 侧 、 五 个 “ 角 "” 的 外 接 |Y 
图 两 两 相交 , 相 邻 两 圆 交 点 连 线 ,五 线 共 点 .图 8.14(a) 中 PA, QB, RC , SD , TE M 
HAFO. J 
推论 2 在 图 8.14(b) 中 还 有 两 组 三 线 共 点 ,每 组 含 五 个 共 点 ,它们 是 AP, Hi 
HR,LS; BQ,KS,FT;CR,LT,GP;DS,FP,HQ; ET, CQ, KR 依次 共 点 于 V,W， T 
X,Y,Z. X PK,TD,QC;QL,PE,RD;RF,QA,SE;SG,RB,TA;TH,SC,PB tk p 
次 共 点 于 1,J,M,N,U. 

EY 
EA © 

(KAN š ANI 
A 


K 
(a) 


图 8. 14 
推论 3 在 上 述 共 点 线 推论 2 中 两 组 五 个 共 点 V,W,X,Y,Z 和 1,J,M,N， 
U 都 在 密 克 尔 圆 上 . 这 就 是 说 ,连同 P,Q,R,S,7T,15 点 共 圆 . 
推论 4 ”在 密 克 尔 圆 定 理 中 还 有 五 组 共 圆 点 .图 8.13 中 为 S,T,P,G,H; 
T,P,Q,H,K;P,Q,R,K,L;Q,R,S,L,F;R,S,T,F,G 五 加 .图 8.15 为 欧洲 
出 版 物 中 相应 的 插图 . 


D 沈 康 身 .数学 的 魅力 (一 )[M]. 上 海 :上海 辞书 出 版 社 ,2004:164-165. 
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党 完全 四 边 形 的 蝴蝶 定理 


定理 。 过 完全 四 边 形 对 角 线 所 在 直线 的 交点 作 另 一 条 对 角 线 的 平行 线 ， 
所 作 直 线 与 平行 对 角 线 的 同一 端点 所 在 的 边 ( 或 其 延长 线 ) 相交 ,所 得 线段 被 
此 对 角 线 所 在 直线 的 交点 平分 . (可 参见 线段 的 调和 分 割 定 理 2 的 推论 3). 

证 明 如 图 8.16, 设 0,G,H 分 别 为 完全 四 边 形 
ABCDEF 的 三 条 对 角 线 所 在 直线 的 交点 . 

(1) 过 0 作 与 CE 平行 的 直线 交 EB 于 1, 交 EA 于 J， 
X AC 于 以 ,与 CF 的 延长 线 交 于 点 NN, 则 须 证 OI = OJ, 
OM = ON. 

事实 上 ,由 完全 四 边 形 对 角 线 调和 分 割 定理 有 


OI _ DO 40 _ OJ 图 8.16 


从 而 OI = 0J 
H MN // CE, 则 
ON DO AO OM 
CG ` DG ` AG ` CG 
从 而 OM = ON 
(2) 过 G 作 与 BF 平行 的 直线 , 交 FC 于 5S, 交 FE 的 延长 线 于 点 7T, 交 BE 的 
延长 线 于 工 , 交 BC 于 MM . 同 (1) 的 证 明 一 样 ,可 得 
GS = GT,GM' = GL 
(3) 过 点 HfE5JAD 4705) H £R , E C4 的 延长 线 于 P, 交 hE 的 延长 线 于 0， 
X DF 的 延长 线 于 N' , 交 DE 的 延长 线 于 L'. 同 (1) 的 证 明 ,可 得 
HN’ = HL',HP = HQ 
综 上 ,我 们 便 完成 了 结论 的 证 明 . 
由 上 述 优 美的 性 质 ,容易 想到 蝴蝶 定理 ,在 这 里 ,我 们 不 妨 也 把 它 称 为 完全 
四 边 形 的 蝴蝶 定理 . 


Tremaiine Geometry 


定理 。 如 图 8.17, 完 全 四 边 形 ABCDEF 中 . 

(1) 四 个 三 角形 A BCD, A DEF, AABE, AACF 
的 垂 心 四 点 共 线 . 

(2) 四 个 三 角形 A BCD,A DEF, A ABE , AACF 
的 外 心 四 点 共 圆 . 

(3) 以 三 角 对 角 线 为 直径 的 圆 共 轴 , 且 与 四 个 三 
角形 的 垂 心 共 线 . 

证 明 (1) 由 密 克 尔 定理 , 设 其 密 克 尔 点 为 M, 即 人 BCD, 人 DEF, 人 ABE，, 
AACF 的 外 接 圆 的 公共 点 为 M, 则 点 M 关于 四 个 三 角形 的 西 姆 森 线 为 同一 条 
直线 17. 

由 施 坦 纳 定 理 ( 设 A ABE WEGA H, 其 外 接 贺 上任 一 点 已 , 则 p 关于 
AABE 的 西 姆 森 线 通 过 线段 PH 的 中 点 ). i 通过 点 M 分 别 与 A BCD, A DEF, 
AABE,A ACF 的 垂 心 的 连 线段 的 中 点 ,从 而 这 四 个 三 角形 的 垂 心 共 线 . 


图 8.17 


注 ”该 线 称 为 完全 四 边 形 的 垂 心 线 , 它 平 行 于 完全 四 边 形 的 西 姆 森 线 . 
(2) 设 其 密 克 尔 点 为 M, 四 个 三 角形 A BCD, A DEF, AABE, A ACF 的 外 
心 分 别 为 01, 02, 03, 04. 
由 于 ME 为 圆 0; 和 贺 O, 的 公共 弦 , 则 
020; | ME 
i 0:0, X ME FH, M) 
Z MOH = Z MDE 
同 理 Z MO0,0; = Z MCB 
又 B,D,M,C 四 点 共 圆 , 则 
Z MDE = Z MCB 
故 Z MOH = Z M0,0; 
BD 0,1, 02, 03, M 四 点 共 圆 . 
同 理 , 0, 02, 04, M 四 点 共 圆 , 故 0,,0,,0,,0,,M 五 点 共 圆 . 


注 ”此 结论 由 施 坦 纳 于 1828 年 发 现 的 ,该 圆 常 称 为 施 坦 纳 圆 . 1938 年 密 克 尔 重新 发 现 
了 它 , 有 时 也 称 为 密 克 尔 圆 . 
(3) 我 们 证 明 以 完全 四 边 形 的 三 条 对 角 线 为 直径 的 圆 共 轴 , 且 完全 四 边 形 
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的 四 个 三 角形 的 垂 心 在 这 条 根 轴 上 . 

如 图 8.18 ,在 完全 四 边 形 ABCDEF 中 ,以 对 角 线 AD , 
BF, CE 为 直径 作 圆 .这 三 个 圆 的 圆心 就 是 三 条 对 角 线 的 
中 点 M.N, P. 

设 H,,H,,H,,H, 分 别 为 A FDE,AACF,AABE, c 
A BCD 的 垂 心 ,注意 到 三 角形 垂 心 的 性 质 :三 角形 的 垂 
心 是 所 有 过 任 一 条 高 的 两 个 端点 的 圆 的 根 心 . 

在 完全 四 边 形 ABCDEF 中 , 显然 A FDE, A ACF, 
AABE, ABCD 的 重心 不 重合 .由 于 A DEF 的 垂 心 Hl 是 
三 个 圆 的 根 心 ,而 对 于 全 DEF ,在 它 的 边 所 在 直线 上 的 点 C,B,A, ADEF HE 
心 H, 关于 以 CE, BF , AD 为 直径 的 圆 的 宕 相等 , 即 H, 在 这 三 个 圆 两 两 的 根 轴 
Ë 


图 8.18 


同样 ,对 于 全 4CF ,在 它 的 边 所 在 直线 上 的 点 B,D,E, 其 垂 心 H, 关于 以 
CE, BF , AD 为 直径 的 圆 的 寡 相 等 ,以 及 Hs, H, 均 关 于 以 CE, BF , AD 为 直径 的 
MARHE. 

故 Hi, H2, Hs, H, 均 在 这 三 个 圆 两 两 的 根 轴 上 , 即 这 三 个 圆 两 两 的 根 轴 重 
合 , 亦 即 共 轴 , 且 四 个 三 角形 的 垂 心 在 这 条 根 轴 上 . 


注 “此 结论 又 称 为 高 斯 定理 :分 别 以 一 完全 四 边 形 的 对 角 线 为 直径 所 作 的 三 图 共 轴 ， 
它们 的 等 矫 轴 就 是 完全 四 边 形 的 垂 心 线 . 


党 完全 四 边 形 的 张 角 定理 


定理 1 如 图 8.19, 在 完全 四 边 形 ABCDEF 中 ,点 G 是 对 角 线 4D 所 在 直线 
上 的 一 点 ,联结 BG, CG, EG, FG. 若 人 AGC = 人 AGE, 则 人 4GB = ZAGF.O 

证 明 ”如 图 8.19 所 示 的 各 种 情形 ,过 点 G 作 直线 a 上 AD ,过 B,F 分 别 作 
直线 BM | a 于 M, 交 CD FMi, X CG FMR FN L a 于 N, 交 DE 于 和 Ni， 
交 GE 于 WN,, 则 

BM // AG // FN 

于 是 由 Z AGC = Z AGE 
知 RtA GMM, cO RtA GNN, 


e Arig .走向 国际 数学 奥林匹克 的 平面 几何 试题 诠释 (下 )[M] .哈尔滨 :哈尔滨 工业 大 学 出 版 


社 ,2007: 


M,B GA M, B 


GA “MF NF pa 
由 等 比 性 质 , 得 
MG MB+MM, BM 
NG ` NiF + NN, ` FN 
所 以 RtA MBG c> RtA NFG 
即 有 Z BGM = FGN 
故 Z AGB = ZAGF 


i 当 朋 与 MM 重合 ,NN 与 NN 重合 时 , 式 (* ) 变 为 
MG BD MB MB DA MB ÇA MB 


NG ` DN, © NiF ` DA MF GA NF” NF 
由 此 , 即 知 Rt 人 MBG RtA NFG. 
定理 2 ”在 完全 四 边 形 ABCDEF 中 ,点 6 是 对 角 线 4D 所 在 直线 上 异 于 4 的 
任意 一 点 , 则 cot ZZ AGC + cot Z AGF = cot Z AGB + cot Z AGE. O 
证 明 ”联结 CE 与 直线 4D 交 于 点 K. 
在 AACE 中 及 点 也 应 用 塞 瓦 定理 ,有 
AB CK EF _ 


BC ` KE ` FA 7! © 


O Ar. SAFE, BRER]. PERF 2009(5):45-46. 
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AB _ Sac _ in Z AGB 
注意 到 BC ”SAcac ™ * sin n ZB6C 


CK _ Sac _ CG : sin /AGC 


平 KE ` Sace — ` EG ` * sin Z AGE 
m" EF _ Sacr _ EG ` sin Z EGF 
i FA ` Sacra = AG sin Z AGF 
> 将 以 上 三 式 代 人 式 ( * ) 得 
` sin Z BGC _ sin Z EGF @ 
xm sin Z AGC . sin Z AGB ` sin Z AGE - sin Z AGF 
条 又 sin Z BGC = sin( ZAGC - Z AGB) = 
理 sin Z AGC - cos Z AGB — cos Z AGC + sin Z AGB 
(T) sin Z EGF = sin( Z AGE - ZAGF) = 
sin A AGE - cos Z AGF - cos Z AGE : sin Z AGF 
将 上 两 式 代 人 式 @, 得 
e@ cot Z AGB — cot Z AGC = cot Z AGF - cot Z AGE 


故 cot Z AGC + cot Z AGF = cot Z AGB + cot Z AGE 


注 ”显然 定理 2 是 定理 1 的 推广 .定理 2 的 前 部 分 证 明 也 可 对 公 A4CF 及 截 线 BDE 或 对 
AABE RRR CDF 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 得 到 类 似 于 Q 的 式 子 . 


党 完全 四 边 形 相等 边 定理 

定理 ”如 图 8.20, 在 完全 四 边 形 4BCDEF 中 ,4B = 
AE. 

(1) # BC = EF, 则 CD = DF, 反 之 若 CD = DF, 则 
BC = EF. 


(2) # BC = EF( 或 CD = DF), M 为 完全 四 边 形 的 
密 克 尔 点 , 则 MD | CF sÉ A ACF 的 外 心 O, 在 直线 MD 


+. 

(3) Ë BC = EF( 或 CD = DF), 点 4 在 CF 上 的 射 图 8.20 
影 为 H, 人 ABE 的 外 心 为 02, 则 0; 为 AM 的 中 点 ， 且 
0,D = O-H. 


(4) # BC = EF( 或 CD = DF),M 为 完全 四 边 形 的 密 克 尔 点 , 则 MB = 
ME,E MB | AC,ME | AE. 


证 明 (1) 对 全 4CF RRE BDE 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 有 


因 AB = 4E, 则 由 上 式 , 知 
CD = DFesBC = EF 
(2) 由 (1) %1, ABCD 和 全 DEF 的 外 接 圆 是 等 圆 (或 由 正弦 定理 计算 推 证 
144). XH A,B, M, E 四 点 共 圆 ,有 
Z CBM = ZAEM = Z FEM 


从 而 CM = MF 
于 是 A DCM £2 A DFM 
# Z CDM = Z FDM 
故 MD | CF 


由 于 DM 是 CF 的 中 垂 线 ,而 01 在 CF 的 中 垂 线 上 ,故人 4CP 的 外 心 01 在 
直线 MD 上 . 

(3) 由 (2) 知 ,全 BCD 和 公 DEF 外 接 圆 是 等 圆 ,从 而 2 BCM L A EFM ,Ëll 
有 BM = EM , 即 知 点 M fE Z BAE 的 平分 线 上 , 亦 即 4,0;,M 共 线 ,从 而 知 O, 
为 4M 的 中 点 . 

或 者 直接 计算 O, 为 AM 的 中 点 :在 AABE 中 ,由 正弦 定理 , 知 
2AB _ AC + AE 


2sin(90P — 2) 2cos $ 


设 圆 O, 的 半径 为 R ,注意 到 01, D, M 共 线 则 
AM = 2Ricos Z O| MA = 2Risin Z MCA = 2Risin(C + 4) 


ZRC + 4) ENE An A eos £ 


A 
于 是 2A0, ` AC + AE ~ sin Z AFC + sin C 
2cos 4 
而 2sin( C + A Joos 4 = 2(sin Coos 4 + cos Csin £ )cos £. = 


sin C - 2co@ £ + cos Csin 4 = 
sin C(1 + cos 4) + cos Csin 4 = 
sin C + sin Ccos 4 + cos Csin 4 = 
sin C + sin Z AFC 

故 AM = 240,, 即 O, 为 AM 的 中 点 . 


(x) gaa — nnan = 


>K 
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3 


a 


注意 到 MD | CF,AH | CF, 所 以 O, 在 线段 DH 的 中 垂 线 上 , 故 O,D = 
OH. 

(4) 由 (3) 知 , BE = EM. X. 0,28 AM 的 中 点 ,而 O, 为 圆心 即 AM 为 直径 ， 
则 MB | 4C,ME | 4E. 或 注意 到 4B = AE, 从 而 MB = ME. 


党 完全 四 边 形 凸 四 边 形 内 接 于 圆 定理 


定理 O@ 在 完全 四 边 形 ABCDEF 中 ,顶点 4,B8,D,F 四 点 共 圆 0, 其 对 角 
线 AD 与 BF 交 于 点 G. 

(1) 若 项 点 角 Z C, ZE 的 平分 线 相交 于 点 K, 则 CK | EK. 

(2) Z BGD 的 角 平 分 线 与 CK 平行 ,人 DGF 的 角 平 分 线 与 EK 平行 . 

(3) 从 C, E 分 别 引 圆 O 的 切线 ,车 记 切 点 分 别 为 P,Q, 则 CE = CP? + 
EQ?; 此 题 设 条 件 下 的 完全 四 边 形 ABCDEF 的 密 克 尔 点 在 对 角 线 CE 上 ; 若 分 别 
以 C,E 为 圆心 ,以 CP, EQ 为 半径 作 圆 弧 交 于 点 7, 则 CT | ET. 

(4) 若 从 C( 或 EE) 引 圆 0 的 两 条 切线 , 切 点 为 R,0, 则 E( 或 C),R,G,0Q 
四 点 共 圆 . 

(5) 过 C,E,G 三 点 中 任意 两 点 的 直线 ,分 别 是 另 一 点 关于 圆 0 的 极 线 . 

(6) 点 0 是 公 GCE 的 垂 心 . 

(7) 过 对 角 线 BF (或 BF 不 平行 于 CE 时 的 4D) 两 端点 处 的 圆 O 的 切线 的 
交点 在 对 角 线 CE 所 在 直线 上 . 

(8) 设 01,0, 分 别 是 A ACF ,A ABE 的 外 心 , 则 A000, A DCE. 

(9) 设 点 M 是 完全 四 边 形 4BCDER 的 密 克 尔 点 , 则 OM | CE, 且 0,G,M 
共 线 , OM 平分 Z AMD. 

证 明 (1) 如 图 8.21, 联 结 CE, 令 人 人 DCE = Z1, 
Z DEC = A2, 则 
(LBCD + L1 + Z2) + (LDEF + Z2 + L1) = 

Z ABD + LAFD = 180? 


即 知 (LBCD + Z DEF) + Z1 + Z2 = 90 
从 而 


9 PL DAEA EUEN RER t-i OU] ,中 等 数学 ,2007(2) : 17-22. 
沈 文 选 .完全 四 边 形 的 Miquel 点 及 其 应 用 [中 .中 学 数学 ,2006(4) :36-39. 


Z CKE = 180 - (2 C BcD + ZDEF) + Z1 + Z2) = 90 


故 CK | EK 
(2) 设 人 DGF 的 平分 线 交 DE FX, KE 28 GF 于 17, 则 


LFCX = LDGF s +(ZGFA4 + ZGAF) 
ZFIE = Z GFA - +ZAED = Z GFA - 3 (ZADB - ZGAF) = 


T+ (ZGFA + ZGAF) 


故 GX // KE 
同 理 ,人 BGD 的 平分 线 与 CK 平行. 
(3) 设 过 点 8,C,D 的 圆 交 CE 于 点 M ,联结 DM , 则 
LAFD = LCBD = Z DME 
从 而 D,M,E,F 四 点 共 圆 .于 是 
CM - CE = CD +: CF,EM - EC = ED + EB 
此 两 式 相 加 ,得 
CE? = CD : CF + ED + EB 
又 CP, EQ 分 别 是 圆 0 的 切线 ,有 
CD - CF = CP2,ED - EB = EQ? 
故 CE2 = CP2 + EQ2 
显然 , M 是 圆 BCD 与 圆 DEF 的 另 一 个 交点 ,此 即 为 密 克 尔 点 , 即 题 设 条 件 下 的 
完全 四 边 形 的 密 克 尔 点 在 CE 上 . 
由 于 CT = CP,ET = EQ, 故 
CT? + ET? = CE? 
Bp CT | ET 
(4) 如 图 8.22, 联 结 CQ 交 圆 0 FR ùt E fE EH | 
CQ 于 五 ,过 点 C 作 圆 的 切线 CP , 切 点 为 已, 则 
CE? - EQ? = CP? = CR'- CQ = (CH - HR')CQ 
X CE? — EQ? = (CH? + HE?) — (HE? + HQ?) = 
CH? - HQ? = 
(CH - HQ)(CH + QH) = 
(CH - HQ)CQ 
从 而 HR' = HQ 
由 此 即 可 证 
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RtA EHR' 2 Rt 人 EHQ 
于 是 EQ = ER',W] EQ = ER,ÚMM ER' = ER. 
又 R',R 均 为 圆 0 上 , 故 R 与 RR 重合 , 即 C, R, 0 三 点 共 线 . 
或 者 , 设 CE 上 的 点 M 是 密 克 尔 点 , 则 
EQ? = ED - EB = EM - EC 
从 而 CE? - EQ? = CE? ~ EM. EC = CBE.CMHM= CD.CF = 
(CO - 00)(CO + 00) = CO? - 002 
由 此 , 知 CQ L 0E. 而 RQ | OE, C,R,Q 三 点 共 线 . 
为 证 R,G,Q 共 线 ,联结 AR 交 BF 于 点 天 ,联结 RF 交 4D 于 点 了 , 设 RQ 与 
AF 交 于 点 2Z .联结 AQ, QF ,于 是 
AZ _ Sagaz _ QAsin 40Z 
ZF ~ SAozF ~ QFsin Z ZQF 


同 理 FY _ DFsin Z FDY RX _ BRsin Z RBX 
YR  DRsin Z YDR’ XA ~ BAsin Z XBA 
H A EAQ on A EQF,# 


同 理 ,有 


而 Z AQZ = ZYDR,Z ZQF = Z RBX 
Z FDY = ZXBA,EQ = ER 
于 是 AZ FY RX 


对 AARF 应 用 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 , 知 AY, FX, RZ 共 点 于 G, 故 R,G,Q 4 
线 . 
综 上 可 知 ,C,R,G,0 四 点 共 线 . 
(5) 由 (4) 即 证 . 
(6) HF OE | RQ, 即 OE | CG. 同 样 OC | EG. 由 此 即 知 ,0 为 全 GCE 
的 垂 心 . 亦 即 知 OG 上 CE. 
(7) 由 (5) 知 ,直线 CE 是 点 G 关 于 圆 0 的 极 线 ,从 而 过 点 G 的 弦 的 两 端点 
处 的 切线 的 交点 在 直线 CE E. 
(8) 车 点 0 在 4D 上 , 则 01,0; 分 别 为 AC,AE 的 中 点 , 此 时 , 显然 
人 0010;, HADCE. 
车 点 0 不 在 4D 上 ,如 图 8.23 所 示 , 则 01,0; 不 在 AC, AE 上 .联结 AO, 
CO1, AD, A0, 0D,AO0,, 02E , BF. 由 
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Z AO,E = 2(180p - Z ABE) = 2Z AFD = Z AOD 
K 024 = O;E,OA = OD 
知 AA0,E ^ AA0D 
AO; _ AE 
即 有 = AO = AD 
又 人 人 034E = Z OAD, 
AA00, cm A ADE 
同 理 AAO, Co A A0D,AA00,— AACD 
90 40 _ 00; 
于 是 CD `AD ` DE 
H 全 A01C AAGOE, l 
0:02 _ AC _ A0 
CE T AE "AD 


(9) 如 图 8.24, 过 点 D 和 MM 作 贺 0 的 割 线 MD 交 圆 0 
于 点 T, 联 结 4M,40,TO. 由 4,B8,D,F 及 4,B,M,E 分 


别 共 圆 , 知 


Z EFD = ZABE = ZAME 


又 由 也 ,下 ,4,7 共 圆 , 知 


Z EFD = ZATD = Z ATM 


因 AE, TM 是 过 两 相交 圆 交 点 F , D 的 割 线 , 则 


于 是 
即 知 


故 


EM // AT 
ZTAM = ZAME = ZATM 
MA = MT 
又 04 = 07, 从 而 
MO 1 AT 
OM | ME 
X M fz CE E, WI 
OM | CE 


再 由 (6) 知 ,0G L CM , 故 0, G, M 三 点 共 线 . 
显然 , OM 平分 人 AMT, 即 OM 平分 人 AMD. 
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党 完全 四 边 形 折 四 边 形 内 接 于 圆 定理 


定理 。 在 完全 四 边 形 ABCDEF 中 ,顶点 B,C,E,F 四 点 共 圆 于 圆 0, 点 M 
为 完全 四 边 形 的 密 克 尔 点 . 

(1) 从 点 4 向 圆 0 引 切 线 4P,40, 切 点 为 P,0, 则 P, D, Q 三 点 共 线 . 

(2) 圆 0 的 两 段 弧 调 和 分 割 对 角 线 AD 所 在 直线 . 

(3) 点 M EH HRAD 所 在 直线 上 . 

(4) AM 平分 人 和 CME, AM 平分 人 BMF, 且 C,0,M,E 共 圆 ,B,0,M,F 共 


(5) OM | AD. 
(6) 4,P,0,M,0 五 点 共 圆 . 
(7) 直线 OM, BF , CE 三 线 共 点 或 相互 平行 . 
WERA (1) 如 图 8.25, 同 完全 四 边 形 凸 四 边 形 内 接 于 
圆 定理 中 (4) 证 R,G,Q 三 点 共 线 而 证 得 P,D, 0 HR. 
或 者 由 点 M 的 性 质 有 
AD - AM = AB +: AC = AP? 


知 A APD o^ A AMP 

A LADP = Z APM 

RAE Z ADQ = Z AQM 

而 LAPM + Z AQM = 180 

则 LADP + ZADQ = 180? 
故 P, D, 共 线 . 


(2) 设 直线 AD XAF G, H, WA 8.25 所 示 . 过 4 作 4K L PQ + K, Wi 
PK = KQ. H 
AP? = AG + AH = AK? + PK2,AD2 = AK? + KD? 
两 式 相 减 有 
AG - AH - AD? = PK? - KD? = (PK + KD)(PK - KD) = PD. DQ = 
DG . DH = (AD - AG)(AH - AD) = 
AD - AH - AD? + AD - AG - AH : AG 
于 是 2AG » AH = AD(AH + AG) 
即 人 2 好. AÇ , AH 


AD - AG AH - AD 
从 而 人 
故 De „ 2R 


AG 
此 式 表明 圆 0 MPABM AD 所 所 在 直线 . 
(3) 在 直线 AD 上 取 点 M' ,使 
AD - AM' = AP? = AB - AC = AF . AE 
则 B,C, M ,D WARA, E, F, D, M 四 点 共 圆 , 即 M' 为 圆 BCD 5H DEF 的 交 
点 ,从 而 M 为 完全 四 边 形 4BCDEF 的 密 克 尔 点 , 即 M 与 M 重合 , 故 点 M 在 直 
线 AD 上 . 
(4) 联结 CM , EM , 则 
Z CMH = Z CBD = Z EFD = Z EMH 
故 Z CME = 2Z CBE = Z COE 
从 而 , 4M 平分 Z CME, E. C,0,M,E NRHA. 
同 理 ,4M 平分 人 BMF, 且 8,0,M,F 四 点 共 圆 . 
(5) 联结 0C,0E, 由 C,0,M,E 共 圆 , 则 


LOMC = LOEC = LOCE = Jase - Z COE) = 


- 1 ZC0E = 9% - LCBE = % - Z CMH 


即 Z 0MC + Z CMH = 90 
故 OM | AM 
Ep OM | AD 


(6) H ZAPO = ZAMO = ZAQ0 = 90, 知 4,P,0,M,0 五 点 共 圆 . 
(7) 对 圆 OMFB, 圆 CEMO, 0 0 用 根 轴 定理 , 即 知 直线 OM , BF, CE 三 线 
共 点 或 平行 . 


注 由 (5)OUH | 4D, 知 4,P,O,1,O 五 点 共 圆 .又 4D - AM = AB - AC = AP, 即 有 
AAPDCOOZA AMP ,JjF43 Z ADP = Z APM. FRH Z ADQ = Z AQM. Ñ Z APM + Z AQM = 180 ， 
故 ZADP + Z ADQ = 180 ,得 (1) 中 P, D, Q 共 线 . 


党 完全 四 边 形 凸 四边 形 内 切 圆 定理 


本 节 中 的 部 分 结论 也 可 参见 圆 外 切 简单 四 边 形 问题 中 的 有 关 定 理 . 
定理 1 在 完全 四 边 形 ABCDEF 中 ,四 边 形 4BD 有 内 切 圆 的 充 要 条 件 是 
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下 列 两 条 件 之 一 : 
(1)BC + BE = FC + FE. 
(2)AC + DE = AE + CD. 
证 明 (1) 充分 性 .如 图 8.26, 在 CF 上 截取 CG = CB ,在 
EA 上 截取 EH = EB. 联 结 BG, GH,BH, 则 
FH = EH - EF = EB - EF 


x BC + BE = FC + FE 
则 BE - FE = FC-BC 
故 FH = FC - BC = FC - CG = GF 


图 8.26 


分 别 作 Z BCG, Z BEH , Z GFH 的 平分 线 . 

因为 CB = CG,EB = EH,FG = FH, 所 以 这 三 个 角 的 平分 线 所 在 的 直线 
就 是 ABGH 三 边 的 垂直 平分 线 ,从 而 ,这 三 个 角 的 平分 线 交 于 一 点 , 设 为 了 

由 角 平 分 线 的 性 质 知 ,7 到 CB CF, EB 5 EF, FC 与 Fh 的 距离 均 相 等 , 即 
I 到 四 边 形 4BDF 的 四 边 距 离 相等 ,所 以 ,四边 形 4BDF 有 内 切 圆 . 且 7 为 其 内 切 
圆 的 圆心 . 

必要 性 . 略 . 

(2) 充分 性 .在 AC 上 截取 CG = CD, 在 AE 上 截取 EH = ED, 则 AG = 
AC -CG = AC - CD = AE - DE = AE - EH = AH ,WJ Z DCG , Z DEH ,Z GAH 
的 平分 线 就 是 A DGH 的 三 边 的 中 垂 线 , 同 (1) 知 四 边 形 ABDF 有 内 切 圆 . 

必要 性 . 略 . 

定理 2 在 完全 四 边 形 ABCDEF 中 , 四 边 形 
ABDF 有 内 切 圆 的 充 要 条 件 是 人 4CD 与 A ADE 的 内 
切 圆 相 处 切 . 

证 明 ”如 图 8.27, 必 要 性 . 当 四 边 形 ABDF 有 内 
HAN J BF, 设 圆 1 分 别 切 BD,DF 于 点 M,N, 设 o 
AACD KAHAR 4Y) CD 于 点 已 ,人 4DE 的 内 切 圆 
L, UJ DE 于 点 Q, 则 图 8.27 


PN = CN ~ CP = Ú (AC + CF - AF) - (ÀC + CD - AD) = 


3(4D + DF - AF) 


同 理 QM = (AD + DB - AB) 
由 四 边 形 4BDF 有 内 切 圆 , 知 DF - AF = DB - 48 ,于 是 PN = QM. 
再 由 DN = DM ,可知 DP = DQ.) WB 15A 外 切 于 AD 上 某 一 点 . 


充分 性 . 设 AACD 的 内 切 圆 圆 1 与 OADE HAHAA r, 外 切 于 AD 上 一 
点 , 作 公 hEB 的 内 切 圆 圆 1, 过 D 作 圆 1 的 另 一 条 切线 分 别 交 直线 4B 于 C" , 交 直 
线 AE T. F' fE AAC'D 的 内 切 圆 圆 了 , 则 由 前 面 的 证 明 可 知 贺 r 与 圆 1, 外 切 
于 AD 上 一 点 ,再 由 圆 与 圆 五 的 圆心 同 在 Z CAD 的 平分 线 上 , 知 圆 P, SBI 
I 重合. 从 而 C' 与 C 重合 , 严 与 FF 重合. 因此, 四边形 ABDF 有 内 切 圆 . 

定理 3 ”在 完全 四 边 形 ABCDEF 中 , 圆 0 内 切 于 四 边 形 4BDF 的 边 4B， 
BD,DF, Fh F P,Q,R,S 四 点 ,求证 : 

(1) AD, BF , PR,0Q5S NRHA. (参见 牛顿 定理 ) 

(2) C,Q,S 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 EE,R,P 三 点 共 线 . 

证 明 ”如 图 8.28,(1) 设 BF 与 9S 交 于 点 M, BF 与 PR 
XFA MM ,下 证 M 5M 重合 .分 别 对 A BEF 及 截 线 05， 
对 A BCF 及 截 线 PR 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 

BM , FS , EQ _; BM FR. CP _ | 
MF SE ` QB ` 'M'F ` RC ` PB 
' PB 
即 有 A = TTF = RF 
注意 到 BP = BQ,FS = FR, 则 
BM _ BM' 
FM ` M'F 
故 M 5M 重合 ,从 而 BF, 05S, PR 三 线 共 点 于 MM. 
同 理 , 4D, QS, PR 三 线 共 点 于 M. 故 AD, BF, PR, QS 共 点 . 
(2) 必要 性 .联结 OC 交 PR 于 K, 则 CK | PR. 联 结 OP, 0Q, 0S, KS , Wi H 
OS? = OP? = OK - OC 


# OS _ OK 
OC `" OS 
X LCOS = 人 SOK, 知 
A 0SC > Á 0KS 
从 而 Z 0QS = LOSQ = Z DSC = Z OKS 


则 0,K,Q,S 四 点 共 圆 . 
又 0,Q,E,S 四 点 共 圆 ,从 而 0,K,Q,E,S 五 点 共 圆 ,于 是 
LOKE = Z 00E = 905 
Bp OK | KE 
亦 即 CK | KE 
故 知 E, R,P 三 点 共 线 . 
充分 性 .联结 OE 交 QS 于 工 , 同 必 要 性 证 明 .( 略 ) 
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党 完全 四 边 形 折 四 边 形 旁 切 圆 定理 


定理 在 完全 四 边 形 ABCDEF 中 ,四 边 形 ABDF(#E Z BAF 内 ) 有 旁 切 加 
的 充 要 条 件 是 下 列 两 条 件 之 一 : 
(1) AB + BD = AF + FD. 
(2)4C + CD = AE + ED.( 可 参见 折 四 边 形 问 题 中 的 有 关 定 理 ) 
证 明 (1) 必要 性 .上 略 . Ç 
充分 性 .如 图 8.29, 在 射线 AB 上 到 点 ,使 得 S AŠ 
BK = BD, 在 射线 AF 上 取 点 ,使 得 FL = FD. Cu 
联结 DK, DL, KL ,由 K 
AB+BD=AF+FD =-- 一 
则 图 8.29 
AK = AB + BK = AB + BD = AF + FD = 
AF + FL = AL 
AT A BDK, A FDL, A AKL 均 为 等 腰 三 角形 . 设 点 0 为 全 DIK 的 外 心 , 易 
知 08,OF ,04 分 别 为 人 DLK 的 三 边 DK,DL,KL 的 中 垂 线 , 即 它 们 分 别 是 
Z DBC, Z DFE , Z EAC 的 平分 线 , 则 点 O 到 四 边 形 4BDF 各 边 的 距离 相等 , 即 
知 四 边 形 4BDF( 在 Z BAF W) 有 旁 切 圆 ,圆心 为 0. 
(2) 必要 性 . 设 旁 切 圆 与 四 边 分 别 相 切 于 点 M,P,Q,N, 如 图 8.29 所 示 , 则 
AM = 4V,CP = CM,EQ = EN,DP = DO 
故 
AC + CD = AC + CP + PD = AM + PD = 
AN + DQ = AE + EN + DQ = 


AE + EQ + QD = AE + ED 
充分 性 .类 似 于 (1) 而 证 ( 略 ). 


党 完全 四 边 形 的 其 他 性 质 定理 


定理 1 完全 四 边 形 的 牛顿 线 垂直 于 西 姆 森 线 及 垂 心 线 . 
事实 上 ,如 图 8.30, 图 中 牛顿 线 为 LMN. 
令 GKPR 为 西 姆 森 线 ,4 ,B,C,D 在 西 姆 森 线 上 的 射影 为 4', B',C',D' .由 
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西 姆 森 线性 质 定理 11 知 在 人 4EB 5j A CED 中 ,有 
4'B' = PR = C'D'. 

故 令 4'C' 的 中 点 为 0, 则 O 亦 为 8D' 的 中 点 . 
而 LO , MO 分 别 为 梯形 44'C'C 与 BB'D'D 的 中 位 
线 , 故 均 垂 直 于 GR , 即 牛顿 线 垂 直 于 西 姆 森 线 . 

定理 2 ”完全 四 边 形 的 密 克 尔 点 至 每 双 对 顶 
点 的 距离 之 乘积 彼此 相等 . 

事实 上 ,如 图 8.31, 由 和 人 MBC cn A MEF ,有 
Me = ME Bp MB - MF = MC . ME. 同 理 MA . 
MD = MC - ME. 4 

定理 3 ”通过 完全 四 边 形 每 对 对 节 的 中 心 及 
它们 所 在 边 的 交点 作 圆 ,这样 所 作 的 六 圆 共 点 . 

事实 上 , 如 图 8.31, 作出 密 克 尔 点 M, 联结 
MB,MC,ME,MF, W Æ ZMBC = ZMEF, 
Z MCB = Z MFE, Wj AMBCCO A MEF ik L, 4 E 
别 是 BC,EF 的 中 点 , 联结 ML,ML' , 则 一 MILB = 
过 ML'E, 这 说 明了 图 ALL' 过 点 M. 其 余 仿 此 . 图 8.31 

定理 4 在 完全 四 边 形 的 每 对 对 节 中 , 自 此 节点 的 中 点 向 他 节 引 垂 线 , 所 
引 两 垂 线 的 交点 必 落 在 完全 四 边 形 的 垂 心 线 上 . 

事实 上 ,如 图 8.31, 设 L,L' 是 完全 四 边 形 4BCDEF 的 对 节 BC, EF 的 中 点 ， 
M 为 密 克 尔 点 , H, 为 AALL 的 重心 (EL L FE,U'H, | BC). 注意 到 MM 对 
AALL 的 西 姆 森 线 就 是 完全 四 边 形 的 西 姆 森 线 1, 所 以 MH, 的 中 点 在 ! 上 .所 以 
H, 在 完全 四 边 形 的 垂 心 线 上 . 余 类 推 . 

定理 5 ”完全 四 边 形 各 边 交 成 四 个 三 角形 ， 
若 通 过 每 形 的 垂 心 及 任 两 顶点 作 圆 , 则 所 作 12 
个 圆 除 三 三 交 于 四 个 三 角形 的 垂 心 外 ,又 三 三 
于 其 他 四 点 , 这 四 点 同 在 完全 四 边 形 的 垂 心 线 
È: 

事实 上 ,如 图 8.32, 设 H, H2, H3, H, 分 别 为 
ABCD,AABE,A DEF,AACF 的 重心 ， 设 圆 
H IBD 交 垂 心 线 1 于 村 ,有 人 1 = 人 2, 而 人 1 = 
L3HB/ HyE,H3E | CF) 所 以 AL2 = L3, 故 
B H DE 也 过 1 ,所 以 人 4 = Z5. 
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X. Z5 = 人 6, 所 以 人 4 = 6, 故 圆 H, BE 也 过 点 用 , 即 圆 H, BD, E H, BE , 
圆 H,DE AFM, H M 在 1 上 , 余 类 推 . 

其 中 LCBD = Z1l,ZHIMD = /2, 人 LMED = Z3,ZH,ME = ZX4, 
LKDE = Z5,ZH,BD = £6. 

定理 6 ”完全 四 边 形 的 密 克 尔 点 在 对 角 三 角形 的 九 点 图 上 , 且 该 密 克 尔 点 
对 于 对 角 三 角形 的 中 点 三 角形 的 西 姆 森 线 重合 于 完全 四 边 形 的 西 姆 森 线 . 

证 明 ”如 图 8.33, 设 M 为 完全 四 边 形 4BCDEP 的 密 克 尔 点 , 作 c PX CX3， 
口 PX3EX4. 直线 AD 与 CE 交 于 点 Q. 


8.33 
注意 到 : 自 四 边 形 的 对 角 线 交点 引线 平行 于 每 边 而 与 对 边 ( 所 在 直线 ) 相 
交 的 四 交点 共 线 , 知 Xi, X2, X3, X, 共 线 于 有 (也 可 证 X, X, // CE 等 ). 
因为 PC, PE 的 中 点 在 XiX3,X2X4 上 ,所 以 L // CE 且 过 PQ 的 中 点 . 故 l 
是 对 角 APCE 的 中 点 三 角形 的 一 边 的 线 . 
H ADX,P CO A PX.A,A FX P co A PX,B ,# 


DX; _ PX, FPX, _ PX, 
PX, AX, PX, ` BX; 
即 DX; " AX, = PX; ° PX4 = BX; . FX, 
从 而 DX, _ BX, _ BX - DX; BD 
FX, _ AX, ™ AX, - FX, ` AF 
下 面 证 明 圆 X. X, E 过 密 克 尔 点 及 .由 AMAF co AMBD, A 
BD MD DX; _ MD 
AF ` MF’ FX, ` MF 
X Z MDX, = MFX, = LMCB, 则 
A MDX, co A MFX, 
注意 到 人 MX2D = 人 MX4F, 则 
Z MX,E = Z MX,E 
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ON 
故 M,X,,X,, E 共 圆 ,所 以 M E AXX, E 上 射影 共 线 ( 西 姆 森 线 ). 
所 以 M 对 XoX4 的 射影 在 M 对 E4 ,EB 的 射影 的 连 线 上 , 即 M X: X, X, 的 射 P 
影 在 完全 四 边 形 的 西 姆 森 线 上 . 了 
定理 7 在 完全 四 边 形 ABCDEF 中 ,01, 0,, 03,04 分 别 为 和 4CF, 人 ABCD， 
ADEF,AABE 的 外 Ü, Hi Hy, Hy H, 分别 为 A040203, 人 040103， |B 
A0,0,0,,2 0,0,0, 的 垂 心 , 则 T 
(1) A0,0,0,; om AACF,A 0,0,0,; om AABE,A 0,0.0, cm A DEF, Y 
A0,0;,03 ABCD. i 
(2) Hı, Hz, H3, 本 分 别 在 BE, AE, AC, CF E, AMH H H,H,H Oh | 了 
JÉ 02010403. x 
证 明 ”如 图 8.34 所 示 . i 
(1) 设 M 为 其 密 克 尔 点 , 则 BM 为 圆 O, 与 圆 04 的 公共 弦 , 即 知 0204 L 
BM. @ 


同 理 , 0203 L DM. 

于 是 ,人 040203 = 人 人 BMD = Z BCD = ZACF. 

X. L 0,0,0; = 180 - Z 0,M0, = 180 — Z BME = LBAF = LChF, 故 
A 人 A010,03 ^ AACF 

或 者 ,考虑 04,0, 在 边 AC 上 的 射影 分 别 为 4B, BC 的 中 点 , 即 040: 在 边 


AC 上 的 射影 为 4C 的 士 . 同 理 , 020, 在 CF 上 的 射影 为 CF 的 二 . 
又 040 在 AE 上 的 射影 为 二 (4E - EF) = +AF, 即 为 4F WL, i 
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几何 A 瑰宝 
A 0.,0,0s c AACF. 
同 理 人 010,03n AABE 
此 时 L00401 = 0:030, = LBEA = Z DEF 


又 L00104 = L00103 + L030104 = 
L00103 + Z03020, = Z CAF + LACF = Z DFE 
从 而 A0,0,0,— ADEF 
同 理 人 C010103 ABCD 
(2) ËB 0, fE 030, 的 垂 线 交 BE 于 点 下 1, 联结 B04, BO, O04H'1, 由 04 为 
AABE 的 外 心 ,知人 H'1BO4 = 9pP - Z BAE & ZH 020, = W - Z 0,0.,0s = 
90p - Z BAE,JIJ Z H' BO, = Z H' 0,04, AW H',, 02, B, 0, 四 点 共 圆 ,于 是 
Z H' 040, = ZH, BO. 
X. 0, X ABCD 的 外 心 , 知 
Z H' BO, = Z 0;BE = 9 - Z BCD 
于 是 Z H' 0.0; = 9%p - Z BCD = 9 - A040,03 
即 Z H' 0.0, + Z 0,0;0s = FP 
这 表明 O,H', 也 垂直 于 0203, 即 知 H', 为 人 和 040203 的 垂 心 , 故 H', 与 H, 
重合 ,从 而 , Hi 在 BE E. 
过 0, 作 0,0, 的 垂 线 交 AE 于 F,, 联 结 04E,03E,04sH',, 则 
Z O4EH', = 90p - ZABE 
L0403H', = 9% - (180 - L010403) = L010403 - 9% = 
(180 - ZABE) - 90P = 9 - ZABE 
从 而 H';, 04, 03, E 四 点 共 圆 , 即 有 Z O,H',0, = 人 04E0;. 
X Z0,0;H', = L010304 + Z 0,0sH', = LBDC + LOsEH', = 
LBDC +% - ZABE = 90p - ZACF 
Z 0,H':03 = Z 0,E0s = Z DE0s + LDEOs = 
(Z DFE - %P) + (Z DEF - Z O,EH';) = 
Z DFE - 9° + Z DEF - (9P - ZABE) = 
ZABE + (18 (° - Z EDF) - 180 = ZACF 
即 Z0,0,;H', + Z 0,H',0s = 90 
这 说 明 H'A A000, 的 垂 心 , 即 H', 5 H, wA, H, £ AE k. 
过 点 O, fE 0,0, 的 垂 线 交 AC 于 下 3 ,联结 CO1, CO2, H's O, , IJ 
Z H',0,;0, + (180° _ Z 0,0,0,) = Z H's0,;0, + 180P? - Z DFE = 
Z H',0;0, + Z AFG = 90? 
LH'3C01 = 9% - Z AFC 
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于 是 一 不 3020 = ZH',C0, 
从 而 H'3,C, 02,0, 四 点 共 圆 , 有 Z 0,H',0, = Z0,C0,. 
X ZH';s0,0, = ZH's0,0, + 人 010204 = ZH',C0, + Z 0,020, = 
9 - Z AFC - Z FDE = 
90 - (Z FDE + Z FED) + Z FDE = 
90 - Z FED Z 0,H's0,) = 
Z 0,C0, = LACF - Z AC0, + Z FCO, = 
LACF - (90 - Z AFC) + (Z CBD - 9%) = 
180 - Z CAF + Z CBD - 180 = 
Z CAF + Z FED ~ Z CAF = Z FED 
即 Z H'30204 + Z 0:H'30; = 90?， 即 知 H's 为 人 010;,04 的 垂 心 .从 而 H's 与 
H, 重合 , 故 H, fE AC E. 

过 点 O, 作 0,0, 的 垂 线 交 CF TAH, Ki 01F,O01H'4, 03F. 由 0, 18 
AACF 的 外 心 ,有 和 Hi4FO!1 = 9p - Z FAC K Z H',0s0, = 9% - Z 0,0,0, = 
90 - Z FAC, #1 Z H',F0, = Z H',0,0,, AW H'4, 03, F, 0, 四 点 共 圆 .于 是 
LH40103 = Z H' F03. 

又 0, 8 A DEF 的 外 心 , 知 Z H',F0; = Z DFO, = 9% - Z FED ,于 是 

Z H',0,0, = 9% - Z FED = 9%p - Z 0,030: 
即 Z H',0,0;s + Z 0,0;0, = 90? 
这 表明 O01H'4 也 垂直 于 0:03,04 H's 为 人 010,03 的 垂 心 , 即 H's 与 Hs 重合 ， 
Ë H, Æ CF 上. 

综 上 知 ,点 Hi, Hz, H3, H, 分 别 在 BE,AE,AC, CF 上. 

下 面 证 四 边 形 Hi HHH, LWA 020,0403. 

由 于 01,0,,0;,04 共 圆 ,该 圆 圆 心 记 为 0, 设 天 
为 0203 的 中 点 ,如 图 8.35 所 示 . 

注意 到 卡 诺 定理 :三 角形 任 一 顶点 至 该 三 角形 垂 
心 的 距离 , 等 于 外 心 至 其 对 边 的 距离 的 2 倍 , 则 知 
O,H, = 20K, H O,H, // 0K;O,H, = 20K, B. N 
O,H, ANOK, 从 而 0, H, J O,H , 即 知 0O,H,H,0, N H. 
平行 四 边 形 ,于 是 HH, IL 0,04. 

F, H,H, JL O,0,,H,H, JL 0,0,,H,H, JL ms.35 
0,03. 

故 四 边 形 H, HHH, 020,0403. 

定理 8 完全 四 边 形 各 边 共 交 成 四 个 三 角形 ,它们 的 内 心 , 旁 心 共 16 点 .在 
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每 个 三 角形 中 ,分 别 以 内 心 、. 旁 心 两 两 的 连 线 为 直径 作 圆 ,如 此 一 共 可 得 24 个 
圆 .这 24 个 圆 , 除 三 三 交 于 各 三 角形 的 内 心 、 旁 心 外 ,又 三 三 交 于 其 他 16 点 .这 
16 点 连同 各 三 角形 的 内 心 . 旁 心计 32 点 ,分 布 在 8 个 圆 上 .每 图 上 有 8 点 .这 8 圆 
组 成 两 组 互相 正 交 的 共 轴 圆 ,每 组 含 四 圆 ,它们 的 等 宪 轴 同 过 完全 四 边 形 的 密 
克 尔 点 . 

证 明 ”如 图 8.36,(1) $ P,P,Ps,Ps,0,04,0p,0Qr,R,Rs,Re,Re,S, 
Sc, Sp,» SE 分 别 为 人 ABE, 公 ADF, 公 BCF, 公 CDE 的 内 心 与 旁 心 ,有 完全 四 边 形 
DQFRCFS , BPESCER, PAQDEASc , Q4PBFARc 的 密 克 尔 点 Pi, Qi, Ris S, 即 以 直 
径 为 QpQF，, RRg, SSe; PaPe, RRE, SSp; PaPe, QQr, SSc; PPg, Q4Qr , RRc By = Bl 
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的 交点 .完全 四 边 形 QsRFCDSpF, PzSzCBRsE , PphADScQpE , QpABRcPsF 的 密 克 
尔 点 P2, Q2, R2, S2 即 以 直径 为 OpQr,RcRr,ScSni PaPe, ReRe, SoSe; PPp, 
QxQp ,SSc; PAPa, QQn , RRc 的 三 圆 的 交点 .完全 四 边 形 QASCFDRc , PARCEBSc , 
PgQrDEASp ,OpPrBFh4Rs 的 密 克 尔 点 P3, Q3, Rs, S3 即 以 直径 为 0OQ4,RcRr， 
SSe; PP4,RRF,ScSs;i PPg, QQF, SpSg; PPr,0O0p,RsRr 的 三 圆 的 交点 . 完全 四 
边 形 QRCDFSc , PSCBERc , APsESEDQpE ,AQFRFBPspF 的 密 克 尔 点 Pa, Q4, Ra, S4 
即 以 直径 为 004,RRs ,ScSp; PP ,RsRc ,SSoi PsPs, Q4Qp, SpSg; PaPp, QaQF, 
RsRr 的 三 圆 的 交点 . 

(2) 因为 4,P,B, Ps 与 4,0,D,Or 四 点 共 圆 ,有 人 RPgS = ZX BAP = 
ZQAD = 人 BQFS, 所 以 R,S,Qr,Ps 四 点 共 圆 , 令 其 圆心 为 01. 因 为 Pi, Qis 
Ri ,Si 为 有 关 完 全 四 边 形 的 密 克 尔 点 ,于 是 它们 分 别 在 圆 OrRS , I] PERS, M 
P40Sc, 圆 PO4Rc 上 ,所 以 Pi, Q, 在 圆 O, E. 

因为 人 PRiPr ,一 SRiSc, Z QASi Qr, Z RSRç 均 为 直角 ,有 

Z PAR Sc = LSRıPe, Z Q ASiRc = ZRS, QF 

x LPaRiSc = Z PAQSc = 人 SOrPF 

LQSiRc = Z QAPRc = 人 RPror 
故 有 Ri, Si 在 圆 0 上, 即 Pe, Qr, R, S, Pi, Qi Ris Si 八 点 共 圆 . 

同 理 可 得 圆 0,: PpQpReScP,Q2R2S2; Il] O3 : PQRFSgP3Q3R353; M O, : 
PiO4RsSopP404R4S4; 圆 Os : PO4RcSP3 Q R,Si; B] O, : PrOoRsSsPlOzR4S3; 贺 
07 : PQRScPsQ3R1S2; 圆 O, : PsQFRrSpP; Qi Rs S... 

(3) 因为 人 P4SpP + 人 PaScP4 = 90, 所 以 人 P404P4 + 人 人 P407P4 = 
180 , 故 P,P ,04,07 四 点 共 圆 ,; 有 一 04P407 = 人 04P407 = 90P ,所 以 圆 04 与 
0: EZ. AHSA 05, A 06, 圆 0; 均 正 交 , 故 有 图 0,, 圆 0:, 圆 0; 与 圆 05， 
06, 圆 07, 圆 O, HEZ. 

(4) 因为 圆 01, 圆 02,0 0;, 圆 O, 与 圆 0;, 圆 06, 0 0?, 圆 O, 是 互相 正 交 
的 两 组 共 轴 圆 , 故 有 Os4P4 L OPa, 04a L 0504,04Ra L OcRs,O04Sp `L 
OsSp; E 04P = 0404 = 04Rg = 04Sp , 故 04 为 圆 05, 圆 06, 圆 07, 圆 Os 的 
FHA. 

同 理 , 01, 02, 0; 亦 为 圆 0s, H 06, H 07, Bl Os 的 等 究 点 , 故 0i, 02, 03, 
O, 所 在 直线 1 为 圆 0;, 圆 06, 圆 0?, 圆 O, 的 等 寡 轴 . 同 理 , 0s, 06, 07, Os 所 在 
直线 P IAA o, M 0, 圆 03 , 圆 O, BJ 2398. 

(5) 令 M 为 完全 四 边 形 4BCDFE 的 密 克 尔 点 , 设 已 ,0' ,及 为 PiPae, QQr， 
RsRr 的 中 点 ,注意 到 :过 相交 两 定 圆 的 一 交点 已 任 作 直线 交 两 圆 于 4 ,B, 则 AB 
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的 中 点 M 的 轨迹 是 一 圆 ( 设 两 圆心 连 线 0,0: 的 中 点 为 0, 则 QP = QM, 此 图 
为 以 Q 为 中 心 , OP 为 半径 的 圆 ); 以 及 圆 O, 与 圆 0 的 正 交 关系 ,有 P' ,0',R'， 
Sp, Sa» O4, Os 七 点 共 圆 , 且 以 0408s 为 直径 . 故 
ZQ'P'R' = ZQ'SoR' = 人 SEC 
又 注意 内 心 、 旁 心 的 性 质 , 有 A,D,F,Q',M 5B,C,F,R',M 均 五 点 共 
B], B. Q'A = Q'F = 004,R'B = R'F = R'Rg, 有 
Z Q'MR' = Z FMQ' - Z FMR' = (180 — Z FAQ') - (180 - Z FBR') = 


Z FBR' - Z F4Q' = (9p - + ZBR'F) - (9 - + ZAQ'F) = 
T (ZAQ'F - ZBR'F) = T (ZADF - LBCF) = 


> 2 CED = LSEC 


所 以 OPR' = Z Q'MR' , 故 P' ,0',R',M 共 圆 , 即 M 在 以 0408s 的 圆 上 ， 
所 以 Z 0,MO; = 90. 

同 理 ,人 O01MOs。 = 90, 故 04, M, 0, 共 线 , 即 M 在 直线 1 上. 

同 理 ,M 在 直线 E. 


党 完全 四 角形 问题 


完全 四 角形 是 由 四 个 一 般 位 置 的 点 及 联结 它们 的 六 条 直线 所 确定 的 图 形 . 
不 过 同一 点 的 两 条 线 称 为 对 边 , 它 有 三 对 对 边 . 对 边 的 交点 称 为 对 角 点 . 若 完全 
四 角形 内 接 于 圆 , 它 的 三 个 对 角 点 是 自 共 轿 三 角形 的 顶点 . 

显然 ,完全 四 角形 除 掉 一 对 对 边 ,并 延长 各 边 相交 则 成 为 完全 四 边 形 . 

当 完全 四 角形 的 四 顶点 共 圆 时 ,我们 已 在 圆 内 接 四 边 形 的 相关 四 边 形 定 
理 , 对 角 线 互相 垂直 的 圆 内 接 四 边 形 , 以 及 完全 四 边 形 的 有 关 定 理 中 介绍 了 许 
多 性 质 ,例如 , 圆 内 接 完全 四 角形 的 对 角 三 角形 必 以 圆心 为 垂 心 等 

下 面 以 定理 的 形式 再 介绍 完全 四 角形 的 一 些 性 质 . 

定理 1 在 完全 四 角形 中 , 任 两 条 对 边 的 平方 和 ,加 上 这 两 边 中 点 连 线 平 
方 的 4 倍 ,等 于 其 他 四 条 边 的 平方 和 . (可 与 凸 中 边 形 顶点 处 的 问题 中 定理 1 比 
较 ) 

推论 ”完全 四 角形 的 六 条 边 的 平方 和 ,等 于 三 条 对 边 中 点 连 线 的 平方 和 
的 4 售 . 

定理 2 ”在 完全 四 角形 ABCD 中 依次 除 掉 一 对 对 边 ,然后 通过 余 四 边 所 成 
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完全 四 边 形 的 密 克 尔 点 及 所 除 两 边 之 一 的 两 端 作 圆 ,如 此 共 得 六 圆 , 则 它们 共 


Ax 


略 证 ” 如 图 8.37, 设 AC, BD 交 于 0,P,Q,R 分 
— [K 


别 为 完全 四 边 形 ABECFD , ECDOAB , FDAOBC 的 密 克 
尔 点 ,就 得 四 圆 圆 BCE , M ADE , 圆 CDF, 圆 ABF 共 点 
于 P; WAR COD , 圆 EBD , H BOA , 圆 ECA 共 点 于 0O; 
WAR ODA, | CFA, l OCB , B] DFB AFR. 因 
之 ,得 四 圆 圆 0CD , 圆 QAB , 圆 RDA , 圆 RBC 共 点 于 
O ,四 圆 圆 PBC, 圆 P4D, 圆 QBD, E QCA 共 点 于 五 . 由 (人 
多 圆 共 点 问题 定理 3 知 四 圆 圆 R4B , 圆 RCD , 圆 OBC ， < 
圆 QAD 共 点 ;四 圆 图 QAD , 圆 qBC , Ë] PAC, Bl Pap 一/ 
共 点 . 
定理 3 在 完全 四 角形 ABCD 中 ,下 列 八 圆 共 点 : 图 8.37 
(1) 通过 共 顶 点 三 边 的 中 点 所 作 的 圆 , 凡 四 圆 . 
(2) 通过 每 对 对 边 的 中 点 及 在 这 两 边 上 的 对 角 点 所 作 的 圆 , 凡 三 圆 . 
(3) 通过 每 对 对 边 的 中 垂 线 的 交点 所 作 的 圆 . 
略 证 “如 图 8.38(a) , 设 圆 SMR, E HMG 的 第 二 交点 为 0, 则 
LS5QG = SRM + Z GHM = Z BNG + Z BNS = Z SNG 
所 以 圆 SNG pH Q , 同 理 圆 RNH > Q , 则 
Z SQH = LSQG + Z GQH = Z SNG + Z GMH = ZADE + /LEAD = 
180° - Z AED = 180 - Z SEH 
所 以 圆 SEH 过 0. 同 理 , 圆 FRG, 圆 PMN 过 0. 
如 图 8.38(b) , 令 X,Y,Z 为 4B 与 CD ,BC 与 D4,4C 与 BD 的 中 垂 线 的 交点 ， 
WA ESHX 与 圆 FRGY 均 过 点 0 ,所 以 
Z XQY = Z XQN + ZYQN = (Z HQN - Z HQX) + (ZGON - Z G0Y) = 
Z HRN + ZX GSN - (Z HSX + Z GRY) = 
Z CAB + Z CAD - Z HSX - Z GRY = 
Z EAF - Z HSX - Z GRY 
由 平面 四 边 形 四 边 的 中 点 问题 中 定理 知 , 在 折 四 边 形 ABCD th, X, Z 是 两 
对 对 边 48 与 CD , AC 与 BD 的 中 垂 线 的 交点 ,而 G, R 是 两 对 角 线 BC , AD 的 中 
点 , 故 有 XZ | GR. 
同 理 , 在 折 四 边 形 ABCD 中 有 YZ L SH ,于 是 XZ 15 YZ 的 交角 等 于 GR 与 SH 
的 交角 , 令 GR 与 SH 的 交点 为 0, 则 有 
Z XZY = ZGOS = 180 - LSOR = 
180 — (360 - ZORA - LRAS - ZX ASQ) = 
180p — (360 - (90 — Z YRO) - Z EAF - (90 - Z XS0)) = 


WO 
ON 


(w) a= = === 


何 * È 


WY 
AN 
= 


ishpa B mas = sta 


8.38 
Z EAF - LHSX - GRY 
所 以 Z XQY = 人 XZY, 即 圆 XYZ 过 0. 

定理 4 ”在 一 圆 内 接 完全 四 角形 中 ,加 上任 一 其 他 的 点 , 它 到 每 对 对 边 距 
离 的 积 都 相等 . 

赂 证 ”利用 三 角形 面积 公式 的 两 种 形式 : 底 与 高 的 习 积 和 两 边 夹 角 正 避 
乘积 ,可 证 得 题目 中 的 积 等 于 该 点 到 四 个 已 知 点 的 距离 的 积 , 除 以 外 接 圆 直径 
的 平方 . 

定理 5 ”在 一 圆 内 接 完 全 四 角形 中 , 若 一 条 直线 与 一 组 对 边 的 交点 到 圆心 
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的 距离 相等 , 则 它 与 每 一 组 对 边 的 交点 到 圆心 的 距离 相等 . 

WERA 如 图 8.39, 设 4,B8,C,D 在 
Bo 上 .又 设 4B, CD,AC, BD , AD , BC ZY 
别 交 直 线 1 于 E,E',F,F',G,G'. 设 P 
为 0 到 直线 1 的 垂 线 是 题 设 OF = OE', 
ËD PE = PE' , 则 要 证 PF = PF',PG = 
PG'. 

作 平 行 于 直线 1 的 弦 44' , 则 AA'E'E 
J FERE. 于 是 由 ZAD = 
LA'AB = ZBEE' = ZF'E'A', 和 MD, 
E',A',F' WARA, 从 而 人 EAF = 180 - ZBAC = 180 - ZBDC = 
LE'A'F W AEAF SO AEAF i PF = PF'. 

注意 到 蝴蝶 定理 、 坎 迪 定 理 的 推广 定理 3, 即 有 PG = PO. 

定理 6 ”在 一 圆 内 接 完全 四 角形 中 , 若 一 条 直线 与 一 组 对 边 成 等 角 , 则 它 
与 每 一 组 对 边 成 等 角 . 

事实 上 , 若 设 4,B,C,D 在 圆 上 ,直线 1 XAF X,Y, 又 分 别 交 AB, CD + 
P,Q, 并 且 交 成 等 角 , 则 直线 AB 与 XY 所 夹 的 角 等 于 直线 XY 与 CD 所 夹 的 角 . 又 
直线 BD 5 AB 所 夹 的 角 等 于 直线 CD 与 4C 所 夹 的 角 , 由 它们 相 加 (或 减 ) 得 直 
线 BD 与 XY 所 夹 的 角 等 于 直线 XY 与 4C 所 夹 的 角 . 此 即 要 证 的 结论 之 一 . 

同 理 ,可 证 得 另 一 结论 ， 

定理 7 在 一 圆 内 接 完全 四 角形 中 ,有 下 列 17 条 直线 ,四 个 圆 交 于 一 点 . 

(1) 每 顶点 至 另 三 顶点 所 连 成 三 角形 的 垂 心 的 连 线 , 凡 四 线 . 

(2) 每 顶点 对 于 另 三 顶点 所 连 成 三 角形 的 西 姆 森 线 , 凡 四 线 . 

(3) 自 每 边 中 点 所 引 对 边 的 垂 线 , 凡 六 线 . 

(4) 自 每 对 角 点 所 引 过 此 点 两 边 的 中 点 连 线 的 垂 线 , 凡 三 线 . 

(5) 每 三 顶点 所 连 成 三 角形 的 九 点 圆 , 凡 四 图. 

证 明 (1) 如 图 8.40(a) , 设 每 顶点 至 另外 三 顶点 所 连 成 三 角形 的 垂 心 的 
连 线 为 41H1, 42H,,43H3,A4 天 ,由 圆 内 接 四 边 形 相 关 四 边 形 定理 1 知 四 边 形 
41424344 与 四 边 形 HHHH, EHA FITA AAH, H, AiHsHih;，, 
A3h4H3 本 .此 三 个 平行 四 边 形 有 相同 的 中 心 0, 故 四 线 AH, AH, A3H3, 
AH, 共 点 于 Q. 

(2) 由 西 姆 森 线 的 性 质 知 每 顶点 对 于 内 接 三 角形 的 西 姆 森 线 过 该 点 与 垂 
心 的 连 线 的 中 点 , 即 均 过 点 Q. 

(3) 如 图 8.40(a) , 自 A,A; 的 中 点 M, fE MiD, L A344 F Di, 则 M, D, / 
AH, // hzHi, 故 M, D, 过 Q. 
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(4) WE 8.40(b), E, F, G 为 三 对 角 点 , 令 Mi, Mi; 为 4142,4344 的 中 点 . 作 
EE' | Mi1M3 于 E' ,在 人 EM1Ms 中 ,MiD1,M3D; 为 其 高 线 , 由 (3) 知 ,其 垂 心 即 Q. 

(5) 由 西 姆 森 线 的 性 质 知 所 作 四 个 九 点 圆 均 过 顶点 与 垂 心 连 线 的 中 点 ,此 
点 即 点 Q. 


马克 劳 林 定理 “” 圆 上 四 点 两 两 相连 组 成 一 完全 由 角形 , 又 过 每 点 作 圆 的 
切线 交 成 一 完全 四 边 形 ,这 两 形 必 有 共同 的 对 角 三 角形 . 

马克 劳 林 (Maclaurin,1698 一 1746) 是 英国 数学 家 . 

证 明 如 图 8.41, 由 完全 四 角形 问题 F 
中 定理 2 知 公 QEF 为 完全 四 角形 4BCD 的 对 ` 
角 三 角形 .在 完全 四 边 形 A'B'C'D'E'F' 中 : 

(1) 凸 四 边 形 4'8'C'D' 有 内 切 圆 , 故 


AC,BD,A'C' ,B'D' AF Q. KY 
(2) 折 四 边 形 reer 有 旁 切 贺 , 故 ”KY 
DC,AB,F'E',B'D' 共 点 于 FF. A' A B' E' 
(3) MNH JÉ AFCE 有 内 切 圆 , 故 图 8.41 


BC,AD,A'C' ,E'F' AFE. 

H(1),(3),4A',Q,C' ,E 四 点 共 线 . 

由 (1),(2),B',0,D' ,FF 四 点 共 线 . 

由 (2),(3),E',E,F',F 四 点 共 线 . 

所 以 0,E,F 是 三 对 角 线 4'C' ,B'D' ,E'F 的 交点 , 故 A QEF 为 完全 四 边 
形 的 对 角 三 角形 . 
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九 . 平 面 闭 折线 


关于 平面 闭 折 线 中 的 问题 ,我 国 的 熊 曾 润 \ 王 方 汉 、 曾 建国 、 段 惠 民 等 人 进 
行 了 深入 地 探讨 ,也 获得 了 一 些 很 深刻 的 结果 . 


党 平面 闭 折 线 的 射影 .正弦 .余弦 定理 


定理 ” 设 n 边 平面 封闭 折线 414,… A,( 常 记 为 4(n)) 的 边 长 为 | 41421 = 
ai, | 4243 | = a2,… L hsh11= an, IA Ar 处 的 折 角 为 OG.(k = 1,2,…,n), 则 
有 如 下 恒等式 成 立 :0 


(1) 射影 定理 
Cl =- > a,cos( > 8;) @ 

(2) 正弦 定理 
>) asin( 2) 0;) =0 @ 

2<k<n 2<;<k 

(3) 余弦 定理 

at = >a +2 > anaicos( >) 8;) © 
2<k<n 2gm< lign m+ <çj<1 


证 明 ” 先 看 如 下 引 理 : 
引 理 ”以 平面 封闭 折线 A Ar A, 的 边 414; 所 在 直线 为 x 轴 , 且 A, 重合 


于 原点 0, 记 Ox ANH ArAk+1 的 有 向 角 为 Og , 即 Or = vd Oa = 2. 
3,…,m) ,并 约定 4,,1 = AIARA Or = 216. HEP 0 ETMEK A Aet a. 
2<j<k 


事实 上 , 当 k = 2 时 ,好 = (07 SA = 6 显然 成 
立 ). Ap 


假设 当 k = p(2 < p < n) WJ 0; = (本 = 4 
210 成立, 那么 当 k = p + 1 时 ,如 图 9.1 所 示 , 有 


2<i=<p 


" 个 
Opt = (Ox , Ap+14p+2) = 


© 王 方 汉 .平面 封闭 折线 中 的 射影 定理 正弦 定理 和 余弦 定理 []]. 数 学 通讯 ,1998(2) :29-30. 


>K 


(x) a — = Z= === 


g ——na 


个 \ AS 
(Ox, ApÀp,1) + (AsApii Åpr1Åp+2) = 
0 +0 226 +0, Aa = ÈG 


2<j=sp+1 
吉 | ”这 就 是 说 , 当 k = p + 1 时 引 理 也 成 立 
和 综 上 所 述 ,对 于 2 < k < n,k € N 引 理 均 成 立 . 
下 面 回 到 定理 的 证 明 : 
题 折线 的 行走 方向 为 41 一 A 一 … 一 4 一 41, 如 图 9.1 所 示 ， 
(1) ARAA, mA, DA, 在 0x LASEN AR AA, 
Z Ar A'.. H 
ka A'A’ + AA+ AA = 0 
知 
-al = AA = AA + AA". + + AA = 2 AA 
2<k=<n 
@ — a pe SN 
而 A' A" = | 4kkrl | cos(Ox ,4kk+1) = 
akcos OF = ay,cos( 3 0;) 
2<j<k 
则 一 a = >; akcos( > 0;) 
2<k<n 2<;j<k 
即 a) =- 2) arcos( 2 6.) 


2<k<n 2<;j<k 


(2) RARA, i, AA 在 0y 上 的 射影 为 
A" .A7,..,A7,A7,.,...., A" A" 1 WA 9.2, 易 知 44hi41 到 Oy 的 
有 向 角 


SN 
Sr = F — (Ox,AArr1) = > - ôk 
则 


个 \ 
AAi = | Aka | cos(AAk.a, Oy) = apcos( g — OF ) = 
asin OF = aksin( >; 0;) 


2<;j<k 


而 A,A"; - 2 FAm = 0 
故 > aysin( 2 06;) = 0 
(3) T + @* 得 


az = ( 2 axcos(， 26) + (， 2 asin( Da)? = 


2<k<n 2<;i=<k 
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Slal+2 51 aa’ (eos( 22 6)eos( 276) + 


2<k=<n 2<m<c< ign 2<i=<m 2<j<i1 
sin( > bi)sin( 2 9)) = 
2<ijsm 2gjg! 
Da2 X ama; * cosl 27 0, - 216;) = 
2 k=<n 2em<liga 2gjgm 2gjs! 
> al +2 > ama; * cos( > 0) 
2<k<n 2gm<ign m+lgjg!l 


i£ n = 3 时 ,如 图 9.3, 注 意 到 0, + 9, + 6; = 2x E. 


0, =x- hi, 其 中 A; (i =1,2,3) 是 三 角形 的 有 向 顶 角 , 则 有 Bh 
(D s = = 22 act 220 = MeS 
2<k<3 2<;i<k A Qh o 


— (acos 0, + ascos( 0, + 03)) = —@, A 
— (acos 0; + ascos 0,) 
Bp a) = acos 42 + ascos Á, @ 图 9.3 
(2) 2 aksin( .20) = =0 
2<k<3 
就 是 asin 十 aysin( 0, + 0) = 0 
则 asin 0, - assin 0, = 0 
—32  _ 9 
B sin A! ` sin Á © 
(3) a = DY 5 ama ° cos( >) 6;) = 
26kg? 24m< 1843 m+l<qjaqi 
a3 + a + 2a,ascos 03 = a3 + aĝ - 2azascos À> @ 


LEKO O, @ 就 是 我 们 熟知 的 三 角形 的 射影 定理 .正弦 定理 和 余弦 定理 ， 
X n = 4 时 ,如 图 9.4, 注 意 到 9 + 0, + 0 + 0, = 2r 或 0,6; = r- A(i = 1,2,3,4), 则 


(a) (b) (c) 


图 9.4 


(1) =- >) aeos( >)0)) = 


2<k<4 2<;is<k 


有 


— (arcos 0; + ascos( 0, + 03) + ascos( 0, + 03 + 04)) = 
— (acos 0; + ascos( 0; + 03) + ascos 01) 


即 aji = mcos Åz — ascos( À> + Ás) + a4cos À) (O) 


(2) X asin( 2718) = 0 


2<k<4 2<;i<k 


就 是 asin 0, + assin( 0; + 03) + aasin( 0, + 0; + 0,) = 0 


NO 
ON 


(x) g =a — 3 = x = m — = 


3 ——a 


则 asin 02 + assin( 0, + 0s) - aqsin 0, = 0 
即 wa 42 — a3sin(42 + Ás) — assin A; = 0 @ 
(3) = >)ai+2 >) oa: cosl 2 6) = 
* 2<k<4 2<m< lx4 << 
面 Asale d Sapay s 
Ë axaacos( 0, + 04) + a3a4cos 04) = 
T a3 + aš + aš ~ 2aza3cos 43 + 
题 2a2a4cos(43 + 44) - 2asascos 44 @ 
A 上 面 的 @,@,G@ #@J:3F ipu PHARE ER EKE RMR KEM. 
让 。 OTEARRTIREEA 
定理 。” 设 平 面 闭 折线 A(n) 的 顶点 4; 与 不 在 各 边 或 它们 的 延长 线 上 的 一 
父 点 s 联 结 而 成 的 直线 ,与 直线 ATA ZTA PCG = 1.2, n, Aa AA 
为 An) WAO 
Y ASP 1 
a PAin 


证 明 ” 先 注意 到 下 列 基本 结论 : 
如 图 9.5, 设 人 414243 的 顶点 A 和 不 在 三 角形 
的 边 或 它们 的 延长 线 上 的 一 点 S 联结 而 成 的 直线 ,与 
边 4i43 或 其 延长 线 交 于 点 Pa WA Se “= PA: 
再 回 到 定理 的 证 明 , 如 图 9.6, 在 公 4;_14:4i41 中， 
依 题 设 , 直 线 A.S 与 4;_14;,1 交 于 P;, 由 引 理 可 知 
Ai_1P. Saa, s, 
PAi T Saas, 


则 
TI A; P, = Ë Saa, S, 
ial PAi, i=l SA4S4 


Saas, Saa, sa, 


Saas, Saas, 


O 曾 建国 , 曹 新 . 闭 折线 中 的 塞 瓦 定理 []] .数学 通报 ,2005(9):49. 


命题 得 证 . 
在 这 个 定理 中 令 n = 3, 就 得 三 角形 中 的 塞 瓦 定理 ,因为 这 个 定理 适合 于 任 

意 的 平面 闭 折 线 , 所 以 也 适合 于 平面 内 任意 多 边 形 ,我 们 以 n = 4 为 例 说 明 如 
F: 

在 本 文 定 理 中 令 n = 4, 可 得 四 边 形 中 的 “ 塞 瓦 定理 ”, 如 图 9.7 所 示 . 

推论 ” 设 四 边 形 ABCD 相对 的 两 组 顶点 4,C 和 8B， D 
D 与 不 在 四 边 形 的 边 或 它们 的 延长 线 上 的 一 点 5 联结 而 ， 
成 的 四 条 直线 ,与 对 角 线 BD 和 4C 或 它们 延长 线 依次 交 
于 点 E,G 和 F, 昌 , 则 有 

AF , BG , CH DE 


s 


FC GD HA EB ` B C 


洗 平 面 闭 折 线 的 中 线 定理 


由 平面 闭 折 线 ACn) 的 任意 个 顶点 组 成 的 集合 (1 < k an), RA Aln) 
的 顶点 子 集 , 记 作 Yi. 特 别 地 ,集合 V, = i141,42,…,4,1} 称 为 4(n) 的 顶点 全 
集 .0 

定义 1 在 平面 闭 折线 A( n) 所 在 的 平面 内 建立 直角 坐标 系 x0y , 设 A(n) 
的 任 一 顶点 子 集 V, 所 含 各 顶点 的 坐标 分 别 为 (xi,yi),(xz2yy2z)… C akoy) A 


x = TL - ràn 

则 点 G(x,y) 称 为 顶点 子 集 V, 的 重心 . 

特别 地 ,平面 闭 折线 4(n) 的 顶点 全 集 V, 的 重心 ,就 称 为 闭 折线 4(n) 的 
重心 , 记 作 C. 

定义 2 在 平面 闭 折 线 4(n) 中 , 除 任 一 指定 的 顶点 AU < j < n) 外 ,其 
余 (n -1) 个 顶点 组 成 一 个 相应 的 顶点 子 集 {41,42，… Aja Aja Anl , 设 这 
个 顶点 子 集 的 重心 为 G, 则 线段 AG 称 为 4(n) 的 中 线 . 

显然 , 闭 折 线 4(n) 有 且 只 有 n 条 中 线 . 

容易 验证 ,三 角形 中 线 的 定义 ,是 定义 2 当 n = 3 时 的 特例 .由 此 可 知 , 定 义 
2 是 三 角形 中 线 定义 的 推广 . 


O 熊 曾 润 .平面 闭 折线 的 中 线 及 其 性 质 []]. 福 建 中 学 数学 ,2000(5):14-15. 
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平面 闭 折线 的 中 线 具有 下 列 性 质 : 

定理 1 平面 闭 折线 4(n) 的 n 条 中 线 必 相交 于 同一 点 ,每 条 中 线 都 被 这 
个 点 分 成 (n - 1) : 1 的 两 条 线段 ( 自 ACn) 的 顶点 起 ). 这 个 点 正 是 4(n) 的 重心 
G. 


证 明 ”应 用 同一 法 . 设 WG 是 4(n) 的 任意 一 条 中 线 (1 < j < n, 图 略 ), 取 
它 的 内 分 点 P EP = n -1. 显 然 ,我 们 只 需 证 明 呈 是 4(n) 的 重心 6 就 行 了 . 


按 定义 2, 中 PRAG 的 一 个 端点 4 是 4(n) 的 某 个 顶点 , 另 一 端点 G 是 相应 
的 顶点 子 集 14 42，… Ajis Ajat An) 的 重心 .在 A(n) 所 在 平面 内 建立 直 
角 坐 标 系 x0y , 设 A( n) 的 顶点 A; 的 坐标 为 (xi,yi)(i = 1,2,…,n), 重 心 G; B) 
1 可 得 


sj = — HÈ a-a) P =" p HÈ- @ 


注意 到 是 中 线 4G; 的 内 分 点 ， a = n -1, 设 点 的 坐标 为 (x,y), 则 
由 定 比 分 点 的 坐标 公式 可 得 


x; + (n — 1)x; y; + (n - 1); 
*= 1+(z-l) 7= 1+(n-1) © 


将 代入 @@ ,经 整理 就 得 
x = pp = Ep 
这 就 表明 点 P 是 4(n) 的 重心 G. 命 题 得 证 . 


利用 这 个 定理 ,容易 推 得 下 列 命题 (证 明 略 ). 

定理 2 HAG MAG 是 平面 闭 折 线 4(n) 的 任意 两 条 中 线 (1 < i < j < 
m), 若 它们 不 在 同一 条 直线 上 M GG // AA. BA = 上 

定理 3 设 平 面 闭 折线 A(n) 的 n 条 中 线 为 4 Gi, A2625, AnGr MAH 
线 G C2 C3… GG1 和 闭 折 线 4( 


定义 3 ”联结 平面 闭 折线 ACn) 的 两 个 不 相 邻 顶 点 的 线段 , 称 为 闭 折 线 
ACn) 的 对 角 线 . 
定理 4 ”平面 闭 折线 A(n) 的 n 条 中 线 的 平方 和 ,等 于 其 各 边 及 各 对 角 线 


的 平方 和 乘 以 天 所 得 的 积 . 
证 明 Bania i < n) 是 4(n) 的 任意 一 条 中 线 ,点 GHAN) 的 重 
心 ,由 定理 1 得 和 = n - 1, 从 而 有 


则 


2. Da Q @ 


在 A(n) 所 在 的 平面 内 ， 以 重心 py. 建立 直角 坐标 系 z0y( 图 略 )， 设 
顶点 A; 的 坐标 为 (% ,yi), 由 两 点 间 的 距离 公式 可 得 
A,G2 = x2 + y? 


MI DAC = >= 4 + >= @ 
注意 到 重心 G 为 原点 000， 0), 由 定义 17 可 知 
> s0, Xy =0 
于 是 有 Èa? -0 
即 
> 4 =-2 2 zaj 


lgicjan 


此 式 两 边 同 加 上 (n - 1) 》) x?, 经 整理 可 得 
nD = 2: (xi — xj)? 


ial I<i<jaen 
则 Xit > (xi © 
同 理 ži pio (yi - y)? @ 
将 @ 和 人 @ 代 和 信人 @, 可 得 
XAG: = 5 (x — x;)?2 + (yy)) = 
: "n 
z > AA? © 
将 代入 @, 就 得 
Dac = - D AA 


lgi<cjgn 


命题 得 证 . 


NO 
ON 


(Z) g—=Oo— 3 = = === 


NO 


2 几何 瑰宝 
以 


党 平面 闭 折 线 的 拉 格 朗 日 公式 


平 

面 

m 定理 设 6 是 平面 闭 折线 4(n) 的 重心 ,已 是 闭 折线 4(n) 所 在 平面 内 任 
m) B-A MO 

Ë > PA? = Ý) GA? + nGP? D 
pa 证 明 ”在 4(n) 所 在 平面 内 建立 直角 坐标 系 xOy t A( n) 的 顶点 A; 的 坐 
Ë EAr) Eb G 的 坐标 为 (x,7),P 的 坐标 为 (x,y), 则 
(下 ) n n 于 

D-a) = 27 ((z — z) = (xi — x)? = 
o nla - 7) + 22 Ca = 2) - 


2(z - z) D(x - 2) 
由 重心 的 坐标 式 的 第 一 式 知 


代入 上 式 ,得 
Dla- a)? = Dz) + nla -EY 
同 理 ,得 ° ü; 
> - yi)? = D - y} + n(y - y)? 
以 上 两 式 相 加 a 
> Pa = E — x;)2 + (y — yi)2) = 
Eln =E)? + (y; -7 + 
E Rs 
> GA? + nGP2 
由 此 即 得 式 O. k; 


O 姚 建华 , 周 永 国 .平面 闭 折线 的 两 个 性 质 [J] .福建 中 学 数学 ,2001(3):12. 


尝 平面 闭 折线 的 莱 布 尼 兹 公式 X 
ñ 
定理 H 6 是 平面 闭 折 线 4(n) 的 重心 ,P 是 闭 折线 4(n) 所 在 平面 内 任 H 
一 点 , 则 T 
Èra = 1 21 AAG + nGP° © Š 
证 明 在 平面 闭 折线 的 拉 格 朗 日 公式 中 到 了 为, 则 有 D 
G2 + > GA} = 54a? ; 
上 式 中 对 A Rin, 8 s 
nD AC + AG = > X AA - = 2 2 A @ 
则 > GA? = AAJ @ 


式 @ 代入 平面 闭 折线 的 拉 格 朗 HARRE D. 定理 证 毕 . 
若 注意 到 n- GP? > 0, 由 定理 ,有 
推论 1 条 件 同 定理 , 则 
È PA > Xt > AA, @ 
当 且 仅 当 P 为 平面 闭 折线 4(n) 的 重心 时 , 式 @ 取 等 号 . 
推论 2 设 平 面 闭 折线 4(m) ie 其 半径 为 R, 则 


1 > 442 @ 


Ere A 


当 且 仅 当 平面 闭 折 线 A( n) 的 外 接 圆 圆心 与 其 重心 重合 时 , 式 @ 取 等 号 . 
证 明 ”在 推论 1 中 , 取 了 为 4A(n) en 0, 则 有 


nR2 = > 04} > Ñ 全 A; 
由 此 即 知 @ 式 成 立 . 目 等 号 成 立 的 条 件 为 推论 2 所 述 . 


Ë ”在 定理 中 , 取 A(n) 为 人 44243, 则 得 三 角形 中 的 莱 布 尼 兹 公式 
PC? = (PA + PAZ + PA3) - + (4143 + A143 + A343) 


jha B msn 8 =r— =a 


定义 1 设 M 是 平面 闲 折 线 414,43…A4,A1( 简 记 为 4(n)) 所 在 平面 内 的 
定点 , 动 点 P 沿 着 平面 闭 折 线 4(n) 的 边 414,,4243,…, AA 依次 行进 ,如 果 定 
点 M 始终 处 于 动 点 P 行进 方向 的 左 侧 (或 右 侧 ) ,那么 定点 M 称 为 平面 闭 折线 
Aln) 的 一 个 同 侧 点 . 

有 同 侧 点 的 平面 闭 折 线 称 为 回 形 闭 折线 . 

定义 2 设 P 是 回 形 闭 折线 4(n) 的 一 个 同 侧 点 ,以 P 为 坐标 原点 建立 平 
面 直角 坐标 系 x0Oy , 设 顶 点 Ali = 1,2,…,n) 的 坐标 为 (x;,y;), 记 


0 x xiy 
APAA) = 1 |o y wa |= | 5 
1 1 I Yi Yi+ı 
则 称 A (PAA) 为 APAA 的 有 向 面积 . 
记 
A | Mi Xis 
Sa) = 22 EA(PAAin) = s. : 
e ist | Yi Yirl 


则 称 Sacy 为 平面 闭 折线 4(n) 的 有 向 面积 (其 中 和 sl = 1s Yast = Yis Aya = 
41). 
易 知 , 当 P, Ai, Ais 逆 时 针 时 A (PAA: 1), Saen) 均 为 正 值 , 当 Sa(w 为 正 值 
时 , 称 Saca) 为 闭 折线 ACn) 的 面积 ,显然 Saen 的 值 与 选择 哪个 同 侧 点 P ER. 
我 们 又 约定 : 回 形 闭 折线 A( n) 的 内 角 A; 小 于 180, AA = ai, 且 满足 条 
件 


asin Åz + cot Ás = 


+ cot 44 = … = + cot À> 


asin 43 Sin A; 
可 证 得 满足 约定 条 件 的 回 形 闭 折线 存在 唯一 布 罗 卡尔 点 . 
定理 。” 设 P 为 回 形 闭 折线 4(n) 的 布 罗 卡 尔 点 ,a 为 布 罗 卡 尔 角 , B, ER 

E AA... E, B ZXPBAi, = 9, 闭 折线 A(n) 和 闭 折线 B, B1B; BB 的 面积 分 


别 为 Saca) FI Seen) WOD 


Sp(n) = SA(n) a 


O 段 惠 民 .多 边 形 Brocard 点 一 个 性 质 的 推广 [J] .福建 中 学 数学 ,2006(10) :15-16. 


Treasure `N Ceometry 


证 明 WA 9.8, Z PAA: = a, 因 
Z PBA; = Z PB, Ai. = 0 
则 P, B; , Air1, B;.1 四 点 共 圆 Bp 
开 PBiBi = LPAinBin = a = ZPAAi.. 
Z PB, B, = Z PA; A, 
从 而 SPAAir ° APBB; 
BB _ PB, sin LPAAn _ 


于 是 AA; PA = sin ZPBA, ~ 
sin a _ sina 
sin(180p - 0) ` sin 0 
则 SAPEB,,, =: BiBi 2 _ sina 
SAPAA, T AAi _ siñ0 
. 2 
即 SAPBB ， = EEr k SAPAA, 
reme int 一 一 
亦 即 A(PBIB,.) = So ` A (PAAi..) 
n w n s s: 
>Z (PBB...) = er . A(PAA...)) 
i=l i= 
:2 
则 Sp(n) = PET ° SAG) 


4 n = 3,4,0 = 90, 则 得 到 三 角形 , 双 圆 四边 形 中 的 结论 . 
由 上 述 证 明 易 知 , 闭 折线 A A243" AA BiB,B;*… B.B, 是 同 向 相似 的 ， 


相似 比 为 sma 


sin 0 ` 


++ PaA EA W 8: ya Bj z ga 


设 Aln) 表示 任意 一 条 平面 闭 折线 414,43…4,h1, 它 有 内 切 圆 为 圆 I(7). 

引 理 ” 设 平 面 闭 折线 A(n) 的 nm 条 中 线 为 4Ci( = 1,2,…,n), 则 平面 闭 
折线 4(n) 和 平面 闭 折线 G, G, Gs: GrG 是 位 似 形 , 它 们 的 位 似 中 心 是 4(n) 的 
重心 6, 位 似 比 为 (n - 1) : 1. 

证 明 ”由 中 线 定义 知 ,A4(n) 的 n 条 中 线 4,6:(i = 1,2,…,n) 都 相交 于 
A(n) 的 重心 6， E = n - 1. 由 此 可 知 , 闭 折 线 A(n) 和 闭 折线 


G1G62G3… GG1 是 位 似 形 ,它们 的 位 似 中 心 是 4(nm) 的 重心 EC, 位 似 比 为 (n - 1) : 1. 


NO 
ON 


(rootu == =m = 


2< 


Sispa B mim simiqa 


— 几何 RX 


命题 得 证 . 

由 于 闭 折线 A(n) 和 闭 折线 G1G,G3… G.G, 是 位 似 形 , 且 按 前 面 的 约定 
A(n) 有 内 切 圆 圆 F(r) ,所 以 6 G, 63… G.G, 也 有 内 切 圆 , 记 作 圆 S(r). 

定义 ” 设 平 面 闭 折线 4(n) 的 n 条 中 线 为 4;G;(i = 1,2,…,n), 则 闭 折线 
G1G2G3… GsG1 的 内 切 圆 圆 S(~ ) 称 为 A( n) 的 斯 伸 克 圆 .C 

定理 1 (1) 平面 闭 折线 Aln) 的 内 心 1, 重 心 6, 斯 伟 克 圆 圆心 s 三 点 共 
RHE = n-1. 

(2) 平面 闭 折 线 A( n) 的 斯 伸 克 圆 的 半径 ” ,等 于 A(n) 的 内 切 圆 半径 r 的 


1 TEE R 
pr = —1: 


根据 前 面 引 理 , 易 知 这 个 命题 成 立 , 证 明 从 上 略 . 
在 这 个 定理 中 令 n = 3, 可 得 : 


推论 (1) 人 4BC 的 内 心 1 重心 6, 斯 伯 克 圆 圆心 S ZARR, LE = 2. 
(2) AABC 的 斯 伸 克 图 的 半径 ” ,等 于 入 4BC 的 内 切 圆 半径 + 的 十 , 即 = 


n 


z. 
定理 1 平面 揭示 了 平面 闭 折线 ACn) HIREA S(7) 的 位 置 和 大 小 . 
定理 2 设 平面 闭 折线 4(n) 的 内 心 为 1, 其 斯 信 克 加 圆心 为 S( 图 略 ). 在 
线段 IS 的 延长 线 上 取 一 点 入 ,使 得 各 = n - 1. 若 点 P, 分 线段 4N RAN = 


n 一 1(; = 1,2,… ,nn), 则 闭 折 线 P, P P3 P,Pl1 有 内 切 圆 , 且 这 个 圆 正 是 A(n) 
的 斯 伸 克 圆 圆 S(r). 
证 明 ” 依 题 设 ,对 i = 1,2,…,n, 有 


由 此 可 知 ,平面 闭 折线 A( n) 和 平面 闭 折线 PP,P3… P,P 是 位 似 形 ,它们 
的 位 似 中 心 是 点 N, 位 似 比 为 (n - 1) : 1. 由 于 4(n) 有 内 切 贺 r), 所 以 
P P, Ps: P.P, 也 有 内 切 圆 , 记 作 圆 S(r). TEA : 


IN _ 
(1) I,S N ZARR, Hoy =n- 1. 


(2) ” = q=" 


D REW. AMIA RA REEL]. HAR gt (Sky) ,2002(3) :26-27. 


又 依 题 设 条 件 , 有 : 

(3) 1,5,N ZARR, HA = n-1. 

X n = 3 时 ,这 个 定理 中 的 点 N 恰 为 三 角形 的 纳 格 尔 点 ,于 是 由 这 个 定理 
可 得 

推论 设 公 4BC 的 纳 格 尔 点 为 N, 线 段 AN, BN, CN 的 中 点 分 别 为 Pi, P,， 
Ps,WJ A P, P, P, 的 内 切 圆 正 是 A ABC 的 斯 伸 克 圆 圆 S(r ). 

定理 2 告诉 我 们 :平面 闭 折 线 A( n) 的 斯 伸 克 圆 圆 S( r' ) 有 2n 条 特殊 的 切 
线 , 即 CiCiyl 和 PPinli = 1,2,…,n, 且 Gn+1s P, 分 别 为 Gi, P1). 


党 平面 闭 折线 中 的 上 号 心 定 理 


在 平面 闭 折线 4(n) 中 , 设 顶 点 4; 的 坐标 为 (xi,y;)(i = 1,2,…,n). 
(1) 对 任意 给 定 的 正 整数 , 令 
EEPE = ED 中 
则 点 Q(x,y) 称 为 平面 闭 折线 A(n) 关于 点 P 的 k 号 心 ,简称 为 闭 折线 的 号 
D. 
(2) 对 满足 1 < j < n 的 整数 j, 令 
ES = +y = y) @ 
则 点 O(z y) 称 为 一 级 顶点 子 集 号 关于 点 已 的 上 号 心 , 简 称 为 集 的 大 号 
Ù. 

按 这 个 定义 ,不 难 验证 :全 4BC 关于 其 外 心 0 的 1 号 心 .2 号 心 和 3 号 心 ,就 
是 它 的 垂 心 欧 拉 圆心 和 重心 ;全 4BC 关于 其 内 心 1 的 1 号 心 .2 号 心 和 3 号 心 ， 
就 是 它 的 纳 格 尔 点 .斯 伸 克 圆 圆心 和 重心 , 由 此 可 知 ,平面 闭 折线 的 & 号 心 概 
念 ,是 三 角形 的 垂 心 . 欧 拉 圆 圆心 .重心 . 纳 格 尔 点 .斯 件 克 圆 圆心 诸 概念 的 统一 
推广 .O 

定理 1 设 平面 闭 折线 A(n) 表示 关于 点 书 的 上 号 心 为 @ ,重心 为 C, 则 Q, 


= QG n-k 
6C, 忆 三 点 共 线 , 且 CP = = ' 


D ” 熊 曾 润 .平面 闭 折 线 的 上 号 心 及 其 性 质 [本 .中 学 数学 研究 ,2002(9) :20-21. 


(x) gO. — 3 Z = 8 m — = 


X —— ————.— “m... 


证 明 ”运用 同一 法 , 取 线段 OP 的 定 比分 点 Z, 使 22 = 二 上 ,那么 只 需 证 
明 Z 是 4(n) 的 重心 G 就行 了 . 


平 设 顶点 A; 的 坐标 为 (xiyyi)(i = 1,2,…,n), 点 Q 的 坐标 为 (x,y) ,点 2 的 
坐标 为 (x,y) ,注意 到 点 P 为 原点 , 则 由 定 比 分 点 的 坐标 公式 可 知 
fal + y+ ert.0 
Ë Hg 1 + n-k hai 1 + n =k 
É k k 
条 将 @ 代入 以 上 二 式 ,经 化 简 可 得 
T n ". 
G -n= 
这 就 表明 点 Z 是 4(n) 的 重心 G. 命 题 得 证 . 
定理 2 设 平面 闭 折线 4(n) 关于 点 已 的 大 号 心 为 0 , 则 
@ > (Q42 - PA?) = (n - 2k)QP2 


证 阴 设 顶 点 A; 的 坐标 为 (x;,y;)(i = 1,2,…,n) ,点 Q 的 坐标 为 (x,y)， 

注意 到 O, BA P 为 原点 ,由 两 点 间 的 距离 公式 可 知 
QA? = (x — x) + (y — 7) 
PA? = x? + yl 

则 QA4? - PA? = x? + y? — 2( xx; + yyi) = PQ? - 2(xx; + yy;) 
即 > (A - PA?) = nPQ2 - 2k(x2 +72) = (n - 2k)PO? 
命题 得 证 . 

由 这 个 定理 显然 可 得 

推论 ” 设 平 面 闭 折线 Aln) 关于 点 P 的 k 号 心 为 0, 若 n = 2k, 则 

> oa? £ > Pa} 
定理 3 ” 设 平面 闭 折线 ACn) 关于 点 P 的 号 心 为 0, 则 
PPQ + 2) AA} = Ap PA? 

证 明 设 顶点 Åi 的 坐标 为 (x;, y;)(i 三 1,2,--- n), A Q 的 坐标 为 (zx,y)， 

注意 到 闭 折 线 的 大 号 心 定义 , 且 点 P 为 原点 ,由 两 点 间 的 距离 公式 可 知 


PQ = EGP) = (D? Dy) 
22 AA} = 2 ((xi- xj)? + (y - y;)2) 


lai<jsn lgi<cjgn 


”一 一 一 一 


将 这 两 个 等 式 两 边 相 加 ,经 化 简 就 得 
k? PQ? + 2; AA? = nD (a? + y) = nD Ph 


命题 得 证 . ü 

定理 4 设 平面 闭 折 线 A(n) 关于 点 已 的 上 号 心 为 0, 过 点 已 作 任 一 直线 
1, 则 诸 顶 点 4;(i = 1,2,…,n) 到 直线 1 的 有 向 距离 之 和 ,等 于 点 Q 到 直线 ! 的 
有 向 距离 的 上 售 . 

证 明 BTA A 到 直线 1 的 有 向 距离 为 d;, 点 Q 到 直线 1 的 有 向 距离 为 d. 
因为 直线 1 通过 点 P( 原 点 ), 故 可 设 其 方程 为 ax + by = 0. 又 设 顶点 4; 的 坐标 
为 (xi,yi) ,点 Q 的 坐标 为 (x,y), 则 由 “点 到 直线 的 有 向 距离 公式 ”可 知 

4 = ax; + byi Ta ax + by 
Vat b Va? + b? 
将 @ 代入 这 里 的 第 二 式 ,就 得 
r ER A ax; + byi = SA 
命题 得 证 . 

定理 5 设 V 是 平面 闭 折线 4(n) 的 一 级 顶点 子 集 , 它 关 于 点 PP 的 k 号 心 
为 0;, 则 诸 线 段 AGO = 1,2,…,n) 必 相 交 于 同一 点 ,每 条 线段 都 被 这 个 点 分 
E k: 1 的 两 部 分 ,这 个 点 正 是 A(n) 关于 点 P 的 (k + 1) 号 心 . 


证 明 BAB AQ 的 内 分 点 ,使 入 0 = ,那么 只 需 证 明 点 M 是 A(n) 关 
J 


于 点 P 的 (上 中 1) 号 心 就 行 了 . 设 顶点 A; HEERA (xis yi) Ci = 1,2, n), Ñ 
Q; 的 坐标 为 (x';,y'j) ,点 M 的 坐标 为 (x,y), 则 由 定 比 分 点 的 坐标 公式 可 知 


_ Z+ ke, _ yi+ky'j 
x= 1+ 7 了 = +k 


将 集 的 左 号 心 定 义 代 人 以 上 两 式 ,就 得 

这 就 表明 点 M 是 4(n) 关于 点 P HIC + 1) 号 心 .命题 得 证 . 

定理 6 设 VV 是 平面 闭 折线 4(n) 的 一 级 顶点 子 集 , 它 关于 点 P BJ k 号 心 
为 @ (j=1,2,…,n), 则 闭 折 线 Q, 0203 Q,Qi 和 4(n) 是 相似 形 ,它们 的 相似 
中 心 是 4(n) 的 (k + 1) 号 心 ,相似 比 为 1 :大 . 

证 明 ”由 定理 5 可 知 ,对 j = 1,2,…,n, 有 
x. S$ 


MA; ` 


NO 
ON 


(x) pap — 3 = x = m — = "g 


NO 


g 
N 


Sisi B misapi =r=Eida 


cenne = S KORU U 7 —— 


因此 ,平面 闭 折线 OO203… 
1 ,相似 比 为 1 :大 .命题 得 证 . 

定理 7 设 平 面 闭 折线 4(n) 关于 点 已 的 上 号 心 为 0 ,其 项 点子 集 V, AF 
A P Hk ILAQ , 补 集 Vn 的 重心 为 6 , 则 00' / PG' .0 

证 明 ”以 点 P 为 原点 建立 直角 坐标 系 xPy ,使 y 轴 不 平行 于 00' , 设 A(n) 
的 顶点 A; 的 坐标 为 (x;,y;)(i = 1,2,…,n), 集 合 Vn 所 含 各 顶点 的 坐标 为 (x';， 
yG = 1,2,…,n - m), Ñ Q 的 坐标 为 (x,7), 点 0' 的 坐标 为 (x' ,y') ,直线 
QQ' 的 斜率 为 了 .注意 到 平面 闭 折线 和 集 的 大 号 心 定 义 1, 则 由 斜率 公式 可 得 


QnQ FI ACn) 是 相似 形 ,它们 的 相似 中 心 是 点 


pr , 2 y 
T = = 一 s e © 
x — x Se 


又 设 点 C 的 坐标 为 (x ,y) ,直线 PG' 的 斜率 为 了 ,因为 6' 是 Vi 的 重心 ,所 
以 有 


人 D @ 
于 是 ,注意 到 @, 且 点 P 为 原点 ， 则 由 射 率 公式 可 得 
> Y 
T = 2 = 到 一 @ 


比较 四 和 图 ,可 知 7 = 了 ,所 以 QU // PC .命题 得 证 . 
在 定理 7 中 令 n = 3,m = 1,k = 1, 且 令 点 为 三 角形 的 外 心 或 内 心 ,可 得 


推论 1 ”三 角形 的 垂 心 与 任 一 顶点 的 连 线 ,平行 于 外 心 与 对 边 的 中 点 的 连 
线 . 

推论 2 ”三 角形 的 纳 格 尔 点 与 任 一 顶点 的 连 线 ,平行 于 内 心 与 对 边 的 中 点 
的 连 线 . 


在 定理 1 中 令 n = 4,m = 1,k = 1, 且 令 点 己 为 四 边 形 的 外 心 或 内 心 ,可 得 

推论 3 若 四 边 形 内 接 于 图 , 则 其 垂 心 与 任 一 顶点 的 连 线 ,平行 于 外 心 与 
其 余 三 顶点 的 重心 的 连 线 . 

推论 4 ”车 四 边 形 外 切 于 圆 , 则 其 纳 格 尔 点 与 任 一 顶点 的 连 线 , 平 行 于 内 
心 与 其 余 三 顶点 的 重心 的 连 线 . 

在 定理 7 中 令 n = 4,m = 2,k = 2, 且 令 点 为 四 边 形 的 外 心 或 内 心 , 可 得 


D 能 曾 润 .平面 闭 折线 的 两 个 有 趣 性 质 [J] .福建 中 学 数学 ,2003(10):14-15. 
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推论 5 ” 若 四 边 形 内 接 于 圆 , 则 其 欧 拉 圆心 与 任 一 边 ( 或 对 角 线 ) 的 中 点 的 
连 线 ,平行 于 外 心 与 对 边 (或 另 一 对 角 线 ) 的 中 点 的 连 线 . 

Hito 若 四 边 形 外 切 于 图 , 则 其 斯 停 克 圆心 与 任 一 边 ( 或 对 角 线 ) 的 中 点 
的 连 线 ,平行 于 内 心 与 对 边 ( 或 另 一 对 角 线 ) 的 中 点 的 连 线 . 

定理 8 设 平面 闭 折线 4(n) 关于 点 尸 的 上 号 心 为 0 ,其 顶点 子 集 V, 关于 
点 尸 的 上 号 心 为 0' , 补 集 V, 的 重心 为 , 则 

00 = HPE 

证 明 ”以 点 为 原点 建立 直角 坐标 系 xPy, 设 A(n) 的 顶点 A, 的 坐标 为 
(xyi)(i = 1,2,…,n), 集 合 ,所 含 各 顶点 的 坐标 为 (x';,yj)(j = 1,2,…， 
n — m), 点 @ 的 坐标 为 (+,y), 点 O 的 坐标 为 (x',y ). 注 意 到 平面 闭 折线 和 集 
的 大 号 心 定义 ,由 两 点 间 的 距离 公式 可 得 


- 002 = 12((z - x') + (y - y) = (27202 + (Dy ° 


又 设 点 C 的 坐标 为 (x,y)， 注意 到 定理 7 中 的 @@， 且 P 为 原点 ， 则 由 两 点 间 
的 距离 公式 可 得 


(n ` m)? PG'2 = (n = m)2( x2 + y) = Oira (Syy © 


比较 四 和 四 ,可 知 00' == r PC. 命题 得 证 . 
推论 1 三 角形 的 重心 到 任 _ 顶 点 的 量 离 ,等 于 外 心 到 对 边 的 中 点 的 号 训 


推论 2 三 角形 的 纳 格 尔 点 到 任 一 顶点 的 四 离 ,等 于 内 心 到 对 边 中 点 的 距 


推论 3 若 四 边 形 内 接 于 圆 , 则 其 垂 心 到 任 一 顶点 的 距离 ,等 于 外 心 到 其 
余 三 顶点 的 重心 的 距离 的 3 倍 . 

推论 4 ” 若 四 边 形 外 切 于 圆 , 则 其 纳 格 尔 点 到 任 一 顶点 的 距离 ,等 于 内 心 
到 其 余 三 顶点 的 重心 的 距离 的 3 售 . 

推论 5 ”车 四 边 形 内 接 于 圆 , 则 其 欧 拉 圆 圆心 到 任 一 边 (或 对 角 线 ) 的 中 点 
的 距离 ,等 于 外 心 到 对 边 ( 或 另 一 对 角 线 ) 的 中 点 的 距离 . 

推论 6 “车 四 边 形 外 切 于 圆 , 则 其 斯 伟 克 圆 圆 心 到 任 一 边 (或 对 角 线 ) 的 中 
点 的 距离 ,等 于 内 心 到 对 边 ( 或 另 一 对 角 线 ) 的 中 点 的 距离 . 

从 平面 闭 折 线 A( n) 的 ”个 项 点 中 任 取 一 个 顶点 省 (1 三 了 < m) ,其 余 (m - 
1) 个 项 点 组 成 的 集合 , 称 为 闭 折线 4(n) 的 一 级 项 点子 集 , 记 为 V, B V, = 
{41, 42，… Aj-1s Aj... „Ant. 


NI 
ZN 


[x] ga — 3 Z= u= m= E=" 


NO 
ON 
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定理 9 设 平 面 闭 折 线 A(n) 关于 点 已 的 上 号 心 为 0 , 闭 折 线 A( n) — TR 
A, 三 点 到 直线 1 的 有 向 距离 分 别 为 d(0),d(Q),da(04), 则 O 


= ë 8 i- 
H d(Q) = d(Q;) + +d(Aj) 
A 证 明 ”以 点 为 原点 建立 平面 直角 坐标 系 *Py, 则 可 设 直 线 1 的 方程 为 
š ax +by = 0. 
i 设 各 点 的 坐标 分 别 为 : Aly) Q(x,y), Gay = 1 ,2… n 且 
£ 1 <j 三 mn) , 则 
— 1 — 1 
z) x = 
x" = Èa — xj) 
© y'; = Èn = yj) 
于 是 由 “点 到 直线 的 有 向 距离 公式 ”得 
EEE 
d(Q) = is isl D 
a + b? 
_ a Èu- +b. p On- 
Om i a + b2 Ë 
ax; + 站 
aa) = F 
由 式 @, 式 @ 和 式 @@ 可 得 
TQ) = (Q) + FAA) 
命题 得 证 . 


34 n = 3 时 ,显然 可 得 
推论 1 设 人 4BC 的 垂 心 为 ,过 其 外 心 任 作 一 直线 1, M 为 边 BC 的 中 点 ， 
H H,M,A 三 点 到 直线 1 的 有 向 距离 分 别 为 4(H),d(M),d(4), 则 
d(H) = 2d(M) + d(A) 
推论 2 i AABC 的 欧 拉 圆 圆心 为 E, 过 其 外 心 任 作 一 直线 1, M 为 边 BC 
的 中 点 , 且 E,M,4 三 点 到 直线 1 的 有 向 距离 分 别 为 4(E),d(M),d(4), 则 


O 明 小 青 ,平面 闭 折线 丰 号 心 的 一 个 有 趣 性 质 {J] .福建 中 学 数学 ,2005(10):19. 


二 


ICE) = dM) + taca) 


推论 3 it A ABC 的 纳 格 点 为 N, 过 其 内 心 任 作 一 直线 1,M 为 边 BC 的 中 
点 , 且 N,M,4 三 点 到 直线 1 的 有 向 距离 分 别 为 a(N),d(M),d(4), 则 
d(N) = 2d(M) + d(A) 
推论 4 W A ABC 的 斯 伸 克 圆 贺 心 为 S, 过 其 内 心 任 作 一 直线 7, M 为 边 BC 
的 中 点 , 且 S,M,A 三 点 到 直线 1 的 有 向 距离 分 别 为 4(S),d(M),d(4), 则 
d(S) = d(M) + FACA) 


设 平面 闭 折线 A( n) 的 顶点 A; 的 坐标 为 (x;,y;)(i = 1,2,…,n), 对 任意 给 
定 的 正 整 数 , 令 


a= = EX "j 和 一 Xm) Y = FÈ - y; — Ym) 


则 Q(x, y) 称 为 4A(n) 的 二 级 顶点 子 集 Y im(1 < j < m < n) AFA P Bj k 
心 . 

依据 这 个 定义 ,我 们 可 以 推 得 0 

定理 10” 设 平面 闭 折线 4(n) 关 于 点 了 的 k 号 心 为 0, 其 二 级 顶点 子 集 VV， 
关于 点 PP 的 k 号 心 为 0, 则 

k2QQ2 + AA2. = 2( PA? + PA2,) (I) 

证 明 BUA 4; 的 坐标 为 (xoj)(i = 1,2,…,n, 图 略 ), 点 8 和 0 的 坐标 分 

别 为 (x',y’) 和 (xx,y), 则 依 集 的 上 号 心 的 定义 及 闭 折 线 的 大 号 心 定义 有 


= + 22 y = 让 e° 


z= Èa- y- a)y = TCO n ra) @ 

于 是 ,由 两 点 闻 的 距离 公式 可 得 

12002 = K2((x' - x)2 + (y' — y)2) = (x; + am) + (y; + Yn)? 

AAZ, = (x; — 8m) + (y; — Ym) 
将 这 两 个 等 式 的 两 边 分 别 相 加 ,可 得 
k2QQ2 + AAZ, = 2((x? + 73) + (x + yh)) 
注意 到 PARA, DA x + y? = PA, ah + y = PA4, 代 人 上 式 就 得 到 等 
式 ( 工 ) ,命题 得 证 . 

在 这 个 定理 中 , 令 Aln) 内 接 于 圆 O( R), BESA 尸 为 圆心 0 ,可 得 


O 熊 曾 涧 .平面 闭 折线 上 号 心 的 几 个 性 质 [本 .福建 中 学 数学 ,2004(7):17-19. 
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推论 ” 设 平面 闭 折线 4(n) 内 接 于 贺 0(R), 它 关于 点 0 的 上 号 心 为 0, 它 

的 二 级 顶点 子 集 V, 关于 点 0 的 上 号 心 为 0, 则 
K QQ? + AAZ, = 4R? 

特别 地 ,在 这 个 推论 中 令 n = 3,k = 1, 就 得 到 如 下 的 熟知 命题 : 设 A ABC 

的 外 接 圆 半 径 为 R, 垂 心 为 HH, 则 
AH? + BC? = BH? + CA? = CH? + AB? = 4R? 

定理 11 设 平面 闭 折线 4(n) 关 于 点 P 卫 的 k 号 心 为 0, 其 二 级 顶点 子 集 Vn 
关于 点 PP 的 号 心 为 0, 且 线段 44, 的 中 点 为 M, 则 QQ // PM. 

证 明 ELA 4; 的 坐标 为 (x;,y;)(i = 1,2,…,n), 点 Q 和 0G 的 坐标 分 别 为 
(x',y ) 和 (%,yY) ,直线 QQ 的 斜率 为 了 ,注意 到 定理 10 证 明 中 的 DO 和 四 , 则 由 
斜率 公式 可 得 


7 Y= Y ityn D 
x — x' Xj + Xm 


又 设 点 用 的 坐标 为 (x,y) ,直线 PM 的 斜率 为 有 ,因为 M EzAA,, BIPA, BT 
以 有 


x; + Xm Yi + Ym 
x= E e ,y = —— @ 
于 是 ,注意 到 P 为 原点 , 则 由 斜率 公式 可 得 
T= F ETa © 


x x; + Xm 
38: O 和 加, 可 知 T = T ,所 以 00 // PM ,命题 得 证 . 
在 这 个 定理 中 , 令 Aln) 内 接 于 圆 0 , 且 令 点 P 为 圆心 0 ,可 得 
推论 ” 设 平 面 闭 折线 4(n) 内 接 于 圆 0 , 它 关 于 点 0 的 上 号 心 为 0, 它 的 
二 级 顶点 子 集 Vn 关于 点 0 的 上 号 心 为 0, 则 QQ | AA;,,. 
事实 上 , 若 设 44。( 圆 O 的 弦 ) 的 中 点 为 M, 则 有 OM 上 4Am; 又 由 定理 11 
可 知 QQ // OM, 所 以 有 QQ 上 AA,,. 
特别 地 ,在 这 个 推论 中 令 n = 3,k = 1, 就 得 到 如 下 的 平凡 命题 : 设 A ABC 
的 垂 心 为 H, 则 AH | BC,BH | CA,CH | AB. 
定理 12 设 平 面 闭 折线 A(n) 关 于 点 的 Ek 号 心 为 0, 其 二 顶点 子 集 WV, 关 
于 点 PP 的 上 号 心 为 0, 且 线段 AAn 的 中 点 为 W , 则 
k1001=21|PM | (*) 
证 明 BAA 的 坐标 为 (x;, yj) (Ci = 1,2,…,n), 点 Q 和 0 的 坐标 分 别 为 
(x,y) 和 (x,yY), 点 M 的 坐标 为 (x,y) ,注意 到 定理 10 证 明 中 @,@ ,定理 11 
证 明 中 四 , 且 P 为 原点 , 则 由 两 点 间 的 距离 公式 可 得 


Treasure Geometry 


KOG? = k((x' - x)? + (y' - y)2) = (zj + xx)? + (y; + Yn)? 
4PM? = 4(? + y?) = (x; + tm)? + (y; + Ym)? 

比较 这 两 个 等 式 , 可 知 2002 = 4PM2, 从 而 等 式 ( x ) 成 立 ,命题 得 证 ,在 
这 个 定理 中 , 令 Aln) 内 接 于 圆 0, 且 令 点 P 为 圆心 0, 可 得 

推论 ” 设 平 面 闭 折线 4A(n) 内 接 于 贺 0, 它 关于 点 0 的 上 号 心 为 0, 它 的 
二 级 顶点 子 集 Vi 关于 点 0 的 上 号 心 为 0, 且 弦 AA, 的 中 点 为 M , 则 大 1 QQ 1 = 
21 OM I. 

特别 地 ,在 这 个 推论 中 令 n = 3, = 1, 就 得 到 如 下 的 熟知 命题 : 设 A ABC 
的 外 心 为 O , 垂 心 为 五 , 边 BC IPAH M, M 

I AH |=2]1 OM | 

定理 13 设 平 面 闭 折线 4(n) 和 B(n) 关 于 点 0 的 号 心 分 别 为 P 和 P'， 

AE Vn 和 WV。 关于 点 0 的 kz 号 心 分 别 为 Q, PQ ml V, C V,, WV, cC V), 


Y, = Vm W PP // 0%0'n, 且 PP = Bo... 
证 明 ” 依 题 设 ,由 平面 闭 折 线 的 号 心 定义 可 知 


据 此 ,由 向 量 的 减法 可 得 
kı PP = 有 (OP - OP) = > 08, - > % 
ka Qan = kOn - 00.) = $) OF; - > ON, 
注意 到 Va U Y, = V,, V, U V, = V,, E V, = V TAA ERSRM 
右边 相等 , 从 而 有 ky PP' = k, Q,Q, ,由 此 可 知 PP // Qn'n EB. PP = 
各 0.0'。 命 题 得 证 


显然 ,在 这 个 定理 中 令 Aln) 和 B(n) 内 接 于 同一 个 圆 圆 0, RZ m = 1, 
ki =k, = 1, 可 得 

推论 1 设 平面 闭 折线 4(n) 和 B(n) 内 接 于 同一 个 圆 ,它们 的 垂 心 分 别 
为 有 和 , 若 顶点 A 5 Bj = 2,3,…,n) 重合 , 则 HE FIEF AB. 

特别 地 ,在 这 个 推论 中 令 n = 3, 就 得 到 定理 :如 果 两 个 同 底 的 三 角形 内 接 


D 熊 曾 润 .关于 平面 闭 折线 的 一 个 优美 定理 [中 .福建 中 学 数学 ,2005(7):15. 
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2< 
于 同一 个 圆 ,那么 它们 垂 心 的 连 线 平 行 且 等 于 它们 顶点 的 连 线 . 
在 定理 13 中 令 n = g,m = 3,k, = 5,k, = 3, 可 得 
推论 2 ”如 果 两 个 五 边 形 有 两 个 公共 顶点 ,那么 它们 重心 的 连 线 平行 于 它 


平 
E| 。 们 其 余 三 项 点 的 重心 的 连 线 , 且 前 者 等 于 后 者 的 本 
何 在 定理 13 中 令 A(n) 和 B(n) 内 接 于 同一 个 贺 圆 O, B n = 5,m = 3, 
500 
Š kı =1l,k, = 2, 又 可 得 
É 推论 3 ”如 果 两 个 五 边 形 内 接 于 同一 个 圆 , 且 有 两 个 公共 顶点 ,那么 它们 
D| 。 重心 的 连 线 平行 于 它们 其 余 三 顶点 的 欧 拉 圆 圆心 的 连 线 , 且 前 者 等 于 后 者 的 
= 248. 
(下 ) 
S PAIR 上 号 心 与 原点 的 距离 公式 
@ 


定理 1 设 平面 闭 折线 A(n) 关于 原点 P 的 上 号 心 为 0, 则 D 
QP? = (nD PA- D AAD) D 


证 明 ”由 平面 闭 折线 的 “k 号 心 的 向 量 公 式 ” 可 知 
k PÓ = >; PÀ, 
此 等 式 的 两 边 分 别 平 方 ,可 得 


12OP2 = X Pa +2 > PÀ,- PÀ, 
zoi i<cjan 


又 根据 向 量 的 减法 有 4 = Pt: Fh, 所 以 有 
2 44 = 2 (PÁ,- PhY = 


(n - D X; Pa? -2 p>? PÀ; ` PÀ, 
将 上 述 两 等 式 的 两 边 分 别 相 加 ， 可 得 


2 QP2 + > AA? = 92 PA? 


则 QP = PoR PA? = > A A2) 
命题 得 证 . 
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公式 @ 称 为 平面 闭 折线 的 “上 号 心 与 原点 的 距离 公式 ”. 
在 定理 1 中 令 k = mn, 可 得 
定理 2 H G 为 平面 闭 折 线 4(n) 的 重心 , P 为 原点 , 则 
GP? = =n 22 PA} - D) AA2) @ 


这 个 公式 称 为 平面 闭 折线 的 “重心 与 原点 的 距离 公式 ”. 
在 定理 1 中 , 令 Aln) 内 接 于 圆 0 或 外 切 于 圆 1, 且 令 P 为 圆心 0 或 圆心 /， 
又 可 得 
定理 3 ” 设 平面 闭 折线 4A(n) 内 接 于 贺 O( R), H 4(n) 关 于 点 0 的 大 号 心 
为 0, 则 
Q0? = aR- J AAD @ 


这 个 公式 称 为 圆 内 接 闭 折线 的 “k 号 心 与 外 心 的 距离 公式 ”. 
定理 4 设 平面 闭 折线 4A(n) 外 切 于 圆 1, 且 4(n) 关 于 点 I 的 号 心 为 0， 
则 
QP = had at- > 4A?) @ 


这 个 公式 称 为 圆 外 切 闭 折线 的 “k 号 心 与 内 心 的 距离 公式 ”. 

特别 地 ,在 定理 3 和 定理 4 h k = 1,2, 可 得 

推论 ! 设 平面 闭 折线 4(n) KEFA OCR), RECH H, KARGA E, 
则 

(1) HO = n2R2 - > AA. 


(2) EO? = + Om - 这 AA). 

推论 2 设 平面 闭 折线 A 外 切 于 圆 7, 其 纳 格 尔 点 为 W, 斯 伸 克 圆 圆心 
为 $, 则 

(1) NP = nD m} - > AA}. 


(2) SP = (n> IA} - = AA). 
定理 5 设 平 面 闭 折线 ila) HETH 0O(R), 且 A(n) 关于 点 0 的 k 号 心 
为 0, 其 重心 为 G, 则 
oe = ia- D AAD © 


lgi<cjgn 


证 明 ” 依 题 设 ,0 为 4(n) 关于 点 0 的 大 号 心 , G 为 4(m) 的 重心 ,由 平面 


S 
D 


ON 


(x) gar — — =Z x = r — = 


XX —— i = 


闭 折 线 大 号 心 定理 1 可 知 ,0, 6,0 ZARR BAE = —k , 则 


-> — cQ 
OG + GO r k+(n-k 
t GQ n-k 
OÖ n 
8 BD @ “n-k 
š 亦 即 GQ? 二 (a — k 00 
e 又 依 公式 四 有 
$ Q0? = 二 (mR - D 443) 
(F ”代入 上 面 最 后 一 个 等 式 ,就 得 到 欲 证 的 结论 .命题 得 证 . 
”公式 @ 称 为 圆 内 接 闭 折线 的 “k 号 心 与 重心 的 距离 公式 ”. 
@ 定理 5 中 , 令 n = 3,k = 1,2, 可 得 


推论 H A ABC 的 垂 心 为 且 , 欧 拉 圆 心 为 E, 重 心 为 G, 外 接 圆 半径 为 R. 
则 


(1) G = 3 m _ AB? ~ BC? _ CA2). 


(2) GE2 = ZOR? - AB? -~ BC2 - CA2). 
这 就 是 三 角形 的 重心 与 垂 心 欧 拉 圆 心 的 距离 公式 . 
定理 6 设 平面 闭 折 线 4A(n) 内 接 于 圆 O(R), B 4A(n) 关于 点 O 的 k 号 心 
为 0, 则 
(1) 点 Q 在 圆 0(R) 上 的 充 要 条 件 是 
> AA} = (n - 2) R2 
(2) 点 Q 在 圆 0(R) 外 的 充 要 条 件 是 
>; AA} < (n? - P) R2 
(3) 点 Q 在 圆 O(R) 内 的 充 要 条 件 是 
>; AA? > (n2 - 2) R2 


证 明 ” 先 证 结论 (1). 很 明显 ,点 0 在 贺 0(R) 上 的 充 要 条 件 是 00? = R, 
根据 公式 @ TA 
QO? = Re (R - X AA?) = Re 
lgi<cjgn 


> AA = (m2 - 2) R2 


lçi<jgçn 


这 就 证 明了 结论 (1) .类 似 地 可 以 证 明 结 论 (2) 和 结论 (3) ,证 明 过 程 从 略 . 
由 这 个 定理 的 结论 (3) 易 知 : 圆 内 接 闭 折线 的 重心 ,必定 在 这 闭 折线 的 外 
接 圆 内 部 .在 这 个 定理 中 令 n = 3,k = 1,2, 可 得 
推论 1 设 人 48BC 内 接 于 圆 0(R), 其 垂 心 为 五 , 欧 拉 圆心 为 E, 则 
(1) 点 五 在 圆 O(R) 上 的 充 要 条 件 是 
AB? + BC? + CA? = 8R? 
(2) 点 在 贺 O(R) 上 的 充 要 条 件 是 
AB? + BC? + CA? = 5R? 
推论 2 ” 设 平面 闭 折线 4(n) 内 接 于 圆 OCR), Æ A(n) 的 垂 心 为 其 顶点 
A) 37 cos 人 4:04; = 12. 
证 明 Aln) KECA H,WIJ H 38 C BJP] EZ: CR 48 
oh = > 04, 
但 依 题 设 , 垂 心 上 H 是 顶点 41, 所 以 OH = 041, 从 而 由 上 式 可 知 
>) 04, = 0 
i=2 
将 这 个 等 式 两 边 分 别 平 方 , 得 
3100.2 D OÀ; - OÀ; = 0 (*) 


注意 到 顶点 4 在 圆 O(R) 上 ,所 以 1 OA: 1 = RCG = 1,2,…,n); 又 根据 向 
量 的 数量 积 定义 ,有 
OÀ; - OÅ, =1 OÅ; 1: 1 O | cos ZAA; 


因此 式 (* ) 可 以 化 为 

(n -1)R?+2R? È, cos ZAGQA; = 0 
故 cos Z A0A; = Lon 
命题 得 证 . 


平面 闭 折 线 k 号 心 与 顶点 的 距离 公式 


定理 ! 设 0 是 平面 闭 折线 4(m) AFEA Pk C, ANU < l< n) 为 


(> ) ü g 3 p= — — Z z = m — = 


Z 


TERE msnm Š HDHH 


3 — n aa 


A(n) 的 任 一 顶点 , 则 人 


QA} = tE X PA - k 。 PA?) + 2an- Z 2244 O 


lgi<jen 


证 明 RER, Q 是 平面 闭 折线 4(n) 关于 定点 已 的 上 号 心 , 由 大 号 心 的 
向 量 公式 可 得 


kG = > Fh 
于 是 ,根据 向 量 的 运算 可 得 i 
k - QÅ, = k(P4, - PO) = k PÀ, - >) PZ, 
将 此 等 式 的 两 边 分 别 平方 ,可 得 ü 


F2043 = K2PA2 + XP+ 2 > PÀ,- PÀ - 


læi<cjgn 


2k PÅ, > PA? eaj 
x 
> 44 =- > (PÁ,- PhY = 
(n -DD PA} -2 > PÀ,- PÀ, (x *) 


1<i<jg<n 


kY) AA? = kD (PÄ, - Fh)? = 


> PÀ? + nkPA2 - 2k PÀ Y) PÀ, 
将 式 ( x ),(*x *) 的 两 边 分 别 相 加 ， 再 减 去 上 面 的 两 边 ， 可 得 
.043+ > AA- EX AA? = Cw t(D PA} - k - PA?) 


1<i<jsgn 


此 等 式 丙 边 同时 除 以 刀 , 经 秘 项 就 得 到 等 式 四, 命题 得 证 
公式 Q 称 为 平面 闭 折线 的 “k 号 心 与 顶点 的 距离 公式 ”. 
在 定理 1 R< k = mn, 可 得 
定理 2 设 G 为 平面 闭 折线 4(n) 的 重心 ,4i(1 < 1 < n) X AC) 的 任 一 
顶点 , 则 
-yah D AAB © 


这 个 公式 称 为 平面 闭 折线 的 “重心 与 顶点 的 距离 公式 ”. 


O 曾 建国 , 熊 曾 润 . 趣 谈 闭 折 线 的 号 心 [M]. 南 昌 : 江 西高 校 出 版 社 ,2006:18-21. 


Treasure Geometry 


在 定理 1 中 , 令 4A(n) 内 接 于 圆 O 或 外 切 于 圆 1, 且 令 原 点 PP 为 圆心 0 或 圆 
心 1, 又 可 得 
定理 3 设 平 面 闭 折线 4(n) 内 接 于 圆 O(R) ,0 为 4(n) 关 于 点 0 的 k 号 
心 ,A1(1 < 1 < n) 28 Aln) 的 任 一 顶点 , 则 
4 = m, 121 让 2 AA? @ 


lwi<jgn 


这 个 公式 称 为 圆 内 接 闭 折线 的 “上 er 的 距离 公式 ”. 
定理 4 设 平面 闭 折线 ACn) 外 切 于 圆 7, @ 为 4(n) 关于 点 了 的 上 号 心 ， 
A,(1 < 1 = n) 22 A( n) 的 任 一 顶点 , 则 


QA} = F (27 IA} - k - Al) + 2an- bAa @ 
这 个 公式 称 为 圆 外 切 闭 折 线 的 号 心 与 顶点 的 距离 公式 ”. 
特别 地 ,在 定理 3 和 定理 4 rh k = 1,2, 可 得 
Hil 设 平面 闭 折线 A(n) KEFA OR), RECH H, KARGAK E, 
A, (1 < 1 < n) A A( n) 的 任 一 顶点 , 则 
(1) HA} = (n - 122 + Xan - 5 AA. 


(2) EA} = GD, 12 AA1- 4 4 人 
推论 2 设 平 面 闭 折线 4(n) 外 切 于 圆 T, ,其 纳 格 尔 点 为 AN, 斯 伸 克 圆 圆 心 
H S,A((1 < 1 <m) 为 4(n) 的 任 一 顶点 , 则 


(1) NA? = (n - D( a? - 143) + > An - D) Aæ. 


l<i<js<n 


(2) SA} = 二 24 - 2147) + XAM - + > AiA?. 

根据 定理 1， 还 可 以 推 得 

定理 5 设 0 为 4(n) 关于 点 了 的 k 号 心 , 则 
Xo = st > PA} + F D 44? O 
ł=1 


lai<jan 


事实 上 ,在 公式 中 令 1 = 1,2,. ns 个 等 式 ,将 这 n 个 等 式 的 
两 边 分 别 相 加 ,经 过 化 简便 得 到 公式 O. 
公式 @ 称 为 平面 闭 折线 的 “k 号 心 与 各 顶点 的 距离 的 平方 和 公式 ”. 
在 定理 5 中 令 k = n, 可 得 
定理 6” 设 6 为 平面 闭 折线 4(n) as 则 
> G1= l D AA2 @ 


Ln igi i<jsn 


NO 
ON 


(x) par — 3 = = = m Z 


2 


kah B mtan Š => =i 


可 
Ka! 


— ~ 几何 /A 瑰宝 o 


这 个 公式 称 为 平面 闭 折线 的 “重心 与 各 顶点 的 距离 的 平方 和 公式 ”. 
在 定理 5 中 , 令 Aln) 内 接 于 圆 O( R) 或 外 切 于 圆 7, 且 令 原 点 P 为 圆心 0 
或 圆心 I, 又 可 得 
定理 7 设 平面 闭 折线 A(n) 内 接 于 圆 0(R) ,0 为 4(n) 关于 点 0 的 大 号 
心 , 则 
31942 = nahe, = ék- n > AA @ 


lgicjgn 


这 个 公式 称 为 圆 内 接 闭 折线 的 “上 S A Zx; 
定理 8 设 平面 闭 折线 A( n) 外 切 于 圆 1, Q 为 4(n) ATA 1 BJ k Si, WI| 
> oa = GS w 3 4k- n > AA? ® 


Igicjan 


这 个 公式 称 为 贺 外 切 闭 折线 的 k 号 心 Co k a 
特别 地 ,在 定理 7 和 定理 8 中 令 k = 1,2, 可 得 
推论 1 设 平面 闭 折 线 A( n) 内 接 于 圆 0(R) ,其 垂 心 为 万 , 欧 拉 圆 圆心 为 
E, 则 
(1) > nd = n(n - 1282 + (2 - n) 2 AA. 


lI<i<jgn 
OPH mn- R2 + 4 2, AA) 


推论 2 设 平面 闭 折线 Aln) 外 切 于 加 1 ,其 纳 格 尔 点 为 AN, 斯 伸 克 圆 圆心 
为 S$, 则 


(1) 2; NA = =(n- D22744, (2 - n) > AA?. 


lgi<cjgn 


(2 2 54 = D m tn D AA. 
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党 平面 闭 折线 与 上 号 心 相关 的 共 点 线 定理 


我 们 约定 :在 平面 闭 折线 A(n) 中 , 除 任 一 顶点 4(1<7J < n) 外 ,其 余 (n - 
1) 个 顶点 组 成 的 集合 记 作 | A|. 

定理 1 在 平面 闭 折线 4A(n) 中 , 设 顶 点 子 集 | 4 关于 点 已 的 上 号 心 为 0i， 
则 诸 线段 AQ;( = 1,2,……,m) 必 相 交 于 一 点 , 且 每 条 线段 AQ 都 被 这 个 点 分 成 


k : 1 的 两 部 分 ,这 个 点 正 是 闭 折线 4(n) RFA P HIC + 1) 号 心 .0 
证 明 ”应 用 同一 法 . 设 A.Q; 是 满足 题 设 的 任意 一 条 线段 , 取 其 内 分 点 M， 


使 得 WOL = 上, 那么 只 需 证 明 点 M 是 4(n) 关于 点 的 (k + 1) 号 心 就 行 了 . 
J 
J 


3⁄4 = MÀ 
即 PM - PA = k(PÁ, - PM) 


但 0 TUR TE |A,| 关于 点 P 的 上 号 心 ,由 集 的 上 号 心 的 定义 知 


n 
= q — 


PO, = +(2; PÀ, - PÀ) 


isl 


代入 上 式 , 经 整理 就 得 


据 此 ,由 平面 闭 折 线 天 号 心 定 义 可 知 , 点 凡是 4(m) X-T A PHC + 1) 号 
心 .命题 得 证 . 

显然 ,在 这 个 定理 中 令 k = n - 1, 可 得 

推论 1 ”在 平面 闭 折线 Aln) 中 , 设 顶 点 子 集 {4;| 的 重心 为 6;, 则 诸 线 段 
AG; (j = 1,2,…,n) 必 相 交 于 ACn) 的 重心 c, BË = n-1. 

f 

这 个 推论 称 为 平面 闭 折 线 的 “重心 定理 ”, 其 中 的 线段 AGU = 1,2,…,n) 
称 为 闭 折线 Aln) 的 中 线 . 

在 定理 1 中 , 令 Aln) 内 接 于 圆 0 RIFA, AS P 为 圆心 0 或 圆心 1， 
又 可 得 

推论 2 ” 设 平面 闲 折 线 ACn) 内 接 于 圆 0 ,其 顶点 子 集 {4)| 关于 点 O 的 
号 心 为 0;, 则 诸 线 段 4.Q;(j = 1,2,…,n) 必 相交 于 A(n) 关 于 点 0 的 (k+1) 号 
Ù ME = k. 

J 

推论 3 设 平面 闭 折线 4(n) 处 切 于 圆 1, 其 顶点 子 集 |4} 关于 点 1 的 k 号 

心 为 Q WARE AQU = 1,2,…,n) 必 相交 于 4(n) 关 于 点 1 的 (k + 1) 号 心 


MEHIA = 上. 
J 
特别 地 ,在 推论 2 和 推论 3 中 令 k = 1, 可 得 


O 曾 建 国 , 熊 曾 润 . 趣 谈 闭 折线 的 号 心 [M]. 南 昌 : 江 西高 校 出 版 社 ,2006:38-42. 
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推论 4 设 平面 闭 折线 A(n) 内 接 于 圆 0, 其 项 点子 集 { 刀 | 的 垂 心 为 局 , 则 


WRB AHC = 1,2,…,n) 必 相交 于 ACn) HKRM E.B AE = 1. 
J 


HiS 设 平面 闭 折线 4(n) IMITE [, 其 顶点 子 集 {万 | 关于 点 1 的 1 号 
心 为 NIERE ANG = 1,2,…,n) 必 相交 于 4(n) KIPER S, E 
AS, 

SN, ` ` 

推论 6 在 平面 多 边 形 4i42…4, 中 ,已 知 其 顶点 子 集 | 万 | 的 重心 为 G 
(j =1,2,…,n), 设 多 边 形 A Ar A, MG Cr 6G 的 面积 分 别 为 和 5', 则 S= 

1 
Ez 12S 

证 明 。 设 平面 多 边 形 4142…A, KECY C, HEITA, A, G, G) 三 点 
Je, B 46: = n - (j = 1,2,.…,n). 

J 
因此 ,平面 多 边 形 4142…4。 和 G1G2… G, 是 位 似 形 , 它 们 的 位 似 中 心 是 点 
6, 位 似 比 为 x = n - 1. 于 是 ,由 位 似 形 的 性 质 可 知 总 = 22 = (n - 1)?, 所 以 
S = T DS: fr HSE. 

推论 7 若 平面 闭 折线 4(n) 内 接 于 贺 0, 其 项 点子 集 {万 | 的 欧 拉 圆心 为 
E, = 1,2,…,n), 则 平面 闭 折线 4(n) 的 外 心 0 是 平面 闭 折线 E(n)( 即 
E, Er E,E I) 的 垂 心 . 


证 明 ” 依 题 设 , 由 推论 2 可 知 , 线段 AE, 必 通 过 4, 
Aln) 关于 点 0 的 3 号 心 M ,如 图 9.9 所 示 , 且 Q 

AM 3.. PF 

ME, = 2,j = 1,2,°…,n 


因此 可 知 ,4(n) 和 EC) 是 位 似 形 ,它们 的 位 似 中 Ë 
心 是 点 M, AMEKA =2. 设 4(n) M E( n) 的 垂 心 分 别 
为 万 和 天 , 则 由 位 似 形 的 性 质 可 知 , 的 对 应 点 为 天 ,所 图 9.9 
以 H,M,H ZAR, R M = À = 2, 则 
HM = 2MH' @ 


又 因为 妃 是 4(n) WED, M EAC) 关于 点 0 的 3 号 心 ,由 大 号 心 定义 可 
知 


Tä = > oi, oŭ = 1 >) oA, 
i=l 


i=l 


TZ 7 TE - —— S S S Z= 


所 以 OË = 3 0M 
由 此 可 知 H.M, 0 三 点 共 线 , 且 
HM = 2MO @ 
所 以 @ 和 人 @, 可 知 点 H 与 0 重合 .命题 得 证 . 
定理 2 在 平面 闭 折线 4(n) 中 , 设 其 任 一 顶点 子 集 V, 关于 点 已 的 让 号 心 
为 Om , 补 集 VW, 关 于 点 P 的 及 号 心 为 0', 则 线段 OnO n 必 通 过 一 个 定点 , 且 被 
这 个 点 分 为 2 : ki 的 两 部 分 ,这 个 点 正 是 Aln) 关于 点 P pe +k) 号 心 . 


证 明 ”应 用 同一 法 . 取 线段 OO'。 的 内 分 点 ,使 8 = 和 ,那么 只 需 证 
H M 是 4(n) 关于 点 P BJ(ki + k,) 号 心 就 行 了 . 
, pe On k; ` 
因 Qno M, Qn 三 点 共 线 ， Eyo, = 村 所 以 有 
kı Q, = k, MOn 
即 
k (PM - POn) = ks(PO» - PM) 
则 (ki + k2) PM = k, PQ; + k; PO © 
设 顶点 子 集 V, 所 含 的 m PARKA A23, A mA € V,,j = 1,2,…， 
m) ,注意 到 Q, E Vn ATAP H ki 号 心 , 0O'。 E3MEV, AFA P KI k Si, H 
集 的 上 号 心 定义 ,可 知 
PQ. = 1 15 P PAJ 
PO = EC Bh - X, PAT) 
将 @ 和 人 @ 代 入 @, 经 整理 就 得 
— 1 S >» 
PM 一 ki + p2 PA; 
据 此 ,由 折线 号 心 定义 可 知 ,点 MEAN) ATA PHI ki + k) 号 心 . 命 
题 得 证 . 
容易 看 出 ,在 这 个 定理 中 令 m = 1,ki = 1 ,就 得 到 定理 1, 因 此 ,定理 2 是 定 
理 1 的 推广 . 
显然 ,在 这 个 定理 中 令 k, = m,k, = n- m, 可 得 
推论 1 在 平面 闭 折 线 A( n) 中 , 设 任 一 顶点 子 集 Vn 的 重心 为 G6, 其 补 集 


Va 的 重心 为 Cw，, 则 线段 CnC n 必 通 过 闭 折线 4(n) 的 重心 


n 一 m 
m . 


(x) g a — 3 Z = = m — = 


NO 


Z 
S 


kah B pan Š == Bida 


3 
z 


n Aaa 


这 个 推论 中 的 线段 CuG'。 称 为 平面 闭 折线 4(n) B) m APR. BA, AR 
Aln) 有 且 只 有 Cr # m 级 中 线 (包括 互相 重合 的 在 内 ). 

在 定理 2 中 , 令 A(n) 内 接 于 圆 0 RIFA, ES P 为 圆心 0 或 圆心 1， 
又 可 得 

Hi2 设 平 面 闭 折线 A(n) 内 接 于 圆 0 ,其 任 一 顶点 子 集 V, 关于 点 O 的 
k, 号 心 为 0 , 补 集 Vn 关于 点 0 HI k BOH Q m WERE QnQ’ m UAC) X: 
于 点 0 的 (hi + ka) 号 心 M, ENa = P. 

推论 3 设 平面 闭 折线 A(n) 外 切 于 圆 1, 其 任 一 顶点 子 集 V, 关于 点 1 的 
k, 号 心 为 Qm XE Vn ATAI W k FOH Q m WERE OnO’ mn 必 通 过 4(m) 关 


于 点 1 的 (hi + ka) 号 心 M, i š L: 


特别 地 ,在 推论 1 和 推论 2 中 令 ki = k, = 1, 可 得 
推论 4 ” 设 平面 闭 折线 4A(n) 内 接 于 圆 ,其 任 一 顶点 子 集 V 和 补 集 V 的 垂 
Ò H, HAH , 则 线段 H. H' (m = 1,2,…,n) 必 通 过 4A(n) 的 欧 拉 圆 圆心 E, 
H 
FE = 1. 
推论 5 平面 闭 折线 4(n) 外 切 于 圆 1, 其 任 一 顶点 子 集 Vn 和 补 集 V, 关于 
点 1 的 1 号 心 为 Ns 和 WN',, 则 诸 线 段 N N, 必 通 过 4(n) 的 斯 伸 克 圆 圆心 S, B. 


设 平面 闭 折线 A( n) 内 接 于 圆 0(R), 若 A(n) 关 于 点 0 的 (k+1) 号 心 M， 
那么 以 M 为 贺 心 ,为 半径 的 贺 , 称 为 平面 闭 折线 ACn) 的 (t+ 1) 号 圆 , 记 


HE MSD. 
特别 地 , 圆 内 接 闭 折线 4(n) 的 2 号 圆 , 称 为 4(n) 的 欧 拉 圆 . 
据 此 ,我 们 可 以 推 得 D0 


定理 1 设 平面 闭 折线 4(n) KEFA OCR), Aln) 关于 点 0 的 号 心 为 


O 曾 建 国 , 熊 曾 润 . 趣 谈 闭 折线 的 上 号 心 [M] .南昌 :江西 高 校 出 版 社 ,2006:43-48. 
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Q, 点 分 线段 4 为 = 上 , 则 诸 分 点 PO = 1,2,…,n) 都 在 平面 闭 折线 


A(n) 的 ( +1) SAA ngi E: 

证 明 RE, A P, PRBN 为 BG = ,所 以 有 A = 人, 按 向 量 的 
减法 ,这 个 等 式 可 以 改写 成 

DÈ, - OÀ; = k(00 - 0P,) 

由 此 可 得 TE = 9, + kO D 
于 是 ,根据 向 量 的 运算 有 

IB Q 和 MM 分 别 是 4(n) 关 于 点 0 的 号 心 和 (k + 1) 号 心 ,由 上 号 心 定义 ， 
可 知 


OÒ = 12% Å, OM = 
代 人 上 式 , 经 化 简 就 得 
TÈ, - OÀ, 
AATA A; EBOR), TTA | OA; 1 = RATI ERTE MP i = FA 
这 就 表明 点 Pj = 1,2,…,n) 都 在 平面 闭 折线 A(n) 的 (k +1) 号 贺 上 .命题 得 
证 . 
我 们 约定 :这 个 定理 中 的 点 P, 称 为 线段 40 的 ( + 1) 等 分 点 . 
显然 ,在 定理 1 R k = 1, 可 得 
推论 ” 设 平 面 闭 折线 4(n) 内 接 于 圆 ,其 垂 心 为 万 ,点 P; 为 线段 4 的 二 
等 分 点 , 则 诸 分 点 P = 1,2,…,n) 都 在 平面 闭 折线 ACn) 的 欧 拉 圆 上 . 
定理 2 ” 设 平面 闭 折线 4(n) 内 接 于 圆 0(R) ,其 顶点 子 集 {4;| 关于 点 0 
的 (k +1) 号 心 为 M WU MOG = 1,2,…,n) 都 在 平面 闭 折线 ACn) 的 (k + 


1) SWA MG RO) E: 


证 明 kusis, M; 是 顶点 子 集 14i} 关于 点 0 BJ(k + 1) 号 心 ,M JE A(n) 
关于 点 0 的 (k + 1) 号 心 , 由 闭 折 线 和 集 的 大 号 心 定 义 ,可 知 


+ 12 OA, - OÀ) © 


¿=a 1 2 > 
OM = i2 04, @ 


NZ 
ON 


(x) o — a= == = 


Z 
SN 


NO 


于 是 ,根据 向 量 的 运算 有 


MM. = Oñ - oN, = 
à 由 此 可 得 | MM; 1 = .这 就 表明 MOG = 1,2,…,n) 都 在 闭 折线 A(n) 
几 
向 | 的 (4 + 1) SAN MGE) 上 .命题 得 证 . 
š 显然 ,在 这 个 定理 中 令 k = 1, 可 得 
ë 推论 ” 设 平面 闭 折线 4(n) REFA, JEIR2ACTAEIAI 的 欧 拉 圆 圆心 为 
条 | BAEO BG = 1,2,…,n) 都 在 平面 闭 折线 ACn) 的 欧 拉 贺 上, 
# 定理 3， 设 平面 闭 折线 A(n) 内 接 于 圆 O(R) ,4(m) 
(F EFA Ok EDS Q MATEG] 关于 点 O 的 ( + 
1) 号 心 为 号, 过 点 M 作 直线 与 直线 AQ 垂直 相交 于 D, 
@ 如 图 9.10 所 示 , 则 诸 垂 足 D.(j = 1,2,…,m) 都 在 平面 闭 


折线 4(n) 的 (k + 1) SJ] MG) E. 

证 明 ” 取 线段 4Q 的 (k+1) 等 分 点 Pj, 如 图 9.10 所 
示 , 由 定理 1 和 定理 2 知 ,点 P; 和 用 都 在 4(n) 的 (kk + 1) 
号 圆 上 .又 依 题 设 条 件 有 一 PDMi = 90?. 由 此 易 知 ,要 证 明 点 Dj EARRA) 
的 (k + 1) 号 圆 上 ,只 需 证 明 线段 PM 的 中 点 是 这 个 圆 的 圆心 W 就 行 了 . 

设 线段 PM; 的 中 点 为 M' , 则 有 

OM = 


图 9.10 


1 — — 
> (OP, + OM;) 


将 O 和 人 @ 代 人 上 式 ,并 注意 到 上 说 = >) PA, 可 得 


O = + 12 04, @ 

比较 @ 和 @, 可 知 点 M 就 是 4(n) 的 (k + 1) 号 圆 的 圆心 M. 命 题 得 证 . 

显然 ,在 这 个 定理 中 令 k = 1, 可 得 

推论 ” 设 平面 闭 折线 A(n) 内 接 于 圆 ,其 垂 心 为 H, MATEA) 的 欧 拉 
圆 圆心 为 ,过 点 E; 作 直线 与 直线 AH 垂直 相交 于 D;, WHEE DU = 1, 
2,…,n) 都 在 平面 团 折线 A(n) 的 欧 拉 圆 上 . 

综合 定理 1, 定 理 2, 定 理 3, 我 们 可 得 

定理 4” 设 平面 闭 折线 4(n) 内 接 于 圆 0(R), 则 其 (k + 1) 号 圆 必 通 过 3n 
个 特殊 点 , 即 

(1) 诸 线 段 AQ 的 (k + 1) 等 分 点 P = 1,2,*…,n). 
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(2) 诸 心 M;(j = 1,2,…,n). 

(3) 自 点 Mi 引 直 线 与 直线 AQ 垂直 相交 的 垂 足 D;(j = 1,2,…,n). 

其 中 Q 是 4(n) 关于 点 0 的 大 号 心 ,Mi 是 顶点 子 集 14i} 关于 点 O 的 (上 + 
1) 号 心 . 

特别 地 ,在 这 个 定理 中 令 k = 1, 可 得 

推论 1 设 平面 闭 折线 4(n) 内 接 于 圆 0(R), 则 其 欧 拉 圆 必 和 通过 3n 个 特 
殊 点 , 即 

(1) 顶点 4 55384 H 连 线 的 中 点 Pj(j = 1,2,…,n). 

(2) 顶点 子 集 {4| 的 欧 拉 圆心 E (j = 1,2,…,n). 

(3) 自 点 引 直线 与 直线 4H EHAKE D (j = 1,2,…,n). 

推论 2 设 平 面 闭 折线 Aln) 内 接 于 圆 OCR), RE i 
心 为 H, MATEA, 的 欧 拉 圆 圆心 为 ,过 点 E; 作 直 
线 与 直线 4H 垂直 相交 于 亡 , 以 垂 足 D; 为 圆心 作 通过 外 
心 0 的 圆 , 交 直 线 ED; 于 Mi ,Ni 两 点 ,如 图 9.11 所 示 , 则 
诸 交 点 Mj, NJ = 1,2,…,n) 在 同一 个 圆 上 ,圆心 为 H, 


半径 为 Ro = R+ OH 
证 明 ”由 题 设 条 件 易 知 ,点 M; AN, ab H gE 
离 .因此 ,只 和 需 证 明 如 下 等 式 成 立 就 行 了 


M}? = Rà = +(R + OH) 
依 题 设 条 件 HDM; = 90 ,由 勾 股 定理 得 
M? = DM} + DIP = DO + DH? ©) 
设 OH 的 中 点 为 E, 易 知 E 为 4A(n) 的 欧 拉 圆 圆心 ,从 而 有 DE = Z (E ga 
3 推论 ) ,于 是 在 A DOH 中 ， a Sui a a 
D0? + DH = 2DE? + = 方 (到 + OR) 


将 此 式 代入 © 就 得 MJP = + (R + OHP). fr EBE. 
推论 3 设 平面 闭 折线 A(n) 内 接 于 圆 0( RR) ,其 垂 心 为 H, DATEI) 
的 欧 拉 圆 圆心 为 ,过 点 已 作 直线 与 直线 4 开 垂 直 相交 于 刀 , 以 点 E; BILL AE 
通过 垂 心 H BOB, ZHR ED, FP, Q; 两 点 ,如 图 9. 12 所 示 , 则 诸 交点 P, Q; 
(j =1,2,…,n) 在 同一 个 加 上 ,圆心 为 0, 半径 为 R。 = | + OR". 
证 明 ” 依 题 设 条 件 容易 证 得 , OE, // 4AjH( 证 明 过 程 略 ) ,从 而 OE; | ED;. 


2< 


[x ) gp ab — 3 = = = m — = g 


2< 


PRESES == Eli 


= 
Z 


有 :7 


由 此 易 知 点 P, A Q, 到 外 心 0 等 距离 .因此 ,只 需 证 明 如 Ai 
下 等 式 成 立 就 行 了 


PO’ = Rà = T (m + OR?) 
由 勾 股 定理 可 得 
PO = EP} + E? = EJ + EO? 
但 ER? = DE} + DH, EO = DO - DE} 图 9.12 
代入 上 式 就 得 


P,02 = DO + DR 
此 式 的 右边 与 式 @ 相等 ,所 以 有 PO? = + (R° + OH?). 命 题 得 证 . 


党 平面 闭 折 线 与 号 心 相关 的 多 线 切 圆 定理 
设 平面 闭 折线 A( n) 外 切 于 圆 1(7r), 若 4(n) 关 于 点 1 的 (上 k+1) 号 心 为 用 ， 
那么 以 点 7 为 圆心 ,1 为 半径 的 圆 , 称 为 平面 闭 折 线 4(m) 的 (4+1) 号 圆 , 记 


作 圆 MG r 


特别 地 ， 国外 切 闭 折 线 A(n) 的 2 号 圆 , 称 为 A( n) 的 斯 伸 克 图. 
据 此 ,我 们 可 以 推 得 0 
定理 1 设 平面 闭 折线 4(n) 外 切 于 圆 1(r),A(n) 关 于 点 1 的 号 心 为 0， 


AP ARBA 为 PC = kG = 12n), W AC) 8 (k + 1) 号 加 加 
J 


必 内 切 于 平面 闭 折线 P(n) = PiP,P3*… PPi. 


证 明 ” 依 题 设 ,点 P, 分 线段 40 i = S skie ba; 
n) .由 此 可 知 , 闭 折 线 4(n) 和 P( n) 是 位 似 形 , 它 们 的 位 似 中 心 是 点 Q ,位 似 比 
是 A = PO = k + 1. 于 是 ,由 位 似 形 的 性 质 可 知 ,因为 A( n) 有 内 切 圆 圆 1(7)， 
所 以 P(n) 也 有 内 切 圆 贺 p (r), R. 


(1) Z = À = k+I1,ËB| r = Fi 


O 曾 建国 , 熊 曾 润 . 趣 谈 闭 折线 的 大 号 心 LM] .南昌 :江西 高 校 出 版 社 ,2006:49-53. 
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(2) 1,1,0 ZARR, HI - ) = k + 1, 从 而 有 


rq 
TQ = (k + 1) TÓ 
即 TÒ = (k + (IO - IP) 
由 此 可 得 
= _ —k = 
Ts 
但 0 为 4(n) 关于 点 了 的 上 号 心 ,所 以 
代 人 上 式 就 得 
z7 1 VV 7 
IP = i TÀ, 
这 表明 点 P 是 4(n) ATALIB + 1) 号 心 M 
由 此 可 知 , 圆 (O —V 


显然 ， i = 1, 可 得 

推论 ” 设 平面 闭 折线 4(n) 外 切 于 圆 1(7) ,其 纳 格 尔 点 为 NN, 线 段 AjN 的 
中 点 为 POU = 1,2,…,n), 则 ACn) 的 斯 件 克 圆 必 内 切 于 闭 折 线 P(n) = 
P P2 Psa*** P.P. 

定理 2 ” 设 平面 闭 折线 4A(n) 外 切 于 圆 r), An) 关于 点 1 的 (k + 2) 号 
心 为 = k+1(j = 1,2,…,n), 则 A(n) 
的 (k +1) 5AA M( 1 pD 必 内 切 于 闭 折线 R(n) = RIR;Rs--: R,R,. 

证 明 ” 依 题 设 ,4;,L,R 三 点 共 线 ， H = k+1(j = 1,2,…,n). 由 此 可 
知 , 平 面 闭 折线 4(n) 和 Rn) 是 位 似 形 ， 它们 的 位 似 中 心 是 点 L, 位 似 比 是 
Y = 入 =k+1. 于 是 ,由 位 似 形 的 性 质 可 知 ,因为 A(n) 有 内 切 加 加 1(7), 所 
以 R(n) 也 有 内 切 圆 圆 (7), E. 

(17 = 2 = k+1,BJD = Fi 

(2)1,L, r EARR, AA =A = 上 + 1, 从 而 有 


T. = (k + 1) IP 
BD TL = (k + 1)(TP - TL) 
由 此 可 得 


NI 
ON 


(x) ao — a= = == — = 


NI 
AN 


purger anma 


3 


a 
| 
但 工 为 4(n) 关于 点 I 的 (kk + 2) Fù, "a 


k+ 22 14, 
代入 上 式 就 得 
J > 
TF = k+ P2 IA, 
这 就 表明 点 EAN) 关于 点 1 的 (k + 1) 号 心 M 
由 此 可 知 , 圆 MT 


显然， 在 定理 2 中 令 = 1, 可 得 

推论 ” 设 平 面 闭 折线 4(n) 外 切 于 圆 1(7), Aln) 关于 点 7 的 3 号 心 为 工 ， 
在 线段 饥 延 长线 上 取 一 点 月 ,使 入 = 2(j = 1,2,…,n), 则 4(n) 的 斯 你 克 圆 
必 内 切 于 平面 闭 折线 R(n) = RiR, Rs -R,R,. 

综合 定理 1 和 定理 2, 我 们 得 到 

定理 3 ” 设 平面 闲 折线 A(n) 外 切 于 圆 1, 对 任意 给 定 的 正 整数 上 ,4(n) 的 

1) 必 与 2n 条 特殊 的 直线 相 切 , 即 平面 闭 折线 P(n) 和 

R(n) 各 边 所 在 直线 ,其 中 


(1) P; EREA 上 的 点 , 且 
了 点 的 大 号 心 ). 


(2)R; RAE AL EKREWA BIKE = k+1(j = 1,2,-- n, L E A(n) 
关于 点 了 的 (上 + 2) 号 心 ). 

特别 地 ,在 定理 3 中 令 k = 1, 可 得 

推论 1 设 平面 闭 折线 4(n) 外 切 于 图 /, 则 其 斯 储 克 圆 必 与 24 条 特殊 的 
直线 相 切 , 即 闭 折线 P(n) 和 R(n) 各 边 所 在 的 直线 ,其 中 

(DP; RBAN 的 中 点 (j = 1,2,…,n, 点 N 是 A(n) 的 纳 格 尔 点 ). 


(2)R; 是 线段 4 延长 线 上 的 点 , 且 人 5 = 3(j = 1,2,…,n,L 是 4(n) 关于 
J 
点 1 的 3 号 心 ). 
推论 2 ” 设 平 面 闲 折 线 4(n) 外 切 于 圆 1(7) ,在 它 的 边 4,4 和 AAA... EA 
有 一 点 M #lN(1 < k < n), 记 开 折 线 Mh4243…4kV MNAL Arr AM 的 长 分 
别 为 l, 和 l, 闭 折 线 MA;As::: ANM 和 NA, ,1Ak42 AA MN 的 面积 分 别 为 Sı 和 


= 上 +1(j = 1,2,…,n, 点 Q 是 4(n) 关 于 
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S2. Tag , 则 直线 MN 必 通 过 闭 折线 4(n) 的 内 心 1. 


证 明 应 用 反 证 法 . 4 Ami 
设 直线 MN 不 通过 闭 折线 4(n) 的 内 心 1, 如 图 9.13 

所 示 . 记 闭 折线 MAA, ANM 的 面积 为 S, 

NA; 4k42 A MN 的 面积 为 5',, 则 显然 有 


S 全 Sana, k; SAm,4, +" + Sann a 4 
T r(MA; + 4243 + … + AN) = Bia 
ta, 
同 理 S’, = La, 
Sı _ h 
从 而 有 S'a = b 
_ 1 
将 已 知 条 件 时 z , RAER, 48 
S'i sl 
S 7 S; 
又 由 图 9.13 知 S = S, — Sam, S'2 = S; + SAmm, 代 人 上 式 , 经 整理 就 得 
S, * SAmM =- S2 © SA NM 


而 依 假 设 , 点 1 不 在 直线 MN 上 ,所 以 Sanu = 0. 上 式 两 边 同 除 以 Sama, 
就 得 S; = - 5;. 此 等 式 左 边 为 正 数 ,右边 为 负数 ,显然 荡 廖 .因此 ,点 1 必 在 直线 
MN 上 .命题 得 证 . 


必 圆 内 接 闭 折线 的 级 中 线 长 公式 


E k€NE1<k<—> ,也 是 由 平面 闭 折线 4(n) 的 任意 上 个 顶点 组 成 的 


顶点 子 集 ,这 个 顶点 子 集 的 补 集 为 VEI V, U V, = V,).3 WV 和 的 重心 分 
别 为 C 和 Gi, 则 线段 G,G, 称 为 闭 折线 4(n) 的 级 中 线 . 
显然 ,平面 闭 折线 A( n) BERA C; 条 上 级 中 线 ( 包 括 互 相 重合 的 在 内 ). 
定理 设 平 面 闭 折线 A( n) 有 外 接 圆 贺 OCR), G,G, 是 4(n) 的 一 条 大 级 


NO 
ON 


(x) = g ie p — 3 = x = r — = "g 


9 ——  ———m_ax 


kabi ËB masm Š Imk 


3 


中 线 , 则 0 


1 
GG = Fi 2 AAJ- 5 D A- 


lgigkcjen lgi<jgk 


(n Ta Py M 
首先 介绍 V, 55 V, 的 大 级 垂 心 线 : 如 果 A( n) 的 两 个 顶点 子 集 V, 55 V, WE 
心 为 H, fll H, WRB: H.H, 为 圆 内 接 闭 折线 4(n) 的 一 条 上 下 级 垂 心 线 , 则 有 
引 理 REHANA 4(n) 有 外 接 圆 O( R), H.H, 是 A(n) 的 一 条 上 级 垂 
心 线 , 则 


HHi=2 > AA?- 2 AA; + (n - 2k)2R2 


l<igk<j=n 


证 明 ”以 圆心 0 为 原点 建立 坐标 系 (图 略 )， 设 顶点 A, 的 坐标 为 (xi ,yi) 
(i =1,2,…,n), 则 


x? + y: = R? 
HAIA k GORENA Gr, Cr, Hi, E, 的 坐标 分 别 为 


E E = 
M a 
== T 


=k+! 


故 有 OG, = LOH,, 06, = —L—O0R, 
由 余弦 定理 CG, = OG} + 0G1 - 206G, : OG, cos Z GOG , I) 


GG: = (OM) + (—L 


=š 1 asa = 
70H} - 2 - + * Hon, - OF.cos Z H,O, 
A HH? = OH + OH - 2 - OH, * OH,cos Z HOR, , M 
m= _ l jm. — 1 _ 
k “i (OH + OR - HH) = 
1 


- OH? — 


1 1 
i 


Fr — pp 
En Kp) OR + Kn = P) HH; = 


O 段 惠 民 . 圆 内 接 闭 折线 的 上 级 中 线 长 公式 [可 ,中 学 数学 ,2005(7) :38-39. 


n — 2k Š 2 2k-n 了 72 1 F7 
E (n — k) S -K OHi + Fn p) = 


rr (21y05 = 


D+ È +z ` BB = 


m OXE +) +2 >% (2 + 707)) — 


Igi<js 


GD s 27: (x&; + yG%;)) + 


Igi<jgk 


n — 2k £ 2 I _ 
(a pk C” k) R? + 2 22 (ze; + y0;)) + 


1 as 
En -p 
因 
27 AA; = > (C(x; — xj)? + (yi — y;)2) = 


lçi<j<k l<i<j<k 


k 
-DLG -2 a, 6 + yo) = 
(k-1)` i 2 > (oe 


laicjsk 


则 2 2: (xj + yai). =k(k-1)R —- >` AA? 


Igi<jgk lgi<cjgk 


上 


将 四, 回 代 人 式 四 得 Wa 
GG} = Pe = T Ge + k(k - 1)R2 - 2 AD = 
o - k) R? + (n - k)(n - k - 1)R? 
a g AA) ++ i Ta DiM ü 


(n - 2k)? . p2 n- 2k _ 42 
“Haske S Paa ,A+ 


n -2k 
AA} + a E 


(n < k)2 hivigicien 


由 引 理 


(x) gap — a Z= == — = 


g ——— 4. 


— 1 rr_ — 2 1 
En Bd = YC C 2 44 -OZ AAF + 


igk<jan I<i<jgn 


` = -2k n — 2k 
以 GG =- n A.A? A? 
所 ezi k?(n z 可 A; j (n — ENE ren Aj a 


2 1 
kak) > AA} - Eln k) 2: AA = 


igk<jgn lgi<cjgn 
k+k-n 2 n-k-k 
AA? , DEE 
k?(n — 1,22: aT ik. 
— 1 _ 有 LE- 2 
Rn D, AAI + Ki A 2A - 


igk<jæn igk<jan 


AA? + 


TEMRE RERS IDEK 


i aA 


lgi<cjan 


1 1 
显然 k(n — k) > AA + Ta Kyk 2; AA + 


l<i<jg&k k+1<qi<jçn 


Hr DA HAS = 0 


içk<jaen tgicjan 


所 以 
GiGi = -证 >; AA? ~ o ry 为 AA + IGE > AA? 


Igi<jgk k+læi<cjen igk<jan 
所 以 


GiGi - ee p, 22 A ii aD AA ü (n < iL 22 AA 
定理 证 毕 . 

推论 1 设 闭 折线 4(n) 的 顶点 全 集 的 最 大 真子 集 V, = {4,, 43,…, Ant, 
Vi 的 重心 为 G1, 则 

A1G? = TAA FENT, 1 y, 2 AAJ 
在 推论 1 中 令 n = 3, 则 有 
推论 2 设 AM E: A ABC 的 一 条 中 线 , 则 
aM? = JAB: + + AC2 - + BC2 

这 便 是 众所周知 的 三 角形 中 线 长 公式 . 

在 定理 中 令 n = 4,k = li V, = 18,C,D},h41 为 4, 则 有 

推论 3 在 圆 内 接 四 边 形 ABCD 中 ,G 是 ABCD 的 重心 , 则 


AG = t GAB + 3AC? + 34D? _ BC? - BD? - CD?) 


Treasure Geometry 


推论 4 设 闭 折线 4(n) 有 外 接 圆 且 n = 2k(k € N), G,G, E: A( n) 的 一 
条 上 级 中 线 , HH, 是 与 G,G, 相对 应 的 一 条 上 级 垂 心 线 , 则 
G,G, = THR, 
推论 5 设 圆 内 接 六 边 形 ABCDEF rB. A ABC 的 重心 为 C, 人 DEF 的 重心 
为 6, 则 
CE = (AD + AE? + AF? + BD? + BE? + 
BF? + CD? + CE? + CF? _ AB? _ AČ? — 
BC? - DE? - DF? _ EF?) 
推论 6 设 MN 是 圆 内 接 四 边 形 的 两 条 对 角 线 的 中 点 的 连 线段 , 则 


MN? = tar + BC2 + CD? + DA? - AC? - BD?) 


党 平面 闭 折线 的 九 点 圆 定理 


定义 1 设 闭 折线 ACn) 内 接 于 圆 0(R) ,对 任意 给 定 的 正 整 数 k, A P 


+ rÈ O, OÀ, D 
则 点 OC A(n) 的 上 号 心 ;着 点 Q(l1 <j < 
n) 满足 

% = — Fi ot 04) @ 

则 点 Q; RAA) 的 一 级 顶点 子 集 V 关于 点 0 的 (k + 1) 号 心 ,简称 为 V; 的 
(k +1) 号 心 . 

定义 2” 设 平面 闭 折线 4(n) ARFA OCR), UEKI + 1) 号 心 0 为 圆 

bg AFRA, RH ACn) 的 ( + 1) EB. 


按 这 个 定义 ,容易 验证 : 圆 内 接 闭 折线 的 2 号 圆 ,就 是 它 的 欧 拉 圆 . 由 此 可 
知 , 圆 内 接 闭 折线 的 (k + 1) 号 圆 概念 ,是 它 的 欧 拉 圆 概念 的 推广 . 

根据 上 述 定义 ,我 们 可 以 推 得 0 

定理 1 设 平面 闭 折线 4(n) 内 接 于 圆 0(R) ,其 大 号 心 为 已 ,点 M, 内 分 线 


O 能 曾 润 .三 角形 九 点 圆 定理 的 深入 推广 [J] .中 学 数学 研究 ,2007(9) :37-38. 
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Z 


nia B masm 8 =r— mia 


= = = Z. Wy 


段 4P 为 上 , 则 4(n) 的 (t+ 1) SAE Q( 


k F D 必 通 过 诸 分 点 s bas wy: 


证 明 ”显然 ,只 需 对 每 个 j(j = 1,…,n)， 证 明 | QMj1= 1 [由 题 设 ,点 
P WE Ds = 上 ,由 定 比 分 点 的 向 量 表示 可 得 
eh > oF) @ 
又 依 题 设 和 定义 1 有 
根据 @ 和 图 得 


一 一 一 — 1 — al 
QM, = OM, - 00 = — 4 0A: 


但 顶点 4; 在 圆 0(R) 上 ,所 以 1 OA; 1= R, 从 而 由 上 式 可 得 1 OM; | = pit 
题 得 证 . 

定理 2 ” 设 平 面 闭 折线 A(n) 内 接 于 圆 0( RR) ,其 一 级 顶点 子 集 V Ik + 
1) 号 心 为 0;, 则 4A(n) 的 (k+1) 号 圆 图 OGT 1) ) 必 通 过 诸 . D Q@ (j = 1,: 
n). 

证 明 ”显然 ,只 需 对 每 个 j(j = 1,…,n), 证 明 | TIETES + 由 题 设 ,点 
Q; 和 0 分 别 满足 @ 和 四 ,于 是 


e mos m 


但 顶点 A; ÆR OCR) 上 ,所 以 由 上 式 可 知 | 00 | = — z r: 命题 得 证 . 

定理 3 ” 设 平面 闭 折 线 4(n) 内 接 于 圆 OCR), H k SDAP, 其 一 级 顶点 
F V C + 1) 号 心 为 @;, 自 点 0; 引 直线 与 直线 4jP 垂直 相交 于 D;, 则 A( n) 
的 (k +1) 号 圆 必 通 过 诸 垂 足 Dj = 1,…,n). 

证 明 ”对 每 个 j(j = 1,…,n), 取 线段 AP 的 第 1 个 (k + 1) 等 分 点 M, H 
定理 1 和 2 知 ,点 M; 和 0 都 在 4(n) 的 (k + 1) SAN OGE) 上 .又 依 题 设 
有 ZMDQ, = 90?, 故 只 需 证 明 Q SRB MO; 的 中 点 入; 重合 . 

由 题 设 ,点 Q; 和 MM 分别 满足 @ 各 ,于 是 

r A E @ 


Peace — 


H$ OMO, TTA Q 和 Ni 重合 .命题 得 证 . 

综合 定理 1,2,3 ,我 们 看 到 

定理 4 圆 内 接 闭 折线 4(n) 的 (k + 1) 号 圆 必 通过 3nm 个 特殊 点 , 即 :各 顶 
AA ACn) 的 号 心 P 连 线 的 第 1 个 (k + 1) 等 分 点 Mi(j = 1,…,n);A(n) 
的 各 个 一 级 顶点 子 集 的 (k+1) 号 心 0;(j = 1,…,n); 自 点 Q; 引 直线 与 直线 
AP 垂直 相交 的 垂 足 D(j = 1,…,n). 

容易 验证 ,在 定理 4 中 令 n = 3,k = 1, 就 得 到 九 点 圆 定理 .由 此 可 知 ,定理 
4 是 九 点 圆 定理 的 推广 . 

值得 指出 的 是 ,定理 4 的 内 涵 是 极其 丰富 的 .考查 它 的 种 种 特例 ,将 会 得 到 
许多 花样 翻新 的 有 趣 命题 .例如 ,在 定理 4 中 令 n = 4,k = 1,2,4, 可 得 

推论 1 在 圆 内 接 四 边 形 4i424344 中 ,其 欧 拉 圆 必 通过 12 个 特殊 点 , 即 : 
各 顶点 A; 与 这 四 边 形 的 垂 心 瑟 连 线 的 中 点 好 (人 = 1,2,3,4); 这 四 边 形 的 各 个 
一 级 顶点 子 集 V KRAGE = 1,2,3,4); 自 点 BE 引 直线 与 直线 4.H 垂直 
相交 的 垂 足 D;(j = 1,2,3,4). 

推论 2 在 圆 内 接 四 边 形 414,4344 中 ,其 3 号 圆 必 通过 12 个 特殊 点 , 即 : 
各 顶点 4 与 这 四 边 形 的 欧 拉 圆 圆心 刀 连 线 的 第 一 个 3 等 分 点 Mi( = 1,2,3,4); 
这 四 边 形 的 各 个 一 级 顶点 子 集 V, 的 重心 6(j = 1,2,3,4); 自 点 G; 作 直线 与 直 
线 AE 垂直 相交 的 垂 足 D(j = 1,2,3,4). 

推论 3 在 圆 内 接 四 边 形 A,A As A. 中 ,其 5 号 圆 必 通过 12 个 特殊 点 , 即 ; 
各 顶点 A; 与 这 四 边 形 的 重心 G 连 线 的 5 等 分 点 MU = 1,2,3,4); 这 四 边 形 的 
各 个 一 级 顶点 子 集 V; É 5 Sul F,(j = 1,2,3,4) HA 万 引 直 线 与 直线 4C E 
直 相 交 的 垂 足 D;(j = 1,2,3,4). 


党 平面 闭 折 线 的 杜 洛 斯 - 凡 利 圆 定理 


设 平面 闭 折线 Aln) 内 接 于 圆 0(R), 若 点 五 满足 


= 51 OÀ, D 


i=l 


则 点 互 称 为 平面 闭 折线 4(n) 的 重心 
对 ACn) 的 一 级 顶点 子 集 多, 若 点 E 满足 


DÈ, = 1 (> OA, - OA) © 


则 点 ERAMATE V, 关于 点 0 的 2 号 心 ,简称 为 V 的 2 号 心 . 


% 


[x ) g ab — Z m £ m — = 


€ 一 几何 /A 现 宝 


ishpa B mmn 8 =r— =i 


根据 以 上 定义 ,我 们 可 以 推 得 O 

引 理 。” 设 平面 闭 折线 4(n) 内 接 于 圆 OCR), RECA 
五, 其 一 级 顶点 子 集 Vi 的 2 号 心 为 ,线段 4 五 的 中 点 为 D;， 
过 点 轧 作 直线 与 直线 4H 垂直 相交 于 五 (图 9.14), 则 

(1)DE 与 OH 互相 平分 . 

(2) 1 DE; | = R. 


(3) # OH 的 中 点 为 E, 则 | HE |= À. 图 9.14 
证 明 《1) 依 题 设 , 点 五 和 ;分别 满足 和 回 ,D; 为 4 五 的 中 点 ,所 以 有 
DÄ = + 3 = +h - 94) = (Ü OA, - 0A) = OÈ, 

由 此 可 知 DH // 0E,, ËB | DH | = | OE; 1, 因 此 DOEH 为 平行 四 边 形 ,所 
以 DjE; 与 OH 互相 平分 . 

(2) 设 DE 与 OH 相交 于 E, 则 EE 为 DjE; 的 中 点 ,也 为 OH 的 中 点 ;又 已 知 D, 
为 AH 的 中 点 .于 是 在 AAOH 中 ,由 中 位 线 定理 可 知 

| DE; \=21 DE I= 1 A01= R 

(3) 依 题 设 , 可 知 A DEH 为 直角 三 角形 ,Hi 为 直角 顶点 , 且 E 为 斜 边 DE， 

的 中 点 ,所 以 有 


| HE |= + ! DE, | = Š 
命题 得 证 . 

定理 1 设 平面 闭 折 线 A(n) ATA O( R) ,其 垂 I 
心 为 H, Jt— TUR TE V, 20N ,过 点 E EN 
线 与 直线 AH EERZF H, MEE H, 为 圆心 作 通 过 外 <N 
Ò 0 的 圆 , 交 直线 EH; FM, N, 两 点 ,如 图 9.15 所 示 , 则 N, 
诸 交 点 M;,N;(j = 1,2,…,n) 在 同一 个 圆 上 ,圆心 为 H, 


图 9. 
半径 为 Ro =4/ + (e + OF?). 
证 明 ”由 题 设 条 件 易 知 ,点 M; #l N; 到 垂 心 互 等 距离 ,因此 只 需 证 明 
MH? = R = È(R + OR) 
就 行 了 . 
依 题 设 条 件 有 Z M;H;H = 90? ,由 勾 股 定理 可 得 
MP = HM + H = HO? + HH @ 


O 熊 曾 润 . 杜 洛斯 - 凡 利 圆 的 推广 [J] .福建 中 学 数学 ,2005(6):13-15. 


Treasure N Geometry 


设 OH 的 中 点 为 E, 则 在 2 HOH 中, 由 中 线 长 公式 可 知 HO? + HH? = 


2HE + 0 人 ,代入 式 加 ,并 注意 到 | HE 1 = 县 (前 面 的 引 理 ) ,就 得 


1 


M = 2HE + — 


OR = + (R° + OH) 
命题 得 证 . 

容易 验证 ,在 这 个 定理 中 令 n = 3, 就 得 到 定理 :在 三 角形 中 ,以 高 的 垂 足 为 
圆心 , 作 通 过 外 心 的 圆 ,与 垂 足 所 在 的 边 相 交 , 则 这 样 得 到 的 6 个 交点 在 同一 个 
AE ,圆心 是 这 三 角形 的 垂 心 . 

定理 2 设 平 面 闭 折 线 A(n) KEFA 0(R) ,其 垂 心 
为 五, 其 一 级 顶点 子 集 万 的 2 号 心 为 瓦 ,过 点 巨 作 直线 与 直 
线 4 妞 垂 直 相 交 于 瓦 ,以 点 瑟 为 圆心 作 通过 垂 心 豆 的 圆 , 交 
直线 EH, FP, Ci 两 点 ,如 图 9.16 所 示 , 则 诸 交 点 已,Q0i() = 
1,2,…,n) 在 同一 个 贺 上 , 圆心 为 0, 半径 为 Ro = 


JE ORÊ). 图 9.16 


证 明 EA AH L EH,, H 3| #8ñJ9uEBH iB OE, // AH, PVA OE, L 
EH. TE, 由 题 设 条 件 易 知 ,点 P, 和 g, 到 外 心 0 等 距离 , 因此 , 只 需 证 明 


P0? = 二 (到 + OB) 就 行 了 . 


由 勾 股 定理 可 知 
P0? = E;P} + EO0’ = Ej? + EO’ 
但 EH? = HE) + HR? 
BO ”= BO - HE; 
代入 上 式 就 得 


PO = HO? + HP 
此 式 的 右边 与 式 @ 的 右边 相等 ,所 以 有 
P0? = MH? = + (R° + 0HP) 
命题 得 证 . 
容易 验证 ,在 这 个 定理 中 令 n = 3, 就 得 到 定理 :在 三 角形 中 ,以 各 边 的 中 点 
为 圆心 , 作 通 过 垂 心 的 圆 , 与 这 条 边 相交 , 则 这 样 得 到 的 6 个 交点 在 同一 个 图 
上 ,圆心 是 这 三 角形 的 外 心 . 
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平面 闭 折线 A( n) 的 所 有 顶点 组 成 的 点 集 | 41,42,… ,4,1 简 记 作 V(n) 称 
为 闭 析 折 线 4(n) 的 顶点 全 集 , 从 点 集 V(n) 中 任意 除去 一 个 点 4j(1 Sjan), 
其 余 (n - 1) 个 点 组 成 的 集合 记 作 V(n - 1); 称 为 Vn) 的 最 大 真子 集 . 

设 B1,B,,…,Bi(k € N) ÆN 0 T 个 点 ,以 圆心 0 为 原点 建立 直 
角 坐 标 系 , 记 点 B; WBRA) = 1,2,7, k), ÆA H BER xg, yn) W 


Æ xg = X ma = = Dn 则 点 吾 称 为 点 集 | B1, B,,…, B) 的 垂 心 . 


设 平面 闭 折线 Ala) 内 接 于 圆 , 则 其 顶点 全 集 V(n) 的 垂 心 , 称 为 闭 折线 
Aln) 的 垂 心 , 亦 称 闭 折线 的 1 号 心 .@ 


定理 1 贺 内 接 闭 折线 4(n) 的 垂 心肌 .重心 6、 外 心 0 ZARR, IEE = 


n - 1( 在 这 里 , 闭 折 线 的 重心 是 指 它 的 顶点 集 重心 ). 
证 明 ”应 用 同一 法 . 


WRB HO 的 内 分 点 P, 使 目 = n - 1, 那 么 只 需 证 明 点 P 是 重心 G BT 
Ta 

以 外 心 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 , 设 A(n) 的 顶点 A,(x;, y;) ( š = 1,2, °, 
n), ŒÙ H( xu, ya), HEXA 


xg = Dy = = >x ®© 


又 设 点 P RERA, y), 则 由 定 比分 点 的 坐标 公式 可 知 
xg + (n - 1)0 XH Isi 


= 


l+(n—1) n 


_m+ln-1)0 yr_lv, 
y= 1+(nm-l) n ` P 


这 就 表明 点 已 是 平面 闭 折 线 4(m) 的 重心 ,命题 得 证 . 

定理 2 设 平 面团 折线 A(n) ARTEA, KECH H, WARE AH Br =< 
必 共 圆 (4 为 4(n) 的 项 点 ,j = 1,2,…,n). 

证 明 Aln) 内 接 于 圆 0(R), 以 圆心 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 , 顶点 
A,(x;, yi) ED (xg, yg), 则 对 任 一 线段 AH(j = 1,2,…,n) 的 中 点 P(x,y) 


O 能 曾 润 . 圆 内 接 闭 折 线 的 垂 心 及 其 性 质 [J] .福建 中 学 数学 ,2000(1):13-14. 


有 
x = =a = T (x; + Xa) 
y= E wa = Liya 27 yi) 
从 而 有 


( Ta to- En = Cay. hy = Ë 
这 说 明 诸 线段 4H(j = 1,2,…,n) 的 中 点 都 在 以 EL S m, LD yi) 为 
i=1 iel 


Me, 为 半径 的 贺 上 .命题 得 证 . 

定理 3 ” 设 平面 闭 折线 A( n) 内 接 于 圆 , 则 其 顶点 全 集 V( n) 的 各 个 最 大 真 
子 集 的 垂 心 必 共 圆 ,这 个 圆 与 4(n) 的 外 接 贺 大 小 相等 ,其 圆心 是 A(n) 的 垂 心 
H. 

证 明 设 A(n) 内 接 于 圆 O(R),V(n - 1);(1 < ; < n) E: V( n) 的 任意 
一 个 最 大 真子 集 , 这 个 最 大 真子 集 的 垂 心 记 作 到 ,那么 我 们 只 需 证 明 H, 在 图 
H(R) 上 就 可 以 了 . 

以 圆心 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 , 设 A(n) 的 顶点 A,( xis yi) , H(xn, yg) , 
H;(x, y), W 


R 
x = D xi — xj = xy- xj; 
ial 


y= 27 yi = y = Yu — Yj 
从 而 有 
(x =- ay) + (y —- ya)? = (— xp)? + (— y)? = z + y = F 

这 就 表明 Vn) 的 任意 一 个 最 大 真子 集 V(n - 1); 的 垂 必 古都 在 以 后 ( xp， 
ya) 为 圆心 , R 为 半径 的 圆 上 .命题 得 证 . 

定理 4 设 平面 闭 折 线 A(n) 内 接 于 圆 0, 其 顶点 全 集 的 最 大 真子 集 
V(n - 1); HECA H = 1,2,…,n), 则 闭 折线 H, Hre H.H, 与 4(n) 是 全 等 
的 闭 折线 .了 

WR ”以 圆心 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 x0y( 图 路 ) , 设 4(n) 的 顶点 A, 
RAC xiy) = 1,2,……m), 则 垂 心 Hj = 1,2,…,n) 的 坐标 为 


O 熊 曾 润 .再 接 圆 内 接 闭 折线 垂 心 的 性 质 [J] .福建 中 学 数学 ,2000(3) :8. 
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(22 xi = sj, 22 1 = y) (*) 
(1) 根据 两 点 间 的 距离 公式 ,由 ( * ) 可 知 
| HH, |= V (xj, — x;)2 + (y; — y;)2 = | Adj 1 

其 中 j = 1,2,…,n, 且 H... Any DANN Hi, 41, 这 就 表明 : 闭 折线 H I Hr H.H, 
与 4(n) 的 对 应 边 相 等 . 

(2) H 1) 易 知 A HH, H; 和 AAAA 的 对 应 边 相 等 ， 所 以 
AHH; Hj 5 AAAA 全 等 ,从 而 有 

LHHnH = ZAA;.H;.2 

其 中 j= 1.2, n, B 天 15 H... A. Ana2 分 别 为 Hi, Ha, 41,A2. 这 就 表明 : 
MIR Hi1H2… ,Hi 与 A(n) 的 对 应 角 相等 . 

综合 (1) 和 (2) ,可 知 闭 折线 H Hr H.H, 与 A( n) 是 全 等 的 闭 折线 . 

为 了 揭示 圆 内 接 闭 折 线 垂 心 的 后 述 性 质 ,我 们 引入 如 下 概念 和 引 理 : 

定义 ”从 点 C 向 有 向 线段 馆 IER, 3 AB 或 其 延长 线 于 D , 如 图 
9.17(a). 设 有 向 线段 C 方 的 数量 为 4, 则 d 称 为 点 C 到 线段 镶 的 有 向 距离 . 当 点 
C FAB 所 指 方向 的 左 侧 时 ,d = | CD 1 > 0; 当 点 C 位 于 入 所 指 方向 的 右 侧 
时 ,d = -1 CD |< 0; 当 点 C 位 于 直线 48 上 时 ,d = 0. 


引 理 设 M,P,N EARR, HME = 4. 若 M,P, N 三 点 到 有 向 线段 外 
的 有 向 距离 分 别 为 4,e,f, 如 图 9.17(b), 则 。 = dtf 


E 
€ M 
d aSK 
I el 
7 B 
了 D B fi 
(a) (b) N 
图 9.17 


这 个 引 理 的 正确 性 是 极 易 证 明 的 ,证 明 过 程 请 读者 完成 .由 这 个 引 理 可 得 
定理 5 ” 设 贺 内 接 闭 折线 A(n) 的 垂 心 有 .重心 G、 外 心 0 到 4(n) 各 边 
AA (i = 1,2,…,n, 且 Ani 为 A) 的 有 向 距离 之 和 分 别 为 d(H),d(6)， 
d(0), 则 
nd(G) = d(H) + (n - 1)d(O0) 
证 明 ” 设 甩 ,6,0 到 44 的 有 向 距离 分 别 为 e;,fi, g;( 图 略 ). 又 由 定理 1 


可 知 ,及 ,6,0 ZARR, HAG = n- 1, 于 是 由 引 理 可 得 


e; + (n -1)gi 
1E 1+(n-1) 
则 nf; = e; + (n - 1)g; 
从 而 nf = 21a + (a - 1) 228, 
ist iat i=l 
Bp nd(G) = d(H) + (n -1)da(0) 


定理 6 设 平 面 闭 折线 A4247 A,A, 内 接 于 圆 O( R), REOX H,O 
AH + 2) AA? = (n - 1282 
2<í<j<n 
证 明 ”以 圆心 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 xOy( 图 略 ) , 设 顶点 4; 的 坐标 为 
(xiy7i)(i 二 1,2,…,m), 垂 心 瑟 的 坐标 为 (xp,yr), 则 


xl + yi R? 


B XH = 2 zis ya = 2 
由 两 点 间 的 距离 公式 可 知 
Au = (xi - zg)? + (y1 — ya)? = 
(ay + Èr) 


D AA3 = D Ua- zj)? + (y, ~ y;)2) 
2<i<j=wn Si<jen 
将 这 两 个 等 式 两 边 分 别 相 加 ,经 化 简 就 得 


A+ 2; AA = (n - 1127022 + y) = (n - 12R2 
2<i<jw<n i=2 

命题 得 证 . 

在 这 个 定理 中 令 n = 3, 可 得 

Hit ” 设 公 4BC 的 外 接 圆 半径 为 尺 , 垂 心 为 H, N 

AH? + BC? = BH? + CA? = CH? + AB? = 4R? 
定理 7 设 平面 闭 折 线 414;43… 4,41 内 接 于 圆 OCR), HECA H, W 
> AA} = R OH < n° R° 

证 明 ”以 圆心 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 x0y( 图 略 ) , 设 顶点 A, 的 坐标 为 

(xiy) (i = 1,2; sn), ŒD H BEIA (xu, yu) 由 两 点 间距 离 公式 可 知 


OH? = x4 + y4 = (SlDn? 


O 熊 曾 润 .三 谈 贺 内 接 闭 折线 垂 心 的 性 质 [J] .福建 中 学 数学 ,2001(2):8. 
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2 AA = > ((x - z)? + (y - yY) 
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将 这 两 个 等 式 两 边 分 别 相 加 ， 经 化 简 就 得 
OF + 2; AA} = 2204 + y?) = n2 


则 SI aA dR 2 OH < nR 
命题 得 证 . 
在 这 个 定理 中 令 n = 3, 可 得 
推论 ” 设 公 4BC 内 接 于 圆 0(R), 其 垂 心 为 有 H, 则 
AB? + BC? + CA? = 9R2 - OH? < 9R2 
定理 8 设 平面 闭 折线 A4247 AA 内 接 于 圆 OCR), RECH H, Eb 
为 C, 则 
I = (a - 122 - (1P > 44? 
AFARI AGG RONENAR”. 
证 明 ”由 定理 7 可知 
OR = êR- 2) AA? 


Igi<cjgn 


这 个 等 式 不 妨 称 为 “ 垂 心 与 外 心 的 距离 公式 ” 


GH? = (a ly > AA? 


命题 得 证 . 

在 这 个 定理 中 令 n = 3, 可 得 

Hit ” 设 人 和 公 4BC 内 接 于 半径 为 R 的 圆 ,其 垂 心 为 万 ,重心 为 G, 则 

GH? = 4R2 - $(AB? + BC? + CA?) 

定理 9 ” 设 圆 内 接 闭 折线 An) KETE 0 ,其 顶点 全 集 的 最 大 真子 集 

V(n - 1) 的 垂 心 为 豆 (J = 1,2,…,m), 则 平面 闭 折 线 A( n) HWA ASH = 
2,…,n) 关于 定点 M XR, HAO 

(1) 诸 线段 A;H;(i = 1,2,…,n) A. 

(2) H;H; JL AAj(i,j = 1,2nm # j). 

(3) 平面 闭 折线 A(n) 与 H(n)( 即 平面 闭 折线 H Hro HH) 关于 M 成 中 


O 曾 建国 .也 谈 圆 内 接 闭 折 线 垂 心 的 性 质 [J] .福建 中 学 数学 .2002(2) :10-11. 


心 对 称 图 形 . 
证 明 ”以 圆心 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 , 设 顶 点 Alay) SD HO x; - 
s xy - yG = 1,2,--,n), MRE AH 的 中 点 M 坐标 是 (二 > a, 


FÈ) BR MENER, B A 5 B, RFEA M 对 称 ,由 此 即 证 得 (1)， 


(2), (3). 
在 定理 9(2) 中 , 令 n = 4 即 得 
推论 1 ”如 果 两 个 同 底 的 三 角形 内 接 于 同一 个 圆 ,那么 它们 的 垂 心 线 的 连 


线 平行 于 它们 的 顶点 的 连 线 . 
根据 定理 9(3) ,平面 闭 折 线 4(n) 与 H(n) 是 中 心 对 称 图 形 ,以 下 性 质 都 是 
显而易见 的 . 


推论 2 条 平面 件 同 定理 9, 则 闭 折 线 A(n) 与 H(n) 是 全 等 的 闭 折 线 . 

推论 3 设 平 面 闭 折线 A( n) 内 接 于 圆 O , 则 其 顶点 全 集 V( n) 的 各 个 最 大 
真子 集 的 垂 心 必 共 圆 ,这 个 圆 与 圆 0 大 小 相等 ,其 圆心 就 是 ACn) 的 垂 心 H. 

利用 定理 9, 可 得 下 面 两 个 结论 : 

推论 4 ”条件 同 定理 9, 若 圆 内 接 闭 折 线 A( n) 的 垂 心 为 了 H, 则 其 顶点 全 集 
V(n) 的 各 个 最 大 真子 集 的 垂 心 构成 的 闭 折 线 H( n) 的 垂 心 就 是 A( n) 的 外 心 
0. 

推论 5 ”条件 同 定理 9, 则 A 是 平面 闭 折 线 H18，… Hi H, i: H.H, 的 垂 心 
(i = 1,2,.…,n). 

在 直角 坐标 平面 内 , 若 点 P 的 坐标 为 (xo, yo) ,直线 1 的 方程 为 4x + By + 
C =0, 令 

4 = o + Byo + C (s) 


则 a 称 为 点 P 到 直线 1 的 有 向 距离 .等 式 ( * ) 称 为 点 到 直线 的 有 向 距离 公式 . 

据 此 ,我 们 可 以 推 得 圆 内 接 闭 折线 垂 心 的 下 列 性 质 :@ 

定理 10” 设 平面 闭 折 线 414243…441 内 接 于 圆 0 ,其 垂 心 为 瑟 , 过 外 心 0 
任 作 一 直线 !, 则 垂 心 #8 到 直线 1 的 有 向 距离 必 等 于 诸 顶 点 4;(i = 1,2,…,n) 
到 这 直线 的 有 向 距 离 之 和 . 

证 明 ”以 外 心 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 xOy( 图 略 ) , 设 顶点 A 的 坐标 为 
(xiyi)(i = 1,2,…,n), 垂 心 H 的 坐标 为 (xs, yp), 则 


O 能 曾 润 .四 谈 贺 内 接 闭 折 线 垂 心 的 作 质 [由 .福建 中 学 数学 ,2001(6) :14-15. 
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XH = Dasya = Èv: © 
注意 到 直线 1 通过 原点 0 , 故 可 设 其 方程 为 
Ax+By=0 
又 记 垂 心 H 到 直线 1 的 有 向 距离 为 4, 顶 点 A, 到 直线 1 的 有 向 距离 为 d;, 则 
由 公式 ( x ) 可 得 


al 

' 
š 
to 
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| 
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` 
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将 四 代入 四 ,并 注意 到 ©, 744 


> 
VA? + B? =1 


v, 


命题 得 证 . 

显然 ,在 这 个 定理 中 令 d = 0 可 得 

推论 ” 设 平面 闭 折线 A4243 AA 内 接 于 圆 0 ,其 垂 心 为 H, WA 
A; (i =1,2,…,n) 到 直线 OH 的 有 向 距离 之 和 必 为 零 . 

有 趣 的 是 ,定理 1 的 “ 逆 命 题 ” 成 立 , 即 有 

定理 11 设 平面 闭 折线 A4247 AA 内 接 于 圆 O ,其 垂 心 为 及, 若 垂 心 H 
到 某 直 线 1 的 有 向 距离 等 于 诸 顶 点 4;(i = 1,2,…,n) 到 这 直线 的 有 向 距离 之 
和 , 则 这 直线 必 通 过 外 心 0 

证 明 ”以 外 心 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 xOy( 图 略 ) , 设 顶点 A; 的 坐标 为 
(xiy) = 1,2,…,n), 垂 心 HH 的 坐标 为 (xyp, yu) WA 


XH = 2 s ya = 之 @ 


又 设 直线 1 的 方程 为 4x + By + C = 0, 记 甜心 到 直线 1 的 有 向 距离 为 d， 

顶点 A, 到 直线 1 的 有 向 距离 为 di, 则 依 题 设 条 件 有 
rb? 
即 Axy + By g + C _ <N Ari + By; + C O 
VAE 条 VA+B 

将 @@ 代 入 加 ,经 化 简 可 得 C = 0. 由 此 可 知 ,直线 1 必须 通过 原点 O , BDE 
心 0 ,命题 得 证 . 

由 这 个 定理 显然 可 得 


i 


推论 1 设 平面 闭 折线 A4243 AA 内 接 于 圆 0 ,其 垂 心 为 五 , 则 诸 顶 点 
A; (i =1,2,…,n) 到 某 直线 的 有 向 距离 之 和 为 零 , 则 这 直线 必 和 通过 外 心 0 和 
ÒH. 

值得 指出 的 是 ,在 上 述 定理 及 其 推论 中 令 n = 3, 就 得 到 如 下 几 个 关于 三 角 
形 垂 心 的 命题 . 

推论 2 设 公 4BC 的 外 心 为 0, 垂 心 为 五 ,过 外 心 0 任 作 一 直线 1, 则 垂 心 
HH 到 直线 1 的 有 向 距离 必 等 于 三 顶点 4,B,C 到 这 直线 的 有 向 距离 之 和 . 

推论 3 设 公 4BC 的 外 心 为 0 , 垂 心 为 五 , 则 三 顶点 4,B,C 到 直线 OF 的 
有 向 距离 之 和 必 为 零 . 

推论 4 设 公 4BC 的 外 心 为 0, 垂 心 为 太 , 若 垂 心 有 到 某 直 线 1 的 有 向 距 高 
等 于 三 顶点 4,B,C 到 这 直线 的 有 向 距离 之 和 , 则 这 直线 必 通 过 外 心 0. 

推论 5 若 人 4BC 三 顶点 4 ,B,C 到 某 直 线 1 的 有 向 距离 之 和 为 零 , 则 这 直 
线 必 通过 A ABC 的 外 心 O MED H. 

定理 12 ” 设 平面 闭 折 线 414243…441 内 接 于 圆 OCR), 其 垂 心 为 H, 
RJO 

OR = maX m - nR?) 

这 个 公式 不 妨 称 为 “ 垂 心 与 外 心 的 距离 公式 ”. 

证 明 ”以 外 心 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 xOy( 图 略 ) , 设 顶点 A, 的 坐标 为 
(ziyi) Ci = 1,2,…,m), 垂 心 瑟 的 坐标 为 (xpr;yp), 则 由 闭 折线 垂 心 的 定义 可 
知 


xg = È nya = Èr 中 
又 由 两 点 间 的 距离 公式 可 得 
OR? = x4 + y 
HAR = (xg — xi)? + (yg — yj) 
w X) a4? - (n - 2) OR = > (Can — x)? + (yg — yi)2) — (n — 2)(x3⁄ + y4) 


© 
将 四 代入 加 ,经 化 简 可 得 


SH (a - 2) 0H = Slaa y2) 
ial 


i=l 


注意 到 顶点 Alx, yi) 在 圆 O( R) 上 ,可 知 x? + y? = RR, 代 人 上 式 就 得 


O 骨 曾 润 .五 谈 圆 内 接 闭 折 线 甜心 的 性 质 [J] .福建 中 学 数学 2002(6) :18. 
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y Ha - (n -2)012 = nR? 
i=l 


z M OH? = 3C 2 HA} - nR?) 
TO 。 命题 得 证 . 
a 在 这 个 定理 中 令 n = 3, 可 得 
š 推论 ”全 4BC 内 接 于 圆 0( RR) ,其 垂 心 为 有 H, 则 
[a OH? = (HA? + HB? + HC?) - 3R? 
r. 定理 13 ” 设 平面 闭 折线 414,43… AA 内 接 于 圆 OCR), HECA H, Bkh 
= 圆心 为 已, 则 
(下 ER = In (È MA? - nR?) 
这 个 公式 不 妨 称 为 “ 垂 心 与 欧 拉 圆 心 的 距离 公式 ”. 
e 证 明 ”由 OH = 2EH ,代入 定理 12, 就 得 到 定理 13. 


命题 得 证 . 
在 这 个 定理 中 令 n = 3, 可 得 
推论 i OABC 的 外 接 圆 半径 为 R, 其 垂 心 为 且 , 欧 拉 圆 圆心 ( 亦 称 九 点 
圆 圆心 ) 为 E, 
ER = (HA? + HB? + HC - 3R2) 
定理 14 设 平 面 闭 折线 414243…4。41 内 接 于 圆 OCR), RECA H, Eù 
为 G, 则 
_ (n-12 /~ 
GH? = iu 2)( 22 HAt - nR?) 
这 个 公式 不 妨 称 为 “ 垂 心 与 重心 的 上 距离 公式 ”. 
证 明 ”由 0H = 一 了 CH 代入 定理 12, 就 得 到 定理 14. 
在 这 个 定理 中 令 n = 3, 可 得 
推论 ” 设 公 4BC WINRAR R, RHEO H, ELA G, 则 
GR = $m? + HB? + HC? - 3R2) 
定义 在 A OMN 所 在 的 平面 内 ,以 也 点 O 为 原点 建立 直角 坐标 系 xOy , 设 顶 
点 M 和 人 的 坐标 分 别 为 ( xu,yw) 和 (xw,yw) ,那么 式 子 方 (zw - xu) 的 值 称 
为 A 0MN 的 有 向 面积 , 记 作 Z OMN , Ell 


ZA 0MN = Lawn — XNYM) 


Treasure Geometry 


又 将 A OMN 的 有 向 面积 的 绝对 值 称 为 2 OMN 的 面积 , 记 作 A OMN , El 
A'OMN = | A 0MN | 

定理 15 ” 设 平 面 闭 折线 4;4z43…4.4i1 内 接 于 圆 0, 其 垂 心 为 H, 若 
A0HAí,A 0HA;,::: ,&A OHA, 中 有 且 只 有 上 个 正 向 三 角形 ,那么 这 个 三 角形 
的 面积 之 和 , 必 等 于 其 余 (n - k) 个 三 角形 的 面积 之 和 .中 

证 明 ”在 已 知 平面 闭 折 线 所 在 的 平面 内 ,以 圆心 0 为 原点 ,以 直线 OH 为 
x 轴 建 立 直角 坐标 xOy( 图 略 ), 设 顶点 A; 的 坐标 为 (x;,yi)(i = 1,2……,n), 垂 
心 有 的 坐标 为 (xp, yy) (BAA H Ex 轴 上 ,所 以 ya = 0), 则 由 上 述 定义 ,有 


A OHA; = T xy; 
则 S AOH; = ry) yi 
i=l i=l 


而 由 闭 折 线 生 心 的 定义 可 知 了》 y = yz = 0, 代 入 上 式 就 得 


> Ao =0 e° 


但 依 题 设 ， A OHA1, A OHA2, , A 0HA, 中 有 和 且 只 有 上 个 正 向 三 角形 , 记 这 
个 三 角形 为 ZA 0HA'/, A 0HA' 2. ,人 0HA',, 记 其 余 (n 一 k) 个 三 角形 为 
人 OH4' A OHA' 2， OI ,全 0HA', , WFR @ 可 以 改写 成 


XZ on, = > C ZA 0HA',;) 


因为 正 向 三 角形 的 有 向 面积 必 为 正 数 ， 负 向 三 角形 的 有 向 面积 必 为 负数 ， 

可 知 上 式 中 的 各 个 加 数 都 是 非 负 数 , 所 以 上 式 两 边 取 绝对 值 就 得 
X AO’, = > ZA'0HA', 

命题 得 证 . 

显然 ,在 这 个 定理 中 令 n = 3 可 得 

推论 ”如 果 人 4BC 的 外 心 为 0 , 垂 心 为 瑟 , 那 么 在 人 OH4 ,人 OH8B ,A 0HC 
中 , 必 有 一 个 三 角形 的 面积 等 于 其 余 两 个 三 角形 的 面积 之 和 . 

定理 16 ” 设 平 面 闭 折线 414,43… AA ARTEA 0 ,其 垂 心 为 及, 点 Bi E 


直线 AAi E, Bz = à(i = 1,2,…,n, E. Anı 为 41), # A 0BB,, 
A0HB,,-:: ,^A OHB, 中 有 且 只 有 个 正 向 三 角形 ,那么 这 上 个 三 角形 的 面积 之 
和 , 必 等 于 其 余 (n - k) 个 三 角形 的 面积 之 和 . 


O 能 曾 润 .六 谈 贺 内 接 闭 折 线 垂 心 的 性 质 [中 .福建 中 学 数学 ,2003(1) :15-16， 
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证 明 ”在 已 知 平面 闭 折线 所 在 的 平面 内 ,以 圆心 0 为 原点 ,以 直线 OH 为 
x 轴 建 立 直角 坐标 系 xOy( 图 略 ) , 设 顶点 A; 的 坐标 (x;, yi) Ci = 1,2,…,mn), 垂 
心 吾 的 坐标 为 (xp,yr)(ya = 0), 点 Bi 的 坐标 为 (x';,y';)(i = 1,2,…,n), 则 按 
定义 ,有 

A OHB; = Ñ xY, 
则 AONB, = Lan), y, @ 
因为 点 有 在 直线 4Aiwt E apei = A ,所 以 由 定 比 分 点 的 坐标 公式 可 知 
(注意 Ya+1 为 yı) 


P A anse © 
将 回 代 入 加 ,得 
72 onB, = 0 @ 


但 依 题 设 , 人 0HB,, 人 0HB,,…, 人 OHB, 中 有 且 只 有 个 正 向 三 角形 , 记 这 
k 个 三 角形 为 人 OHB'1, 公 0HB',,…, 公 OHB', 记 其 余 (n - k) 个 三 角形 为 
入 OHB 和 AOHB ,人 AOHB' 则 等 式 @ 可 以 改写 成 


SA OHB’ = Y) (- AOHB',) 
ial i=k+1 
此 式 两 边 取 绝 对 值 ,就 得 
$ AP OHP', = 3 A'0HB', 
命题 得 证 . 
显然 ,在 这 个 定理 中 令 n = 3, 可 得 
推论 ”如 果 人 4BC 的 外 心 为 0 , 垂 心 为 王 , 点 也 ,到 ,下 分 别 在 直线 4B , BC ， 
CA 上 , 且 
AD _ BE _ CF 


DB ` EC ` FA 
那么 在 全 OHD ,A OHE, A OHF 中 , 必 有 一 个 三 角形 的 面积 等 于 其 余 两 个 
三 角形 的 面积 之 和 . 
仿效 定理 15 和 定理 16 的 证 法 ,还 可 以 证 明 ( 证 明 过 程 覆 ) 
定理 17 设 平 面 闭 折 线 414243…441 内 接 于 圆 0, 其 垂 心 为 五 ,以 且 为 位 
似 中 心 作 平面 闭 折线 414，,43… AnA, 的 位 似 图 形 B1B2B3… BB (A; 的 位 似 点 为 
B; i = 1,2,…,n), 若 公 041B1, 全 04;B,,…, 公 04,B, 中 有 且 只 有 上 个 正 向 三 


一 一 
n 那么 这 个 三 角形 的 面积 之 和 , 必 等 于 其 余 (n - k) 个 三 角形 的 面积 之 


”在 这 个 定理 中 令 n = 3, 可 得 

推论 ”如 果 A ABC 的 外 心 为 0, 垂 心 为 H, A 为 位 似 中 心 作 A ABC 的 
位 似 图 形 人 4'B'C' ,那么 在 AOAN , A 0BB' , A 0CC' 中 , 必 有 一 个 三 角形 的 面 
积 等 于 其 余 两 个 三 角形 的 面积 之 和 . 

从 平面 闭 折线 ACn) 的 n 个 顶点 中 ,任意 除去 两 个 顶点 4 和 4 ,其余 (n - 
2) 个 顶点 组 成 的 集合 , 称 为 4(n) 的 二 级 顶点 子 集 , 记 作 Vi,(l < j < m < n). 
显然 , 闭 折 线 ACn) 的 二 级 顶点 子 集 有 且 只 有 C2 个. 

我 们 有 

定理 18 设 平面 闭 折 线 4(n) 的 二 级 顶点 子 集 Vn 的 垂 心 为 及。 过 点 Hin 
作 直 线 AA,, WER in WEER 各 (1 < < m < n) 必 相交 于 同一 点 ,这 个 点 
正 是 平面 闭 折线 A(n) 的 垂 心 H.O 

证 明 设 避 是 满足 题 设 的 任意 一 条 直线 ,那么 只 需 证 明 直 线 如 通过 点 玖 
就 行 了 . 

在 4(n) 所 在 的 平面 内 ,以 它 的 外 心 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 xOy ,使 y 轴 
不 平行 于 直线 如 (因而 直线 L, 的 斜率 必定 存在 ,图 略 ). 设 顶点 A, 的 坐标 为 
(xi,yi)(i = 1,2……n), 点 有 mn 的 坐标 为 (x,y), 则 由 平面 闭 折线 垂 心 定义 可 知 


r= Das soy = Dn n ys 中 
依 题 设 ,直线 limn 通过 点 Hm 且 垂 直 于 直线 44。, 易 知 直线 L. 的 方程 为 
u x; — xx "° 
y-y=- ee = x) 
即 (x — w)(z;- za) + (y —- y)(y;- ya) = O @ 


又 设 点 H 的 坐标 为 (x,y), 则 有 


+ = Èa y= Èy © 


注意 到 顶点 Aj, Am 都 在 加 OCR) E, 可 知 
xl + y? = R2 = r+ 
TE, H Q AORA OTE 
左边 = (xj + xx)(x; —- xa) + (y; + Yya)(y; — Ym) = 
(z? + y?) - (w? + yk) = O = 右边 


O 熊 曾 润 .七 谈 圆 内 接 闭 折线 垂 心 的 性 质 [J] .福建 中 学 数学 ,2003(1):15-16， 


SN 
Z 


ON 


[x] gp 3; — = = = = m = "g 


NO 


Z 几何 /瑰宝 
SA 瑰 宝 


这 就 表明 点 H 的 坐标 满足 方程 四 ,所 以 直线 如 通过 点 五 .命题 得 证 . 
显然 ,熟知 的 三 角形 “ 垂 心 定理 " ,可 以 视 为 定理 18 ` n = 3 时 的 特例 . 因 
此 ,定理 18 是 三 角形 “ 垂 心 定理 ”的 一 种 推广 . 


ü 在 这 个 定理 中 令 n = 5, 可 得 

L 推论 ” 设 五 边 形 内 接 于 圆 , 从 它 的 任意 三 个 顶点 的 垂 心 向 其 余 两 个 顶点 
500| ”的 连 线 所 引 的 垂 线 ,都 通过 这 五 边 形 的 垂 心 . 

š 定理 19” 设 平面 闭 折线 A(n) 的 垂 心 为 甩 , 过 点 HEER AA, HER L, 
Q| (1 <j < man) WER 加 必 通 过 平面 闭 折 线 4(n) 的 二 级 顶点 子 集 Vn HE 
条 | Ü Ham. 

Š 这 个 命题 的 正确 性 , 极 易 仿效 定理 18 的 证 法 给 予 证 明 ,请 读者 试 证 之 ,这 
(里 不 装 述 . 


在 这 个 定理 中 令 n = 5, 可 得 
推论 ” 设 五 边 形 内 接 于 圆 ,从 它 的 垂 心 向 它 的 任意 两 个 顶点 的 连 线 所 引 
@ 的 垂 线 , 必 通过 其 余 三 个 顶点 的 垂 心 . 

定理 20 ” 设 平 面 闭 折 线 A(n) 的 重心 为 H.E U TR A TE V, 的 垂 心 
Hal < j < m < n), WHR HH 必 垂 直 于 直线 44。. 

证 明 在 4(n) 所 在 的 平面 内 , 以 它 的 外 心 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 
x0y, 使 x 轴 和 yy 轴 都 不 平行 于 直线 HH;,( 图 略 ), 设 顶点 4; 的 坐标 为 (x;,y;) 
(i =1,2,…,n), 点 H BERK, y), A Hi 的 坐标 为 (x,y), 则 直线 HH, 的 
斜率 为 


k = Y — X 


x — x 


将 中 和 图 代 和 人 上 式 ,可 得 


又 ,直线 AA,, 的 斜率 为 
, Yi — Ym 
k = ET © 
注意 到 顶点 A, An 都 在 圆 0(R) 上 ,可 知 
y? = R -x,y = R-na 
FTE, H @ # @ 可 得 


, B-r (R - )- (R - 2) 
kek = 2 = 2 2 =-1 
xj 一 Xm x; 一 Xm 


这 就 表明 直线 HHn 垂直 于 直线 AA... 命题 得 证 . 


在 这 个 定理 中 令 n = 5, 可 得 

推论 ” 设 五 边 形 内 接 于 圆 ,通过 它 的 垂 心 及 其 任意 三 个 顶点 的 垂 心 的 直 
线 , 必 垂直 于 其 余 两 个 顶点 的 连 线 . 

定理 21 设 平 面 闭 折线 414,43… AA 内 接 于 圆 O( R), HECH H, KZ 
级 顶点 子 集 Vn WECH Hml < j < m < n), WO 

H, + AA?, = 4R? 

证 明 ”在 已 知 平面 闭 折线 所 在 的 平面 内 ,以 圆心 0 为 原点 建立 直角 坐标 
R xOy (AE) , 设 顶点 A; 的 坐标 为 (x;,y;)(i = 1,2,…,n), 点 H BERN (x, 
ya), SÁ Hi 的 坐标 为 (x,y), 则 可 知 


y= 2y — Yj — Ym 
于 是 ,由 两 点 间 的 距离 公式 可 得 
Hmb? = (xg — x)° + (ya — y)? = (x; + xa)? + (y; + Ym) 
AA, = (x. — xj)? + (yn - yj)? 
将 这 两 个 等 式 的 两 边 分 别 相 加 ,经 化 简 得 
H, + AA?, = 2(x? + y4) + 2( x, + 7%) 
注意 到 顶点 4 MAn 都 在 圆 0(R) 上 , 且 0 为 原点 , 易 知 
x? + y? = R2,x2 + y>, = R? 
代入 上 式 就 得 
HnH? + AA? = 4R2 
命题 得 证 . 
在 这 个 定理 中 令 n = 5, 可 得 
推论 ” 设 五 边 形 内 接 于 圆 , 则 其 垂 心 到 任意 三 个 顶点 的 垂 心 之 间 的 距离 
的 平方 ,加 上 其 余 两 顶点 连 线 的 平方 ,都 等 于 外 接 圆 半径 平方 的 4 售 . 
定理 22” 设 平面 闭 折 线 414,43…Anh1 RTA OR), REDA HHZ 
级 顶点 子 集 Vn BECH Hml < j < m < n), RE AA,, 的 中 点 为 Ma，, 则 
H,H = 20M;, 
证 明 ”由 定理 21 可知 


O 熊 曾 润 . 八 谈 图 内 接 闭 折线 答 心 的 性 质 [本 .福建 中 学 数学 ,2004(3) :22. 
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HH? + AA = 4R2 
即 H, H? = 4R? - AA?, D 
又 依 题 设 (图 略 ) ,在 公 044。 中 ,有 04; = OAm = R, B. OMi 是 底 边 上 的 
中 线 .于 是 ,由 三 角形 的 中 线 长 公式 可 知 


40M5, = 2( 042 + 045.) - AA?, = 4R? - AA, @ 
比较 Q 和 四, 可知 H,,H? = 40M 和 ,所 以 
HnH = 20M;, 


命题 得 证 . 


i ”显然 , OM;, 是 圆心 O B AA 的 距 高. 

在 定理 22 中 , 令 n = 5, 可 得 

推论 ” 设 五 边 形 内 接 于 圆 , 则 其 垂 心 到 任意 三 个 顶点 的 垂 心 之 间 的 距离 ， 
等 于 外 心 到 其 余 两 顶点 连 线 的 距离 的 2 售 . 

定理 23 ” 设 平 面 闭 折线 4;4243…4。 内 接 于 圆 O(R) ,其 垂 心 为 及, 其 级 
TMATE Vo 的 垂 心 为 Ha 除去 的 上 个 顶点 为 4 A... A (1 < h < 
ja < ` < h < n), WO 

Hix B? + p23 Ai = ÈR, m, l € N © 

证 明 在 已 知 平面 闭 折线 所 在 平面 内 ， 以 外 心 O 为 原点 建立 直角 坐标 系 
(图 略 ) , 设 顶 点 4; 的 坐标 为 (xi,y;)(i = 1,2,--- n), EÒ H fH; 的 坐标 分 别 
H (xus yn) Mx, y), A 


xH = 27 xi» yu = 之 
k 
r= Da- Days Dn- Dn 


HeH? = (xg — x)? + (yg - y)2 = (D+ (21532 
A,A; = (mp — x)? + (Yim — ID 
> Ar > (sm = za) + Oin = V4?) = 


Igm<lgk igm<ig 


S (Can + y) + (a) + A) - 


Igm<igk 


2(xjnxil + Yð) ) = 


O 段 惠 民 . 圆 内 接 闭 折 线 垂 心 的 一 个 性 质 的 推广 [ 相 . 福 建 中 学 数学 ,2004(4) :15-16- 


ee SN Gomey No 
ON 
D (SRU ZS ng ys 
lgm<igk P 
GQ. 282.2 > ,i + yp) F 
igm< lig 
则 H 
k k B 
Ho) + D AimA% = 224 + 92772 + x 
lgm<ligk 
J 
k(k -1)R -2 2 (Sim + Yii) = Š 
lgm< 
2 + k(k - 1)R2 = “Pm D 
E T EREE L 
Ha = Ani = 1,2,=-,.n z 
故 
+ > AA} (DAN? + $ 44?) = (n - 122 ° o 
=i<jgn j=i+l 


特别 地 ， y k. = 3 时 ,得 到 
推论 1 设 平面 闭 折线 4;4243…4, 内 接 于 圆 0(R) ,其 垂 心 为 H, = 
顶点 子 集 Vi DEOH Hml < j < m < l< n,Ë n > 4) ,Wl 
HmH? + (AA? + AnA? + AA2) = 9R? 
当 n = 3 时 , 取 A; 为 4, 得 到 
推论 2 W H 2 A ABC 的 垂 心 ,R 为 外 接 圆 半径 , 则 HA? + BC? = 4R2. 
X n = 4 时 , 取 4; 为 4, 得 到 
推论 3 设 四 边 形 ABCD 内 接 于 半径 为 R HA, HECA H,WI 
AH? + (BC? + CD? + DB?) = 9R? 
定理 24 ” 设 平 面 闭 折线 414,43…A 内 接 于 圆 0(RR) ,其 垂 心 为 及 , 则 


D> HA? + (n -2) 2; AA} = n(n - 122 © 
证 明 AROR 
Dae D D AAD - DAA a DAAD = Din- DR 


i=l Iai<jsn 


X Ma? + n 2 AM} - 2AA) = n(n - 1)2R2 


X Ha? + (a -2) 2. AA = n(n - 1)2R2 


推论 1 设 H 为 AABC 的 重心 ， R 为 外 接 圆 半径 ， 则 
HA? + HB? + HC? + AB? + BC? + CA? = 12R2 
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定理 24 的 结论 可 推广 到 球 内 接 闭 折线 ,特别 地 ,在 四 面体 内 有 

推论 2 HÆMME ABCD 的 外 1 号 心 , 设 四 面体 的 各 校长 依次 为 a,b,c, 
d,e,f ,外接 球 半径 为 R. 则 

HA? + HB? + HC? + HD? + a? + b? + °? + Ë+ ef = 36R2 

E25 ” 设 平 面 闭 折线 414243…4,。 内 接 于 圆 O( R) ,其 号 心 为 0, 其 m 

级 顶点 子 集 V, B k 号 心 为 0(2 < m < n), MO 
k2QQ2 + 2: A'A '2 = mR 

证 明 ”以 平面 闭 折线 A iA A ,的 外 心 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 0y, 
设 顶 点 4; 的 坐标 为 (xi yi) CG = 1,2,…,n), 顶 点 4'; 的 坐标 为 (x';,y';)(j = 1, 
2,…,m) ,点 Q 和 0 的 坐标 分 别 为 (xo ,yo) 和 (x*,y), 则 按 平面 闭 折 线 上 号 心 定 
LEA OA OORL. 

于 是 ,由 两 点 间 的 距离 公式 可 得 


KOO = Pa - F) + (yo -77) = (272 + Dy) 
pa AAT = D ((w'- z")? + (y - y'u)2) 


sj<igm 


将 这 两 个 等 式 的 两 边 分 别 相 加 ,经 化 简 可 得 
KO + 2 AA" = m (3 yD 


但 依 题 设 ,点 4'; 是 已 知 闭 折线 的 顶点， CEM OCR) 上 ,所 以 有 
x 2 4 y; = R 
代入 上 式 就 得 
12002 + > A'A’? = mR 

命题 得 证 . 

显然 ,在 这 个 定理 中 , 令 k = 1,m = 3, 就 得 到 定理 23 的 推论 1. 

特别 地 ,在 定理 25 RZ k = 2,m = 2,n = 5, 可 得 

推论 ” 设 五 边 形 ABCDE 内 接 于 半径 为 R 的 圆 ,其 大 欧 拉 圆 圆心 为 N, 若 
AACE 的 欧 拉 圆 圆心 为 W, 则 

4NN2 + BD? = 4R2 

定理 26 ” 设 平面 闭 折线 A Ar AA 内 接 于 圆 OCR), RECH H EAR 

半径 04; 与 04; 的 夹 角 为 LAOA; = 0;(1 < i < jsn) WFR AH = R 成 


立 的 充 要 条 件 是 @ 


@ 能 曾 润 .关于 闭 折线 一 个 定理 的 深入 推广 [1 学 ,2005(7): 
@ PP ATA ERREI] E SME S003(6):40-41. 


2; cos 0; = 2 2 n 
证 明 ”以 外 心 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 xOy( 图 略 ) , 设 顶点 A, 的 坐标 为 
(xiy) Gi = 1,2,…,n), 由 于 垂 心 H BEER u, yu) 为 xq = > sisya = 


> yi, M 
isl 
A, H = Re A H? = Re 
(xi - 24)? + (yí - ya)? = Reo 


Da + Èr) = 


HE tr) +2 22 05 + ya) = R? (x) 
依 题 设 ,顶点 AC yi) 在 图 OCR) E, , 则 
xl + y; = R, i= 1,2,.%,n 
又 ,向 量 04 , OA, 的 坐标 是 04， = (xi, yi), OA; = (xj, yj), BH P] EKARRIZ 
算 公式 知 
OÁ, ` OÀ; = xz; + yo; = | OA; |: 1 OÀ; 1: cos ZAA; = R°cos 0; 
2gi<jgn 
代入 式 ( * ) 得 
(n- DR+2R 2) cos; = Ries 2) co 0, = 2— B 


2<i<j<n 2<ic<j<n 2 


Ë 当 n=3 时 ,得 到 如 下 结论 : 
定理 。 三 角形 的 顶点 到 其 垂 心 的 距离 等 于 外 接 圆 半 径 的 充分 必要 条 件 是 该 顶点 处 的 
内 角 为 6D 或 120. 


党 圆 外 切 闭 折线 的 上 号 界 心 定理 


设 平 面 闭 折 线 4(n) 外 切 于 圆 1(7) ,以 圆心 1 为 原点 建立 直角 坐标 系 xly， 
设 顶点 4; 的 坐标 为 (x;,y;)(i = 1,2……m) ,对 任意 给 定 的 正 整数 k, S 


x = r = r> 
则 点 L(x,Y) 称 为 闭 折 线 4(n) 的 大 号 界 心 . 


(x) g 3 < — — Z x = = — = 


NZ 
ON 


ahipa B msn S ASHK 
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按 这 个 定义 易 知 ,三 角形 的 1 号 界 心 .2 号 界 心 和 3 号 界 心 , 就 是 它 的 纳 格 
尔 点 .斯 伸 克 圆 圆心 和 重心 .因此 , 圆 外 切 闭 折线 的 大 号 界 心 概念 ,是 三 角形 的 
纳 格 尔 点 .斯 件 克 圆 圆心 和 重心 诸 概念 的 统一 推广 .了 

定理 1 设 平面 闭 折线 4(n) 外 切 于 圆 1, 其 重心 为 G,k 号 界 心 为 有 , 则 了 ， 
G, iy 三 点 共 线 , 且 


GI, = n-k 
证 明 ”应 用 同一 法 . 取 线 段 M HAAPE), r = g REN 
点 已 是 重心 G. 
以 圆心 7 为 原点 建立 直角 坐标 系 y, WWA A WERN Cy) = 1, 


2,…,n),k 号 界 心 了 的 坐标 为 (xi ,Yi) ,重心 G 的 坐标 为 (xc,yc), 则 由 天 号 界 
心 及 平面 闭 折 线 重心 的 定义 有 


ED = pA 中 
sc = Tay = KON @ 
注意 到 7 为 坐标 原点 (0,0)， HPF = = 二 , 设 点 尸 的 坐标 为 (*,y)， 则 由 定 
比分 点 坐标 公式 可 得 
0+7 k DA Et 
x = , y k 
1 + 了 L l+ 


将 O 代 人 上 式 ,经 化 简 就 得 
> Fisy = r @ 

比较 OOMOO, TAA P ER C G, 命 题 得 证 . 

将 点 M 到 直线 1 的 有 向 距离 , 记 作 d, 即 

TE Axo + Byo + C 
g [A2 + B 

定理 2 ” 设 平面 闭 折线 4(n) 外 切 于 圆 1, 过 圆心 7 任 作 一 直线 1, 则 A( n) 
各 顶点 4i(i = 1,2,…,n) 到 直线 1 的 有 向 距离 之 和 ,等 于 其 号 界 心 到 直线 
1 的 有 向 距离 的 k 售 . 

证 明 ”以 圆心 [为 原点 建立 直角 坐标 系 xLy , 设 顶点 A; 的 坐标 为 (x;, yi), 


O 能 曾 润 . 圆 外 切 闭 折线 的 上 号 界 心 及 其 性 质 [可 .中 学 数学 教学 ,2002(1) :22-23. 


它 到 直线 1 的 有 向 距离 记 作 d,(i = 1,2,--- n). LE k BIO L, ERK Ga, 
n) CAER 1 的 有 向 距离 记 作 q. 
注意 到 直线 1 通过 坐标 原点 了, 故 可 设 其 方程 为 


Ax + By = O 
于 是 有 
nTa Ax + By: + _ As + By @ 
1 A? + B VA? + B? 
将 @ 代 人 图, 就 得 
2 Ax; + By; = 
器- 和 Vi 
命题 得 证 . 


定理 3 设 平面 闭 折线 4(n) 外 切 于 圆 I(7), 其 号 界 心 为 有 , 则 
Ê = AORN = AA?) 


此 式 不 妨 称 为 “k 号 界 心 与 内 心间 的 距离 公式 ”. 
证 明 ”以 圆心 1 为 原点 建立 直角 坐标 系 xyy, 设 顶点 A 的 坐标 为 (x;,y;) 


(i =1,2,…,n) sk FIED D 的 举 标 为 (去 ,元 ), 则 由 两 点 间 的 虐 离 公式 可 得 
PRP = PA) = PT D+ Dy) = 


(Dap + (Dy 
2 AA? = > ((x; — x;)? + (y; — y;)2) 
故 kèl + Ši AA? = nX C + 2) = n > Aa 


但 易 知 IA, = pa a: 2 ,代入 上 式 就 得 
P. LP + 2, AA} = n, > ) cacz f 
故 LP = 二 (nr? 了 ese F - 2 A;A?) 
命题 得 证 . 
定理 4 设 平 面 闭 折线 414,43…An41 外 切 于 圆 站 ,其 大 号 界 心 为 到 ,车 
AJAL,A AL, A IA, 中 有 且 只 有 m 个 正 向 三 角形 , 则 这 m 个 三 角形 的 


(xro aOun === 
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ON 
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面积 之 和 , 必 等 于 其 余 (n - m) 个 三 角形 的 面积 之 和 .中 

证 明 ”在 已 知 平面 闭 折 线 所 在 的 平面 内 ,以 这 平面 闭 折线 的 内 心 7 为 原 
点 建立 直角 坐标 系 xly, 设 顶点 A 的 坐标 为 (x; ,yi)(i = 1,2,…,n),k 号 界 心包 
的 坐标 为 (x,y), 则 可 知 


= D7 kn @ 
又 注意 到 I 为 原点 ,由 闭 折线 垂 心 定理 中 的 有 向 面积 定义 可 得 
A ALI = Fay — xyj) © 


将 @ 代 入 四 ,得 
ZA A, = TOI - 21 xo) 
在 此 式 中 令 j= 1,2,…,n, 得 到 n 个 等 式 ,将 这 n 个 等 式 两 边 分 别 相 加 ,就 得 


PAN, = > > 0 - > È zo) = =0 © 
但 依 题 设 ， 在 hs ah - “AM k 中 ， 有 且 只 有 m 个 正 向 三 角形 ， 
记 这 m 个 三 角形 为 A IA, (j = …,m), BRR (n - m) 个 三 角形 为 


AA” =m+l,m+ " qn “siap, 的 顶点 ) , 则 等 式 @@ 可 以 
改写 成 


XA WA = x A) 


因为 正 向 三 = 角形 的 有 向 面积 必 为 正 数 ， 负 向 三 角形 的 有 向 面积 必 为 负数 ， 

所 以 上 式 中 的 各 个 加 数 都 是 非 负 数 .于 是 ,上 式 两 边 取 绝对 值 就 得 
PA, I = > AA L 

命题 得 证 . 

显然 ,在 这 个 定理 中 令 n = 3 可 得 

推论 1 设 公 4BC 的 内 心 为 1, 其 号 界 心 为 , 则 在 全 区 hl, 全 IBl, 公 CI 
中 , 必 有 一 个 三 角形 的 面积 等 于 其 余 两 个 三 角形 的 面积 之 和 |. 

特别 地 ,在 这 个 推论 中 令 k = 1,2, 就 得 到 如 下 两 个 鲜 为 人 知 的 命题 : 

推论 2 i OABC 的 内 心 为 1, 其 纳 格 尔 点 为 N, 则 在 A IAN, A IBN, 
A ICN 中 , 必 有 一 个 三 角形 的 面积 等 于 其 余 两 个 三 角形 的 面积 之 和 . 

推论 3 i% AABC 的 内 心 为 六 其 斯 件 克 圆 圆心 为 S, WE 个 145, 公 BS， 


AICS 中 , 必 有 一 个 三 角形 的 面积 等 于 其 余 两 个 三 角形 的 面积 之 和 . 


O 熊 曾 润 .再 谈 圆 外 切 闭 折 线 的 上 号 界 心 的 性 质 [J] .中 学 数学 教学 ,2003(2) :35-36. 
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定理 5 ” 设 平面 闭 折线 AAA AA 外 切 于 圆 /, 其 号 界 心 为 ,在 这 平 
面 闭 折线 的 边 AA EKR) HRA BEEE = AG = 1,2,…,n, 且 


An 8 A1) Æ A IB L.A IB,.L,::: , A IB, PALERE m 个 正 向 三 角形 , 则 这 
m 个 三 角形 的 面积 之 和 , 必 等 于 其 余 (n - m) 个 三 角形 的 面积 之 和 . 
证 明 ”在 已 知 平面 闭 折 线 所 在 的 平面 内 ,以 这 平面 闭 折 线 的 内 心 为 原 
点 建立 直角 坐标 系 x1y , 设 顶 点 A; 的 坐标 为 (xi ,yi)(i = 1,2,…,n),k 号 界 心 了 人 
的 坐标 为 (x,y), 则 有 


sy @ 
又 设 点 B WEA (z, y), BAR BENRA E, HZ = ,由 定 
j+ 
比分 点 的 坐标 公式 可 知 


; xj + Àx + 1 ， y; + Ày; + 1 @ 
* p= I+ i= 1+A 
再 注意 到 / 为 原点 ,由 平面 闭 折线 垂 心 定 理 的 有 向 面积 定义 可 得 
A BI, = T+ (y - xy';) @ 


# @ AORA @, T4 
AIB; = OTDA t an Dn- D9 + ay + Da.) 
在 此 式 中 令 j = 1,2,…,n ,得 到 nn 个 等 式 ,将 这 个 等 式 两 边 分 别 相 加 (计算 过 
程 略 ), 则 
DA =0 © 
但 依 题 设 , 在 A IB h, AIB: ABa HAERE m 个 正 向 三 角形 ， 
记 这 m 个 三 角形 为 A IB'L = 1,2,…,m), WER (n - m) 个 三 角形 为 
ATB'L (j = m+1,m+2,…,n)( 这 里 | B'1,B'’,,*…,B',} = 18B1, B,,…, B,|), 
则 等 式 @ 可 以 改写 成 
XAB = = > AIB I) 
因为 正 向 三 角形 的 有 向 面积 为 正 数 、 负 向 三 角形 的 有 向 面积 为 负数 ,所 以 
上 式 中 的 各 个 加 数 都 是 非 负数 .于 是 ,上 式 两 边 取 绝对 值 就 得 
Da’, = p A'IB' J 
命题 得 证 . I l 


(xr onou a= Hm = 


Z 
` 
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显然 ,在 这 个 定理 中 令 n = 3 可 得 
推论 ” 设 公 ABC 的 内 心 为 1, 其 天 号 界 ， BC, CA( 或 其 
延长 线 ) 上 各 取 一 点 D,E,F, wá = BË „E W AID , AIE , AIFI 
中 , 必 有 一 个 三 角形 的 面积 等 于 其 余 两 个 三 角形 的 面积 之 和 . 
由 证 明 中 可 知 
XN = Dyn = xy. 
则 点 N(xn, yu) 称 为 闭 折线 NE 的 纳 格 尔 点 
定理 6” 设 平面 闭 折线 4(n) 外 切 于 圆 1(7) ,其 纳 格 尔 点 为 N, 设 闭 折线 的 
内 角 ZA; AA; = 90:(i = 1,2,…,n, 目 ho 为 Ans Ans p A1), WO 
AN? + P AAJ =(n- TE = @ 
证 明 ”以 圆心 7 为 原点 建立 直角 坐标 系 ciy RTA A; 的 坐标 为 (x;, y;) 
(i =1,2,…,n), 纳 格 尔 点 NN 的 坐标 为 (xw, yn), HAR O A 
XN = 27 ,yn 三 2y 
如 图 9.18, 易 知 
AiP = x} + y} = resc 2 @ 
由 两 点 间距 离 公式 可 得 
Pe E pe nka (Dy š Èr”? 
本 AA} = 2 (Cai - y)? + (y; - y;)2) 


qi<j<n 


将 以 上 两 式 相 加 ， HARO, 经 化 简 可 得 
AN? + 之 AA} = (n —- PXE + y?) = (n - De 2 
命题 得 证 . 
定理 6 中 , 像 @ 这样 的 等 式 一 共 可 以 写 出 ”个 ,将 这 n 个 等 式 两 边 分 别 相 
加 可 得 
定理 7 设 平面 闭 折线 A( n) THIM 1(7), 其 纳 格 尔 点 为 N, FAAI 
的 内 角 ZA, AAA... = 0:(i = 1,2,…,n, 且 Ao X Ans Any H A 则 
DAN + (n - 2) D 44 = (n -Dr Dose 2 (*) 


i=1 lgi<jen 


O MRE. KAAREL]. EER 20034): 16-17. 
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EA) 中 , 令 n = 3 即 得 


AN 


推论 ” 设 公 4BC 的 内 切 圆 半径 为 ,其 纳 格 尔 点 为 N, 则 P 
AN? + BN? + CN? + AB? + BC? + CA? = 4 (cs@ A + os? Ë + os É) J 
定理 8 设 平面 闭 折 线 A(n) 外 切 于 圆 1(7) ,其 纳 格 尔 点 为 N, 平 面 闭 折线 |Y 
的 内 角 ZA AA... = Gli = 1,2,…,n, 且 Ao X Ans Ans X 41), 则 T 
+ D 44 = 中 ca (x x) : 

证 明 ”以 圆心 ER an A 的 坐标 为 (xi) | T 
(i =1,2,…,n), 纳 格 尔 点 NN 的 坐标 为 (xw,yw) , 则 L 
m= + k = (2252 + (yy £ 

2 AA = 2; ((xi- sj)? + (yi - y) 
将 上 述 两 等 式 两 边 相 加 ,经 化 简 可 得 @ 


IN+ >， AA? = PHE +7) = E 


lgi<cjen 


命题 得 证 . 
在 定理 8 中 , 令 n = 3 即 得 
推论 1 设 公 4BC 的 内 切 圆 为 圆 I(7)， AEEA N, W 
IN? + AB? + BC? + CA? = 3P (es 2 4 + cese? — + csc? £) 


另外 ,我 们 还 可 以 在 (* ),(* *) MRENE PP 
洁 的 等 式 , 即 
推论 2 设 平 面 闭 折线 4(n) 的 内 切 圆 圆心 为 7, 纳 格 尔 点 为 W, 则 


AA? + (n - 12 1N2 = nD AM 
在 上 式 中 , 令 n = 3 即 得 i 


推论 3 设 公 4BC 的 内 心 为 1, 纳 格 尔 点 为 N, 则 
AB? + BC? + CA? + 4IN? = 3( AN? + BN? + CN?) 


Ë ”推论 3 也 可 由 推论 2 和 定理 7 的 推论 导出 . 

定理 9 设 平面 闭 折线 414，… AA 有 内 切 圆 圆 I(r), M,N 分 别 是 边 
Aid, Aka (l < k < n, E Ana XA) 上 的 点 , 若 线 段 MN( 不 考 虚 MN 与 其 他 
边 的 交点 ) 平分 闭 折线 的 周 长 和 有 向 面积 , 则 直线 MN 必 经 过 内 心 1.0 


O 曾 建 国 .关于 圆 外 切 闭 折线 的 一 个 性 质 []] .福建 中 学 数学 ,2003(8) :17-18. 
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注 ”这 里 所 说 的 “线段 MN 平分 闭 折线 的 有 向 面积 ”是 指 闭 折线 AVMNA, Arez AnA 
与 M4243…AiNM 的 有 向 面积 (以 下 分 别 简 记 为 AS, AS) 相等 , 即 全 S$, = 会 S$,. 
为 证 明 这 个 定理 ,我 们 先 给 出 有 关 引 理 : 
引 理 1 ”对 于 平面 闭 折线 4142… AA 所 在 的 平面 内 任 一 点 0, 有 
到 hh = DAOA 
其 中 An 为 41. 
引 理 2 FEAH A ArAnA 的 边 4142,4Misi(1 < k < n, H Ans 
为 41) 上 分 别 取 一 点 M,N 则 
AA, Ar A,A = 全 4MHN4t:i4ts2…4md1 + 公 Mh4243…M4kNM 
事实 上 ,如 图 9.19, 在 平面 内 任 取 一 点 0, 由 引 理 1 知 
AIMNAL ,1Åk42""" AnAl + A MA24A3 ANM = 
AOAIM + A 0MN + A 0NA,.i + A OAki Åke + … 十 
A 0A,A,í + AOMA, + Á 0A;As + … + 
ZA 0A,N + Z ONM 
根据 三 角形 的 有 向 面积 的 定义 , 知 
AOMN = - A 0NM 图 9.19 
X. MEWAA 上 , 则 有 
AOAIM + AOMA, = AOA, A, 


A 


mm 一 
一 


同 理 有 
AOAN + AONA, = A OAA 
故 
AA MNA; ,1Åk42°"" AnA + A MA;As'': AKANM = 
AOA, Á, + A 0A5Às + … + OAA = 
AAA AnA 
命题 得 证 . 


在 引 理 2 中 令 M,N 分 别 为 顶点 41,4;, 即 得 

引 理 3 ”在 平面 闭 折线 4142…4n41 中 引 对 角 线 4141(2 < k < n) WE 
AAA: AAA. = AAA: AA + AAY AA". AnA 

下 面 证 明定 理 . 


车 点 P 到 直线 4B 的 有 向 距离 为 4, 则 
Z PAB = + IAB I d 
而 且 , 若 点 P 在 4B 所 指 方向 的 左 侧 时 ,d > 0, 则 此 时 有 A PAB > 0. 


Coo T Ny 


因为 圆 外 切 闭 折线 必 为 回 形 闭 折线 , 且 内 心 在 其 同 
侧 域内 ,如 图 9.20, 不 妨 设 方向 41 一 42 一 … 一 4 一 4i 
依 逆 时 针 方 向 , 则 平面 闭 折 线 的 内 心 了 均 在 各 边 的 左 侧 ， 
W SMAA > 0(i = 1,2,…,n,4,,i 为 41) ,因此 有 

AAi = + | AAiri 1° r 
联结 IM ,IN ,根据 引 理 1 知 
会 A1MINA4414412…AnA1( 记 为 全 5'1) = 
AIA,M + AINA,, + A lAr Ak + + ATAA = 


TG(IAMI+I NA: 1+1 Axa A;.2 1+ ° + A,A). Dr = 


T hr kË 二 表示 上 式 中 括号 内 的 值 ) 


A MA,4A7 ANIMA AS’) = 
L(I MA 1+14z431+ …+14 Dr = +br 


依 题 设 , MN 平分 平面 闭 折线 4142…4n4; 的 周 长 , 即 有 L = 12, 则 
AS = AS, 
又 由 题 设 知 , MN 平分 平面 闭 折线 4142…4,h1 的 面积 , 即 全 SI = As. 


iS = 人 4142…hsAh1, 由 引 理 2 知 会 5 = AS, + ES WES, = 2Š. 
又 因为 MN 是 平面 闭 折 线 4 MINA, 4144,2…Anh1 的 对 角 线 ,根据 引 理 3 知 
AS, = AS, + AINM 
As, = AS, + AIMN 
将 上 述 两 个 等 式 相 加 ,并 注意 到 公 JNM =- A IMN, 可 得 
AS' + AS, = AS, + AS, = AS 
前 面 已 证 明 A S', = As, WA 
AS, = ASG22 = AS, 
Bp AS, + AIMM = AS, 
因此 AINM = 0, 即 1, M,N 三 点 共 线 .命题 得 证 . 
在 这 个 定理 中 令 平面 闭 折线 为 多 边 形 即 得 命题 :平分 圆 外 切 多 边 形 的 周 长 
和 面积 的 直线 必 经 过 三 角形 的 内 心 . 
再 令 n = 3 即 得 命题 :平分 三 角形 的 周 长 和 面积 的 直线 必 经 过 三 角形 的 内 
心 . 
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另外 ,从 定理 的 证 明 过 程 我 们 不 难看 出 这 个 定理 还 有 下 面 的 “ 逆 定 理 ”( 证 
BHEE): 

iti 设 平 面 闭 折线 414，…A,h1 有 内 切 圆 圆 I(r), M, N 分 别 是 边 
4i42,4kksiti < k s n, B Ana X A) ERR, E M,N, I RRERBEMN 平分 
平面 闭 折线 的 周 长 , 则 线段 MN 必 平 分 平面 闭 折 线 的 有 向 面积 . 

推论 2 ” 设 平 面团 折线 AAr AA 有 内 切 圆 圆 (r), M, N 分 别 是 边 
AA2, Arp (1 < 上 上 <n, 且 hi41 为 41) 上 的 点 ,车 M,N,1 共 线 且 线段 MN 平分 
闭 折线 的 有 向 面积 , 则 线段 MN 必 平 分 平面 闭 折 线 的 周 长 . 

车 路 和 WN 两 点 将 An) 分 成 两 条 开 折 线 ， 即 M4243…4kV 和 
N4 4 2…4411 ,约定 :这 两 条 开 折 线 的 长 分 别 记 作 LA L. 

定理 10 “在 闭 折线 Aln) 的 边 AA: 和 AM 上 各 取 一 点 M #IN(1 < 
k sn, E Ana 为 41), 若 直线 MN 通过 平面 闭 折线 4(n) 的 内 心 I, WO 

L S 
Drg 

证 明 ”如 图 9.21, 联 结 IA: (i = 1,2,…,n), 设 闭 折 

线 的 有 向 面积 为 51, 则 
S, = A IMA, + SIAsh3 + + AIAN 

其 中 右边 的 各 个 加 数 ,分别 是 人 IM4,, 公 14,43,…， 
和 My 的 有 向 面积 . 注意 到 这 些 三 角形 都 是 正 向 三 角 
形 ,它们 的 有 向 面积 都 是 正 数 ,可 知 上 式 可 以 改写 成 ( 注 图 9.21 
意 平面 闭 折线 4(n) 处 切 于 图 I(7)) 


Sı = Z | MA; I+ Z | AAs l+ + 7 LAN 1= 


F (I MA2 1+14243 1+ +l ANI) = Zh 
由 此 ,根据 平面 闭 折 线 的 面积 与 其 有 向 面积 之 间 的 关系 ,有 


Si =l S. |= 


同 理 可 得 s, = m=. 


将 上 述 两 边 分 别 相 除 ,就 得 里 = 时 .命题 得 证 . 


2 


在 这 个 定理 中 令 A(n) 为 n 边 形 ,显然 可 得 


O 熊 曾 润 , 曾 建国 .也 谈 圆 外 切 闭 折线 的 优美 性 质 []]. 福 建 中 学 数学 ,2003(12):16-17. 


Treasure "s Geometry 


推论 ” 若 平面 多 边 形 外 切 于 圆 , 则 通过 这 多 边 形 的 内 心 的 直线 , 必 将 这 多 
边 形 的 周 长 和 面积 分 成 相等 的 比 . 

有 趣 的 是 ,定理 10 的 “ 逆 命 题 ” 成 立即 有 

定理 11 在 平面 闭 折线 4(n) 的 边 44 M AA LARMAN < 


PENT S aD w z mwa MN 必 通 过 闭 折线 4(n) 的 内 心 1. 


证 明 ”应 用 反 证 法 . 设 点 /不 在 直线 MN 上 ,如 图 
9.22 所 示 . 记 平 面 闭 折 线 M4A。43…ALNIM 的 面积 为 S'i, 
闭 折线 Nh,141,2…AnhA1MIN 的 面积 为 $5',, 则 仿效 定理 
10 的 证 法 容易 证 得 


Ww 
< 
N 
中 
N 


HERRE = RAER, 
2 2 
Si S 
S, $ 
但 (由 图 易 知 )S' = Sı- AINM, S= S;+ 公 INM, 代 和 人 上 式 ,经 整理 可 得 
Sı * A INM = - S, - Á INM 
而 依 假设 ,点 1 不 在 直线 MN 上 ,所 以 全 INM z 0. 上 式 两 边 同 除 以 会 INM， 
就 得 S, = - 5,. 此 等 式 左边 是 正 数 ,右边 是 负数 ,显然 荡 雇 ,因此 ,点 1 必 在 直线 
MN 上 .命题 得 证 . 
在 这 个 定理 中 令 Aln) 为 n 边 形 , 显 然 可 得 
推论 《” 设 平面 多 边 形 外 切 于 圆 , 若 一 直线 将 这 多 边 形 的 周 长 和 面积 分 成 
相等 的 比 , 则 这 直线 必 通 过 这 多 边 形 的 内 心 ， 
EA B,(1 < ; < n) 满足 


T = 22 T; - áp 


则 点 B, 称 为 4(n) 的 一 级 顶点 子 集 V 关于 点 1 的 2 号 心 ,简称 为 矿 的 2 号 心 . 
根据 以 上 定义 ,我 们 可 以 推 得 如 下 结论 ;: 
SIE ” 设 平 面 闭 折线 4(n) 外 切 于 圆 1, 其 纳 格 尔 点 为 N, 其 一 级 顶点 子 集 
态 的 2 号 心 为 B, 线 段 48 与 IN 相 交 于 0 ,如 图 9.23 所 示 , 则 @ 
Q Qh M 


og z $ E m= =-2,j = 1,2,---,n 


O 部 三 英 ,能 曾 润 . 圆 外 切 闭 折线 的 一 个 奇妙 性 质 [本 .福建 中 学 数学 ,2005(12) :22-23. 
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(x) o Ou a= = g =— =" 


NO 
ON 
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A * 宝 


证 明 ” 依 题 设 ,由 点 N l B, 的 定义 ,于 是 由 向 量 的 运 4; 
算 可 得 


M. =- Z -TÑ =- (X H; - Å) = - 28 


由 此 可 知 N4j // IB,, ENA; =- 2 TB, BT = -2. a 
据 此 ,由 平行 线 截 出 比例 线段 的 定理 可 得 9.23 
QA ON N, ,2... 
mo Q mp TeL sh 
命题 得 证 . 
定理 12 ” 设 平 面 闭 折线 4A(n) 外 切 于 圆 1, 其 一 级 顶点 子 集 VV 的 2 号 心 为 
B; (j a Wy nn), 则 平面 闭 折 线 A(n) 的 内 心 1 是 闭 折线 B1B, Bs… BB 的 纳 
格 尔 点 . 
以 下 约定 :平面 闭 折 线 B1B,Bs… B.B, 记 作 B(n). 
证 明 ” 设 A(n) 的 纳 格 尔 点 为 N ,线段 AJB; Ej IN 相交 于 点 Q( 图 9.23) , 则 


由 引 理 可 知人 = -2(j = 1,2,…,n). 由 此 可 知 ,A(n) 与 B(n) 是 位 似 形 , 它 


们 的 位 似 中 心 是 点 8, 位 似 比 为 * = - 2. 于 是 ,根据 位 似 图 形 的 性 质 , 可知: 因 
为 4(n) 有 纳 格 尔 点 N, 所 以 BOn) 也 有 纳 格 尔 点 N' ,点 N 的 对 应 点 为 N' , 因 
此 ,N,O,N 三 点 共 线 , 且 


À 
又 由 引 理 可 知 ,1,@,N 三 点 共 线 , 且 


比较 以 上 二 等 式 ,可 知 点 了 与 点 NV' 重合 , 即 4(n) 的 内 心 是 B(n) 的 纳 格 尔 
点 .命题 得 证 . 

在 定理 12 中 令 n = 4, 可 得 

推论 BUHÉ A A434, 外 切 于 圆 ,其 一 级 顶点 子 集 V; 的 2 号 心 为 BB 
(j =1,2,3,4), 则 四 边 形 4;424344 的 内 心 是 四 边 形 B1B,B3B4 纳 格 尔 点 . 


党 圆 外 切 闭 折 线 的 大 号 界 圆 定理 


设 平面 闭 折线 4(n) 外 切 于 圆 r), A A(n) 的 大 号 界 心 到 为 圆心 ,大 为 


a y 


半径 的 圆 , 称 为 闭 折线 4(n) 的 上 号 界 圆 , 记 作 圆 L) 

按 这 个 定义 易 知 ,三 角形 的 2 号 界 圆 ,就 是 它 的 斯 伸 克 圆 . 因此 , 圆 外 切 闭 
折线 的 上 号 界 圆 概念 ,是 三 角形 的 斯 伸 克 圆 概念 的 推广 . 〇 

定理 1 设 平 面 闭 折 线 4(n) 外 切 于 圆 r), Fk FROH i ERE AJ, 


上 取 一 点 M, m = - (k + DG = 1,2,- … n) JU ACn) 的 (t+ 1) SRAM 


ha (ta) 必 内 切 于 平面 闭 折 线 MM Ms: M.M. 


证 明 ” 记 平 面 闭 折线 MM,M3…M,M 为 M(n). 依 题 设 有 A R 


DG = 1.2, a) JEP k BAG) B E 93 EBE, — (k +E 
定数 .由 此 可 知 ,4(n) 与 M(n) 是 位 似 形 ,它们 的 位 似 中 心 为 点 五, 位 似 比 为 
a = - (k + 1). 于 是 ,由 位 似 形 的 性 质 可 知 :因为 4(n) 有 内 切 圆 圆 1(r) ,所 以 
M(n) 也 有 内 切 圆 , 记 作 圆 了 (mr ) ,并 且 

(17 =l21= +1 所 以 7" = rT 

(2) LI, LEARRA = à = - (上 + 1). 以 7 为 原点 建立 直角 坐标 系 
xj1y, 设 4(n) 的 顶点 4; 的 坐标 为 (x;,yi)(i = 1,2, ,nm) ,点 天 和 7 的 坐标 分 别 


为 (x,y) 和 (x,y). 因为 /上 =A=-(k+l), 所 以 由 定 比分 点 的 坐标 公式 可 知 


- _0-(k+1)x — _ 0-Ú- (k+ l)y 
*= I-(k+1) '”” 1-(k+1) 


B hp ÆA) 的 大 号 界 心 , 按 其 定义 有 
x = Tomy = Yr 
代 人 上 式 , 经 整理 得 
1 < 1 < 
x=" ke i misy ü Eri 
这 就 表明 点 P 是 4(n) 的 (k + 1) 号 界 心 pya 
综合 (1) 和 (2) ,可知 M(n) 的 内 切 圆 圆 Cr) 就 是 4(n) 的 (k + 1) 号 界 
圆 . 命题 得 证 . 
定理 2 ” 设 平面 闭 折 线 4(n) 外 切 于 圆 1(7) ,其 (k + 2) 号 界 心 为 ,2, 在 


线段 41,2 的 延长 线 上 取 一 点 N na = 上 +1(i = 1,2,…,n), 则 4(n) 的 


O 熊 曾 润 .关于 贺 外 切 闭 折线 的 诸 线 切 男 定理 []] .福建 中 学 数学 ,2004(12) :17-18. 
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(>) p 3; — 3 = = 8 m — = 


jahua B misi 8 sima 


— 几何 /瑰宝  — 


(k + 1) SRAN h, (D 必 内 切 于 平面 闭 折线 Ni NNa N.N... 
证 明 记 平 面 闭 折线 NiN2N3… N.N, 为 N(n). 依 题 设 有 
Ay: 
L,>N; 
其 中 ,2 是 4(n) 的 (k+2) 号 界 心 , 它 是 一 个 定点 , 且 k +1 EER. 由 此 可 知 ， 
Aln) 与 N(n) 是 位 似 形 ,它们 的 位 似 中 心 为 点 五,z, 位 似 比 为 X* = k+1. 于 是 ， 
由 位 似 形 的 性 质 可 知 :因为 4(n) 有 内 切 圆 圆 K(r) ,所 以 N(n) 也 有 内 切 圆 , 记 
作 圆 (7) ,并且 


(V) = 2 = k+l, RA = 


Fei 

(2)I, h l 三 点 共 线 , 且 2 rez = k + 1 以 7 为 原点 建立 直角 坐标 
系 xly , Z A(n) 的 顶点 A; WT N = 1,2,…,n), 点 I. 和 r 的 坐 
标 分 别 为 ( 浆 , 灰 ) 和 (x ,y ). 因 为 


T+2 Í 
h pam ar = k+l 


所 以 由 定 比分 点 的 坐标 公式 可 知 


0+(k+Dx 一 0O+(k+ Dy 
* = 1+(k+ l = 1+(k+1) 


但 na 是 4(n) 的 (t + 2) 号 界 心 , DLS e = Zaa y = 


= 天 +1i = 1,2,.…,n 


wp y RAER, 2362848 


x = TÈ = Ei 
这 就 表明 点 l EAC) 的 (kk + 1) 号 界 心 Igi. 

综合 (1 ) 和 (2 ) ,可 知 N(n) 的 内 切 圆 圆 "(w*) 是 4(n) 的 (k+1) 号 界 圆 . 
命题 得 证 . 

综合 定理 1 和 定理 2, 我 们 得 到 

定理 3 对 任意 给 定 的 正 整 数 &, 圆 外 切 闭 折线 A( n) 的 ( + 1) 号 界 圆 必 
与 2n 条 特殊 的 直线 相 切 , 即 闭 折线 M(n) 和 N( n) 各 边 所 在 的 直线 ,其 中 


(ODM RBAN EA, LER E AE AOE TE TO, 
的 大 号 界 心 ). 
(2) N 是 线段 4 WEKRE, gA 


na = k+1(i = 1,2,…,n, 点 


一 


lha Æ Aln) 的 (k + 2) 号 界 心 ). 

容易 验证 ,在 这 个 定理 中 令 n = 3,k = 1, 就 得 到 如 下 结论 ,因此 ,定理 3 是 
如 下 结论 的 推广 : 设 A ABC 的 三 个 顶点 与 纳 格 尔 点 连 线 的 中 点 分 别 为 M1, M,， 
Ms, 三 条 边 的 中 点 分 别 为 Ni, Na, Na, 那么 A ABC 的 斯 伸 克 圆 必 内 切 于 
AM,M,Ms, 和 人 NiN,N;. 

换 句 话说 ,三 角形 的 斯 伸 克 圆 必 与 6 条 特殊 的 直线 相 切 . 这 是 近代 欧 氏 几 
何 学 中 颇 为 引 人 注 目的 诸 线 切 圆 定理 之 一 . 


[x] g 3 p — = = = m — = 


2< 


Siwhup B mis 2 IEK 


— 几何 /A 瑰宝 


十 ` 圆 的 推广 


党 圆锥 曲线 的 蝴蝶 定理 


定理 1 设 卫 为 有 心 二 次 曲线 .过 中 心 0 任 作 一 条 直线 ,在 这 直线 上 取 P, 
Q, 使 PO = 00Q. 过 P,Q 各 作 一 条 直线 ,分 别 交 丁 于 4,B 及 C,D. 过 4,B,C， 
D 四 点 的 二 次 曲线 芽 ZER PQ 于 E,F, 则 EO = OF. 

证 明 ”以 直线 PQ 为 x 轴 , 0 为 原点 ,建立 直角 坐标 系 . 设 已 , 0 的 坐标 分 别 
为 (- xo,0) ,(xo;0) ,曲线 古方 程 为 

ax? + bxy + coy — d = O @ 
又 设 直线 AB, CD 的 方程 分 别 为 
y — k(x+xo) = O,y — k,(x - xo) = O 
或 者 用 一 个 二 次 方程 
(y = k(x+ xo))(y - k(x — xo)) = O @ 
表示 这 两 条 直线 (退化 的 二 次 曲线 ). 

过 曲线 @ 与 曲线 @ KZA A,B,C,D 的 二 次 曲线 组 成 一 个 曲线 族 ,其 中 
任 一 条 曲线 r 的 方程 可 表 为 

àilax? + bxy + cy? — d) + A2(y - k(x + xo))(y - k(x -x0))=0 © 
因此 D 与 x 轴 的 交点 已 ,下 的 横 坐 标 满足 一 个 方程 ,这 个 方程 就 是 在 @ 中 令 
y = 0 而 得 到 的 

Mi(ax2 - d) + àzkika( x? -xi) = 0 @ 

注意 @ 的 一 次 项 系数 为 零 (这 就 是 证 明 的 关键 1) ,所 以 图 的 两 根 之 和 x, + 
x, = 0, 即 EO = OF. 

定理 中 的 卫 与 Ti 既 可 以 是 非 退 化 的 .也 可 以 是 退化 的 二 次 曲线 ,直线 AB, 
O 也 可 以 是 切线 (4 与 8 重合 或 C 与 忆 重 合 ) ,这 样 就 有 许 许 多 多 的 特例 ,如 图 
3.131 与 图 3.132 相 关联 的 结论 都 是 定理 1 的 特例 (这 时 有 心 曲线 卫 为 圆 ). 不 仅 
如 此 ,如 果 注 意 到 上 述 证 明 的 关键 是 “@ 的 一 次 项 系数 为 0” ,那么 在 卫 为 圆 时 ， 
只 要 圆心 O, 在 y 轴 上 ,即使 它 不 与 线段 PQ 的 中 点 0 重合 (这 时 T' 的 方程 为 
x? + (y - yo)? = 1), 结论 也 成 立 , 即 有 

推论 设 圆 O, 的 圆心 在 线段 PQ 的 垂直 平分 线 上 ,过 P, Q 任 作 两 条 直线 
分 别 交 圆 O, 于 4,B K C,D,AC,BD 分 别 交 直 线 PO T E, F, RA PE = FQ. 
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特别 地 ,在 P 与 0 重合 时 ,这 个 定理 成 为 如 下 的 “蝴蝶 定理 ”: 过 点 0 任 作 两 
条 直线 交 圆 0, 于 4,8 及 C,D, 作 直线 GH L 00,,AC, BD 分 别 交 GH +E, F, 
则 EO = OF. 

从 上 述 定理 还 可 以 得 到 许多 结论 ,例如 : 设 贺 0 的 圆心 0 为 线段 Po 的 中 
点 ,过 P,0 任 作 一 圆 交 圆 0 于 4, 8, 过 0,0 任 作 一 圆 交 圆 0 于 C,D. 过 4,C， 
0 的 圆 交 PQ FE, Ñ} B,D, O 的 圆 交 Po 于 F, 则 EO = OF. 

定理 2 K 1 为 圆锥 曲线 丰 的 芒 4B 上 一 点 ,过 对 任 作 两 孩 CD ,EF, 过 C， 
,DD,E 的 任 一 圆锥 曲线 与 48 交 于 P,Q0. 设 AM = a,BM = b,MP = p,MQ = 
q, IJ 
ft. SLO 


a b p q 

证 明 ”建立 如 图 10.1 所 示 的 坐标 系 , 则 M.B 的 坐 > 
标 分 别 为 (a,0),(a + ,0); 圆 锥 曲线 卫 , 直 线 CD ,5 的 
方程 分 别 为 


x? + cxy + dy — (a + b)x + ey = O 


y = k(x - a) 
y = k(x — a) 
从 而 过 点 C,D,E,F 的 二 次 曲线 束 方 程 为 
x? + cxy + dy? — (a + b)x + ey + À(kiz -= y — kia)(k;x — y - ka)=0 
设 P,Q 两 点 的 横 坐 标 分 别 为 xl, xz, 则 xi, xz 应 满足 方程 
x? -— (a +b)x+Alkix - kia)(kıx -ja) = 0 
Ep (1 + Ak,k,)x2 — (a + b +2àakıkz)x + kikza?à = 0 
因此 eg ee TT a 
2a — (xi + x2) 于 
a? — (xi +x2)G + X1%2 — 
2a 0+ b + 2Aak! k; 
1 + Akik> " 
2 a+b +2Akk kika? à — 
%— l+àÀkk “° t1+2Akik 
2a - (a +b) _ Yí[Y l 
a°- (a+b)a a 
特别 地 , 当 M 为 4B 中 点 时 有 
推论 ” 设 M 为 圆锥 曲线 卫 的 弦 4B 的 中 点 ,过 MIERI CD, EF, Ù C, 
D,E,F 的 任 一 圆锥 曲线 与 48 交 于 P,0, 则 PH = QM. 


10.1 


ON 


(x) g S O — a= = m— = 


PQ ————————————( a< 


如 果 取 一 条 凸 团 曲线 的 任 一 弦 AB ,通过 AB Br pA M 任 作 两 弦 CD 和 EF. 
设 线段 ED , CF 分 别 交 4B 于 0,P, 总 有 PM = QM ,我 们 就 说 这 条 凸 闭 曲线 具有 
“蝴蝶 性 质 ”. 从 


站 定理 3 设 0 为 任意 圆锥 曲线 卫 的 弦 4B 上 任意 一 点 , 卫 , 居 在 直线 4B ER. 
个 关于 点 O 对 称 . 圆 锥 曲线 r 通过 D,E 二 点 上 且 交 曲 线 夏 于 M,N,S,7T, 过 M,N， 
500 S$,7T 的 任意 一 条 圆锥 曲线 P, 交 直 线 4B 于 U,V. 记 DO = OE = d,04 = a, 
Ë| OB=b,0U = u,OV = 5v, 则 a,b,d,u,v 满足 几何 关系 式 @ 
= (ab - d2)(u - v) = (w - d2)(a - b) (*) 
£ 证 明 ”建立 直角 坐标 系 ,O 为 原点 ,4B 所 在 直线 为 x 轴 , 如 图 10.2,10.3 所 
理 示 . 
(下 
e 
图 10.2 图 10.3 
设 任意 圆锥 曲线 r 的 方程 为 


F(x,y) = x? + exy + fy + gx + hy + p = O 
它 与 * 轴 的 交点 4(- a,0), B(b,0) 满足 方程 
“2+gr+p=0 
依据 韦 达 定理 , 知 g = (a - b),p =- ab, 于 是 @ 可 改写 为 
F(x,y) = x? + exy + fy +(a-b)xrx+hy-ab=0 
设 圆 锥 曲线 D 的 方程 为 
F (x,y) = x? + exy + fiy + gix + huy + pi = 0 
它 与 x 轴 的 交点 了 (- d,0) ,E(d,0) 满足 方程 
x2 十 gIX+p=0 
依据 韦 达 定理 , 知 gl = 0, pl =- P, TE @ 可 改写 为 
Fi(x,y) = z? + eimy + fu? + hiy- d = 0 
从 而 过 @,@ 的 交点 M,N,S,T 的 任意 一 条 圆锥 曲线 p, 的 方程 为 
AF(x,y) + F(x,y) = 0,) € R @ 
圆锥 曲线 F(x,y) 包容 直线 MT, NS; MEHR @ 既 包 容 直 线 MS, 


e @ © 0 Q e 


O 汪 江 松 , 黄 家 礼 . Puk Ka .武汉 :中 国 地 质 大 学 出 版 社 ,1988:187-188 . 
© 朱 履 训 . 广 义 蝴 蝶 定 理 []] .数学 通讯 ,1994(4) :14-16. 


ANT( 图 10.2) ,也 包容 直线 MN, ST( 图 10.3). 
曲线 @ 与 x 轴 的 交点 U(— u,0), V(v ,0) 满足 方程 
A(x? + (a - b)x - ab)+(x-d)=0 
于 是 有 


Alo? + (a - b)v — ab) + (2? — d2) = O 
由 @,@ 二 式 消去 和 ,得 
(u? — (a - b)u - ab)(u2 - Ê) = (62 + (a - b) - ab)(u2 — d?) 
将 式 @ 两 边 分 别 展 开 , 化 简 , 即 得 

(ab - d?2)(u - v) = (uw - d?2)(a ~ b) 


@ 
A(u2 —- (a ~ b)u - ab) + (u? - d2) = 0 @ 
(T) 
@ 


证 毕 . 

由 于 圆 和 直线 是 圆锥 曲线 中 的 一 员 ,从 而 在 上 述 定理 3 中 : 

(1) 当 圆 锥 曲线 P 的 形状 为 F(x,y) =x + y+ (a — b)x + hy- ab = 
0, 圆锥 曲线 r 的 形状 为 Fi(x,y) = (y -k(x + d))(y - k.(x - d)) =0 时 ， 
定理 3 便 转化 为 圆 上 的 蝴蝶 定理 的 拓 广 命题 . 

结论 1 如 图 10.4,10.5, 设 0 为 圆 的 弦 4B 上 任意 一 点 ,D, 刁 在 直线 4B 上 
且 关 于 点 0 对 称 .过 也 , 瑟 引 直线 NS ,MT 交 圆 于 M ,7T,N,S.MHS,NT 交 直线 4B 
于 U,V. 记 DO = OE = d,04h = a,0B = b,OU = u,0V = v, 则 a,b,d,u, 
v 满足 几何 关系 式 ( x). 


10.4 10.5 


(2) 当 圆 锥 曲线 p 的 形状 为 F(x,y) = (y - kx + a))(y — k(x — 
b)) = 0; 圆锥 曲线 T, 的 形状 为 Pi(xyy) = (y 一 ks( x + d))(y nj k(x 一 
d)) =0 时 ,定理 3 便 转 化 为 直径 对 上 的 蝴蝶 定理 的 拓 广 命题 . 

结论 2 ”如 图 10.6, 图 10.7 设 0 为 线段 48 上 任意 一 点 ,D,E 在 直线 48B 上 
且 关 于 点 0 对 称 .过 D,E 引 直线 NS ,MT 分 别 交 直 线 JB, KA 于 N,S,M,T. MS， 
NT 交 直 线 4B 于 U,V.i 记 DO = OE = d,04 = a,0B = b,OU = u,OV = s, 
则 a,5,d,wu,v 满足 几何 关系 式 (* ). 


[x )= g 3 =a — 3 Z = = m — = g 


Š AS Z 

A i 

500 

Š 10.6 10.7 

A 因此 , 圆 上 和 直线 对 上 的 蝴蝶 定理 的 拓 广 命题 是 定理 3 的 特例 . 

z 车 几何 参数 a,b, d 取 特 殊 值 , 则 可 获得 如 下 推论 : 

理 推论 1 若 a = b,d >0 即 0 为 弦 4B 的 中 点 ,D,E 两 点 与 点 O 等 距 .此 

(P) 时 ,几何 关系 式 (* ) 变 为 (a: - d2)(u - ç) = 0,52 18 u = v, 即 OU = OV. 
上 述 结论 就 是 蝴蝶 定理 推广 定理 及 它 的 变形 定理 ( 即 U,V 二 点 落 在 弦 4B 

e 的 延长 线 上 .下 同 ). 


推论 2 ”如 图 10.8 若 ab,d = 0, 即 0 为 弦 4B 上 任意 一 点 ,也 ,下 两 点 
与 点 0 重合 .此 时 ,几何 关系 式 ( * ) 变 为 
ab(u - v) = w(a - b) 
该 式 等 价 于 


Bp DA ` OB = OU ` OV 


上 述 结论 就 是 圆锥 曲线 上 蝴蝶 定理 的 推广 坎 迪 定理 及 它 的 变形 命题 . 

推论 3 车 a = b,d = 0, 即 0 为 弦 4B 的 中 点 , 且 D, E 两 点 与 点 0 重合 . 
此 时 ,几何 关系 式 (* ) 变 为 a*(wu — ç) = 0, 因 a? > 0, 于 是 有 ww = v BD OU = 
OV. 

上 述 结论 就 是 圆锥 曲线 土 的 蝴蝶 定理 及 它 的 变形 命题 . 


RERESET ETE , AA F Ey BJ t ii zo es gO 
MAREE 过 平面 上 一 个 定点 M, 任 作 一 直线 与 机 图 所 .5 = 1 交 于 
4,B8 两 点 ,0C 为 平行 于 4B 的 半径 , 则 区 a 为 定 值 上 (这 里 MA, MB, OC 表 


示 有 向 线段 的 数量 ) ,并 且 k = s + 六 L SEE k MAM 3:03, 


b~ 
TERRE. 
证 明 设 AB 所 在 直线 的 倾斜 角 为 = ,过 M( xo, yo) 的 直线 参数 方程 为 
B = xo + o “(4 为 参数 ) 
Y = Yo + tsin a 
代 人 椭圆 方程 得 
(xo + tcos a)? (yo + tsin a)? 


a2 b? ü 
整理 得 


2 
(ee, iia), pažeme, resin TR E e 


O FEX MFERTAEHR EHE U]. px% H 刊 ,2005(11) :32-33 . 


(x) ga — a= u =m = 


JERE RERS ADH 


€ — A f 8 + U 
MA-MB x% 5 
于 是 “oe = i+-1l= 


与 圆 等 定理 类 似 , 由 椭圆 需 定 理 可 得 相交 弦 定 理 、 割 线 定理 ,切线 长 定理 及 
切割 线 定理 . 


NARFE 。 过 平面 上 一 个 交点 M ss -5=1 
交 于 4,B 两 点 , OC 为 平行 于 48B 的 半径 ， M >° LP 为 定 值 (这 里 MA, MB, 


2 
OC 表示 有 向 线段 的 数量 ) ,并 且 大 = isa = 5 - 1. EË k AUS M 关于 双 曲 线 


的 寡 , 简 称 双 曲线 等 . 

双 曲 线 宕 定理 的 证 明 与 椭圆 笑 定 理 的 证 明 类 似 ,并 由 此 定理 易 得 双 曲 线 上 
的 相交 弦 定 理 、 割 线 定 理 , 切 线 长 定理 及 切割 线 定理 . 

抛物 线 畦 定理 。 过 平面 上 一 个 定点 M, 任 作 一 直线 与 抛物 线 y; = 2px 


(p > 0) 交 于 A, B 两 点 ,1 为 平行 于 4B 的 焦点 弦 CD 的 长 , 则 4 42 为 定 值 
2 
人 多 这 里 MA, MB 表示 有 向 线段 的 数量 ) ,并 且 k = 35 - xo. RE k MUS M KF 


此 抛物 线 的 等 ,简称 抛物 线 笑 . 
证 明 AB 所 在 直线 的 倾斜 角 为 ,过 M(xo, yo) 的 直线 参数 方程 为 


x = xo + tcos a 
É: = i tsin :为 参数 ) 
RRA y? = 2px 可 得 
(yo + tsin a)? = 2p(xo + tcos a) 
整理 得 
(sira)? + 2( yosin a — pcos a)t + y0 — 2pxo = 0 
则 titz = Y — 2pxo 


sin2a 
由 4 ,8B 均 在 抛物 线 上 ,由 参数 的 几何 意义 可 得 


MA - MB = X — 2pxo 
sina 


由 上 面 推导 类 似 可 得 FC, FD 是 方程 
(sia) + 2(0 + sin a — pcos a)t + È — 2p * > = 0 


即 (sia)? — (2pcos a)t — p? = 0 
的 两 根 . 


本 5< 


易 得 1 Dis] t- n = V (2peos e). +Ap vine ,2p 
sim a sina 


ya MMB À gna 


MEERY EESE aka. 割 线 定理 ,切线 长 定理 及 切割 线 定 
理 . 

如 上 定理 是 由 如 下 定理 推广 而 来 : 

AREE 。 过 平面 上 一 个 定点 履 , 任 作 一 直线 与 半径 为 R 的 定 圆 交 于 4， 
B 两 点 , 则 MA . MB 为 定 值 k( 这 里 MA ,MB 表示 有 向 线段 的 数量 ), 并 且 k = 

- 及 . 定 值 叫做 点 放 关 于 图 0 WR, AARE. 

当 点 M 在 圆 内 时 ,k < 0, 易 得 相交 弦 定 理 ; 当 点 M 在 贺 上 时 ,k = 0; 当 点 
M 在 圆 外 时 ,k > 0, 易 得 割 线 定理 、 切 线 长 定理 ,切割 线 定理 . 


定理 1 设 PT,,PT, 是 圆锥 曲线 的 两 切线 ,过 P 的 直线 交 圆 锥 曲线 于 Q， 
R, EX T, T, 于 了, 则 有 


1 1 2 
PO * PR = PT 
证 明 ” 设 圆锥 曲线 的 方程 为 
(1- e2)x2 + y? — 2px — p2 = O @ 


其 中 e 是 离心 率 ,p 是 焦点 到 准 线 的 距离 . 
令 点 P 的 坐标 为 (xo, yo) , 则 弦 T | T, 的 方程 为 
(1 — e2)xox + yoy - p(xo + z) + p=0 
即 (xo - e?xo — p)x + yoy + p? — xop = 0 @ 
又 设 过 点 P 的 直线 方程 为 
[z E m t E T Ot s WSI, o 为 倾角 ) @ 
y = yo + tsin 0 
联 立 @,@ 消去 *,y, 并 整理 得 
((1 = ez)cos2g + si0)0 + 2((1 - e2)xocos 0 + yosin 0)t + 


(1 - e?) xê + yb - 2pxo + p = O 
设 此 方程 的 两 根 为 t1,t2, 则 由 韦 达 定理 及 参数 : 的 几何 意义 可 知 
(1 - e2)xocos 0 + yosin @ 


1 1l 1 1 ||- 
PO PRint ini = 


(1 ~ e?)x + y3 — 2pxo + p° 
@ 


(x) g a; — 3 Z x; 8 r — =Z g 


err B maan Š => Ela 


— 几何 A 瑰宝 o 


((1 — e2)xocos 0 + yosin 0)t + (1 - eë2)xà + XŠ — 2pxo + p? = O 
i 1 = - ( - e) + 0 - 2pzo + p? 
(1 ~ e2)zocos 0 + yosin 6 


由 参数 的 几何 意义 
-= (1 ~ e2)xocos 0 + yosin 0 @ 
PT itl ` |(1 - e2)zŠ + yŠ — 2pxo + p° 

由 @,@ 48 


1 1 2 
PQ t PR ` PT 


注 ”1. 上 述 定理 是 由 圆 的 下 述 结论 推广 而 来 的 : PTi, PT, 是 圆 0 的 切线 ,过 P 的 直线 


XEO + Q, R,3 T, T, + TIWA pa + pR = Pr 
= I 1 2 
2. 如 果 加 锥 曲线 为 双 曲 线 时 ,在 同一 支 上 进行 考虑 ,否则 将 结论 改 为 商 + PR = PP 
其 中 忆 ,成 , 序 为 有 向 线段 . 
3. 如 果 贺 锥 曲线 为 抛物 线 , 且 直 线 PQ 与 抛物 线 只 有 一 个 交点 0( 即 平行 于 对 称 轴 时 )， 


这 时 ,点 R 可 视 为 无 穷 远 点 ,因而 有 凑 OWA = Pr 


将 定理 1 中 的 两 切线 变 为 两 割 线 , 则 有 
定理 2 PAB,PCD 为 圆锥 曲线 的 任意 两 条 割 线 , AD 与 BC 相交 于 点 Q , 直 
线 PQ 交 曲 线 于 点 E,F, 则 QD 


2 
(1) PE + PF = PO 


(2) -b + -L =- Z. 
QE QF QP 
证 明 (1) 当 曲 线 为 有 心 二 次 曲线 时 ， 
中 以 点 已 为 坐标 原点 , 以 平行 于 两 条 
互相 垂直 的 对 称 轴 的 直线 为 坐标 轴 建 立 直 
角 坐 标 系 , 如 图 10.9 所 示 . 设 曲线 方程 为 
alx- m)2 + b(y -n)* = 1, 直 线 AB, CD, 
PQ 的 方程 分 别 为 
y = kix,y = kx,y = kx 


则 过 A,B,C,D 四 点 的 二 次 曲线 束 C 方程 为 


O 邻 生 书 .“ 三 割 线 ” 定理 的 推广 [中 .中 学 教研 (数学 ),2008(9):38-39. 


he Ny 


a(x- m) + b(y—- n)2—- 1 + A(kix — y)(k;x — y) = O 
把 y = kx 代入 得 
(a + bk2 + A(ki-—- k)(k; — k))x2 -2(am + 
bkn)x + am? + bn? —- 1 = O D 
当 曲 线 C 退化 为 直线 对 4D , BC 时 ,直线 对 AD , BC 与 直线 PQ 相交 于 同一 点 0. 
设 点 Q 的 横 坐 标 为 xo, 则 xç 是 方程 @ 的 两 个 相等 实 根 .由 根 与 系数 关系 得 


2%, = 2( am + bkn 
= a+b2 +Alk - k)(k, - k) 
am? + bn? -1 
a + bk? + A(ki — k)(kz- k) 
2(am + bkn) 
从 而 之 2( am + bkn 


把 y = kx 代入 曲线 方程 a(x - m)? + bly- n’ = 1,48 

(a + bk2)x2 - 2(am + bkn)x + am? + bn? - 1 = O 
此 方程 的 两 个 根 就 是 直线 PQ alx- mY + b(y — n)? = 1843888 E, F Bl) 
横 坐 标 xp. 由 根 与 系数 关系 得 


2 
xq = 


所 以 PE s= mu =s 
PF V l+ Ë + xg V l+ k ` xp 
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© 同 理 可 得 ,以 点 Q 为 坐标 原点 ,以 平行 于 两 条 互相 垂直 的 对 称 轴 的 直线 
为 坐标 轴 建 立 直角 坐标 系 . 设 曲线 方程 为 a(* - m)? + b(y - n)2 = 1, 设 直线 
AD , BC , PQ 的 方程 分 别 为 y = kix, y = kax, y = kx ,同样 可 得 结论 
1 1 2 
TE * QF = QP 
(2) 当 二 次 曲线 为 无 心 曲 线 即 为 抛物 线 时 . 


NO 
AN 


(x) aO — 3 Z= = = = — = 


NO 


z 
N 


ani B akana Š sr Ela 


= 
2 


— Laas ooo 


D 以 点 已 为 坐标 原点 , 以 平行 于 抛物 线 对 称 
轴 的 直线 为 y 轴 建 立 直 角 坐 标 系 , 如 图 10.10 所 
示 . 设 抛物 线 方程 为 y = a(x -mY + n, H2 AB, 
CD, PQ 的 方程 分 别 为 y = kix,y = kzx,y = kx, 
W A,B,C,D 这 四 点 的 二 次 曲线 东 C 方程 可 设 
为 


alx- m)2— y+ n + A(kix - y)Xk;x — y) = 0 图 10.10 
把 y = kx 代入 ,得 
(a + ÀA(ki— k)(k,-— k))xz2 (am + k)x + am2 + n = O @ 


当 曲 线 C 退化 为 直线 对 4D , BC 时 ,直线 对 AD, BC 与 直线 PQ 相交 于 同一 点 0， 
设 点 Q 的 横 坐 标 为 xo, 则 xo 是 方程 @ 的 两 个 相等 实 根 .由 根 与 系数 关系 ,得 


2 2am + k 
QQ a+A(ki - k)(k, - k) 
2 


x2 = am +n 
Q ` a+A(k,- k)(k, — k) 


xg am? + n 
把 y = kx 代 人 抛物 线 方程 ,得 
ax? — (2am + k)z + am + n = 0 
此 方程 的 两 个 根 就 是 直线 PQ 与 抛物 线 两 个 交点 上 ,FF 的 横 坐 标 xp, xr. 由 根 与 
系数 关系 ,得 


am + k am? + n 
XE + xz = s XEXF = a 
因此 工 + 二 attr . 2em +k 
XE xF XEXF am + n 
即 141. 1 2 
xg XF xg 
1 1 1 l 1 1 1 
从 而 十 = + =: (==) 
PE PF Vi+tR.xe Vltk-ap Vi+tR %E “F 
= 
故 PE * PF ` PQ 
LL O E 22. 
O 同型 可 证 :让 + 本 = QP 


注 “ 1. 上 述 式 中 的 PE,PF,PQ,QE,QF,QP 均 为 有 向 线段 的 数值 . 
2. 上 述 定理 即 为 下 述 结论 的 推广 :在 完全 四 边 形 ABCDEF 中 ,顶点 B, C, E, FUARA 
FE 0, 则 圆 0 的 两 段 弧 调 和 分 割 对 角 线 4D. 
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定理 1 过 椭圆 外 一 点 书 作 椭圆 的 切线 Po , PR,0,R 是 切 点 , 则 点 P 关 于 
QF, RF, 的 视角 相等 , Fi( F,) 关于 PO, PR 的 视角 相等 ,其 中 Fi, F, 是 椭圆 的 
焦点 .0 

证 明 ”如 图 10.11. 设 关于 PQ 的 对 称 点 为 严 ， 
Fi 关于 PR 的 对 称 点 为 严 ?, 根 据 椭 圆 的 光学 性 质 , Fi, 

R, F' 共 线 , Fa, Q, F HR, F IF, = FF = 2a, 又 Fi 
PF, = PF',, PF, = PF',, 则 
AF,DF', Á F' Ph, 


即 Z F PF”, = Z F' PF, 图 10.11 
从 而 ZF, PF', = Z F; PF', 
即 有 Z QPF, = Z F,PR 


即 点 P 关于 QF, RF, 的 视角 相等 ,又 由 
AF, PF, A F' PF; 


得 Z PF',R = Z PF,Q 
而 Z PF,R = Z PF',R 
则 Z PFQ = Z PF,R 


BI F, 对 PO, PR 的 视角 相等 , 同 理 F, 对 PQ, PR 的 视角 也 相等 . 

类 似 于 定理 1 的 证 明 可 得 : 

定理 2 若 PQ ,PR 是 双 曲 线 的 切线 ,0Q,R 是 切 
点 , Fi, 是 焦点 , 则 点 P X: + F, Q, F, R 的 视角 相 
等 , Fi( F2) 关于 PQ, PR 的 视角 互补 ,如 图 10.12 所 
75. 

定理 3 PQ,PR 是 抛物 线 的 切线 ,0,R 为 切 
点 ,下 是 焦点 ,过 书 引 主轴 正 向 的 平行 线 P7, 则 F% 10.12 
于 PQ , PR 的 视角 相等 ,已 关于 FQ , TP 的 视角 相等 ,如 图 10.13 所 示 . 


注 ”如 上 定理 是 由 如 下 命题 推广 而 来 . 
命题 ”如 图 10.14, 从 圆 0 外 一 点 P 引 圆 的 两 切线 PO, PR, Q, REIA MA 0 关于 
PQ, PR 的 视角 相等 ,点 P KF OQ, OR 的 视角 相等 . 


O 张 金 仁 . 圆 的 一 个 切线 性 质 在 圆锥 曲线 上 的 推广 [J] .中 学 数学 (苏州 ),1996(11);20. 
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图 10.13 图 10.14 
党 圆锥 曲线 切线 与 中 点 的 问题 


定理 1 如 图 10.15， AB EW + 5; y% = 1 的 长 
( 短 ) 轴 ,4C 切 椭圆 于 4, BC 交 椭 圆 于 P, PD 切 椭圆 于 
已 交 4C 于 D, 则 D E: AC 的 中 点 .0 
证 明 BUA P(m,n), 则 切线 PD in 
b?mx + a2ny = a2b2 


(x-a) © 


z = m ” a 
切线 AC 的 方程 为 
“=-e @ 
联 立 @,@, 可 得 C(- a 2t), Ai AC 中 点 的 坐标 为 (- att). 
联 立 0,@, 可 得 D(- a, etm), 
又 b2m2 + azn2 = a°b?, Bp 
2n? 


P= < @ 


a -m 


FI @ /& A DHR, nj 8 D(- 的 
所 以 ,D 是 4C 的 中 点 . 


注 ”如 上 定理 是 如 下 问题 的 推广 . 
贺 中 定理 48 是 圆 0 的 直径 ,4C 切 圆 0 于 4, BC 交 圆 0 于 P, PD IRO + P 32 AC + 


O 周建华 . 圆 上 的 几 个 结论 在 椭圆 上 的 推广 [本 .数学 通报 ,2003(6) :16-17. 


a 


DD, 则 D E: AC 的 中 点 . 

定理 2 MA0. AMA + G = 1 的 长 ( 短 ) 轴 
AB 的 端点 4,B 分 别 引 切线 4M, BN,P 是 椭圆 上 异 于 4， 
B 的 任意 一 点 ,过 点 P 引 椭 加 的 切线 CD 分 别 交 AM , BN 
于 C 和 D,AD 和 BC 相交 于 Q,P0Q 交 AB 于 K, 则 Q 是 PK 


的 中 点 . 
证 明 设 P(m,n),C(xc,yc), D(xp, yp), Q( xo, 


yo). 
切线 CD 的 方程 为 
b2mx + a?2ny = a?b? 
切线 AM 的 方程 为 
x=-a 
切线 BN 的 方程 为 
x=a 
联 立 中 ,@, 得 
asiaa ab? + mb? 
Ú an 
联 立 中 ,@@ 得 
ab? _ mb? 
xp = a,yp = sn 
所 以 ,直线 BC 的 方程 为 
2 2 
y = - 三 (x-a) @ 
直线 AD 的 方程 为 
2 
ya SL S m (x +a) © 
联 立 @,@,# 
2⁄2. 2 
xg = m , yg = — m) @ 
Xm + 可 = 1, 即 
m2 = a2 - < @ 


E ORA @,#8 


[x ) g 3 Ora — 3 Z a "g 


NO 
ON 


in B RERS => =ida 


才 
Ta 


n 何 


w 宝 


由 上 可 知 , PK | 4B, 且 0 是 PK 的 中 点 . 


2 
) 定理 3 如 图 10.17, 过 双 曲 线 2; - 


5 = 1 实 轴 


AB 的 端点 4,B 分 别 引 切线 AM, BN , P 是 双 曲 线 右 支 
上 异 于 顶点 4 的 任意 一 点 ,过 P 引 双 曲 线 右 支 的 切线 
PD 分 别 交 AM 于 C,BN + D , BC 与 DA 相交 于 0,PO 
ZX x MFK, I Q 是 PK 的 中 点 . 

证 明 ”如 图 10.17, 设 P(m,n),C(xc,yc)， 


D(xp, yp), Q( xo, yo). 


切线 PD 的 方程 为 
b?mx 一 a2ny = ab? 
切线 AM 的 方程 为 
X =a 
切线 BN 的 方程 为 
x=-a 
联 立 中 ,@) ,得 
mb? — ab? 
xc = @,yc = an 
联 立 四 ,@, 得 
mb? + ab? 
xp =- G,yp =- an 
所 以 , BC 的 方程 为 
mb? 一 
y= 2a? (x + a) 
直线 DA 的 方程 为 
rA mb? + ab (x a ) 
Y= 2a? k 
联 立 图, 名 ,得 
2 
ro = mye = Pn 
2 # 
X” s % = 1, BD 
m? = a? p ER 


把 @ 代 入 @, 得 yo = 号 


© 


© 


Ce = _ 


由 上 可 知 , PK | x 轴 , 且 0 是 PK 的 中 点 . 

定理 4 P 是 抛物 线 y* = 2px(p > 0) ERTILA O 的 任意 一 点 ,过 P 引 
抛物 线 的 切线 PA 与 y 轴 相 交 于 4 ,过 P 引 x MWER PK Xx 轴 于 天 ,过 4 作 x 
轴 的 平行 线 40, AQ 交 PK FQN Q 是 PK 的 中 点 . 

此 定理 的 证 明 类 似 于 定理 3 的 证 明 ( 略 ). 


注 ”上 述 三 定理 是 如 下 问题 的 推广 . 

圆 中 定理 ”PP 是 圆 0 上 任意 一 点 , 4B 是 直径 ,过 4 和 8 各 作 圆 的 切线 ,分 别 与 过 点 的 
切线 相交 于 C 和 DD,AD 和 BC 相交 于 0Q,PQ 交 4B 于 K, 则 Q 是 PK 的 中 点 . 

定理 5 ”如 图 10. 18, 过 椭圆 


n LEERT, © 
上 任意 一 点 已 作 它 的 切线 ,与 
+ý © 


相交 于 4 和 B, 则 已 是 弦 48 的 中 点 . 
证 明 设 P(m,n),A(x4, ya), B(xp, yp). 
当 P 是 顶点 时 ,结论 显然 成 立 . 
当 P 不 是 顶点 时 ,切线 AB 的 方程 为 
b2mx + a2ny = 和 2a202 
即 ra à?a?b? _ b? mx @ 


an 


把 @ 代入 O, 33848 


(b2m2 + a2n2)x2 ~ 212a252mx + Atab? _ atn? = 0 


xa + Xp À2a2b2m 
则 有 = j 
x bm? + an = Aab? © 
E G (ç A @ 48 
Xa + XB = 
— = 
212a282 _ b?m(x ) 2a? b? 2 m? 
A + XB 2A’a’b” - 2b“m 
YA + yp = ` dn = an © 


把 @ 代入 @ ,整理 得 


Ya + ya _ 
2 = 


即 弦 AB 的 中 点 坐标 为 (m,n). 


(w) onOne a= m === 


NO 
AN 


Hir B msnm Š =r— Eda 


二 
dl 


A/A 


所 以 ,P 是 弦 48B 的 中 点 .证 毕 . 
为 了 叙述 方便 ,给 出 两 个 定义 :0 
定义 1 对 称 轴 相 同 ,离心 率 相等 的 双 曲 线 


2 


Q 2 > 1 (I) 
2 2 
和 Ta Ta = hA’! (H) 


叫做 同 轴 等 率 双 曲 线 , 称 ( 工 ) 为 内 双 曲 线 ,( 荆 ) 为 外 双 曲 线 . 

定义 2 对称 轴 和 开口 方向 都 相同 的 抛物 线 

y = 2px (HI) 

和 和 = 2p(x — a),p > 0,a > 0 (N) 
叫做 同 轴 同 开 抛物 线 , 称 ( 亚 ) 为 外 抛物 线 ,(K ) 为 内 抛物 线 . 

定理 6 “过 同 轴 等 率 双 曲线 的 外 双 曲 线 ( 工 ) 右 支 上 任意 一 点 已 作 外 双 曲 
线 的 切线 ,与 内 双 曲 线 ( 工 ) 右 支 相交 于 4 和 8B8, 则 已 是 弦 4B 的 中 点 . 

证 明 (图 略 ) 设 P(m,n),A(x4, ya), B(xs, ya). 

当 P 是 顶点 时 ,结论 显然 成 立 . 

34 P 不 是 顶点 时 ,切线 AB 的 方程 为 

b2mx —- a?ny = A2a252 

即 ug b2 mx qaae D 

把 @@ 代 入 (了 工 ) ,整理 得 


(a?n? - b2m2)x2 + 212a252mx - Atatb2 — atn? = 0 


2X4 + x à?a?b? 
则 有 人 © 
x bm? - an? = A2a2b52 @ 
ORA Q ,48 
Xa + Xg e 
2 
PERT b?m( xa + xg) — 2à?a?b?  2b?m? — 2A?a?b? @ 
4 B = 2 T 2 
a'n a'n 
把 @ 代入 图 ,整理 得 
YA + yB 
2 =n 


即 弦 AB 的 中 点 坐标 为 (m,n), 所 以 ,P 是 弦 4B 的 中 点 . 


人 周建华 . 圆 上 的 两 个 结论 的 再 推广 [ 丰 . 数 学 通讯 ,2004(13) :25-26 . 


Treasure Geometry 


定理 7 如 图 10. 19, 过 同 轴 同 开 抛物 线 的 内 抛物 线 
(N) 上 任意 一 点 己 作 内 抛物 线 的 切线 ,与 外 抛物 线 ( 亚 ) 
相交 于 4 和 8B, 则 P EZ AB 的 中 点 . 

此 定理 的 证 明 类 似 于 定理 6 的 证 明 ( 证 略 ). 


Ë ”上 述 三 定理 是 下 述 问题 的 推广 . 
贺 中 定理 ”过 同心 圆 中 的 小 圆 上 任意 一 点 P 作 小 圆 的 切线 

与 大 圆 相交 于 4 和 8B, 则 P IEX AB 的 中 点 . 
定理 8 如 图 10.20, 椭 圆 


b 、> 
2 (y- 2) 
G \2 bn š 由 
(y (3) 
内 切 椭圆 
TEET © 


把 @ 代入 O, 63848 
(b? + a2k2)x2 + a2k(2ak -bb)x+askok - b) = O 
As = (a2k(2ak - b))2 - 4a2k(b2 + a2k2)(ak - b) = 
a3b?2k(4b — 3ak) = 0 
WE k = $È, R k = 0( 舍 去 ), 所 以 切线 AE 的 方程 是 


y = lata) 


H @@ 可 得 
Ds a2k(2ak — b) 
EO b+ a 
a? $6(20 a =h) 2a 
所 以 人 


Ab? + a2 (45 2) 


4b, 2a 4b 
A 


图 10.20 
F C, 过 椭圆 @ 的 长 ( 短 ) 轴 AB 的 端点 4 引 椭圆 @ 的 切线 AE LAO 于 F, 
BF Z EC 于 N, 则 WN 是 EC 的 中 点 . 
证 明 设 E(xg,Yys), 切 线 AE 的 斜率 为 k, 则 切线 AE 的 方程 为 
y =- k(x+a) 
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[xx )'g 3 o — 3 = == =— =" 


NO 
ON 
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几 何 A = 


从 而 , 易 得 EC 的 中 点 坐标 (- 2,28), 

¿ Ta 24b 
KO, O, F- pr 
所 以 ,直线 BF 的 方程 为 


y=- AE 一 a) @ 
因为 EC 的 中 点 坐标 (- 2,10) 满足 @ ,所 以 N 就 是 EC 的 中 点 . 


iË ”上 述 定理 如 下 问题 的 推广 . 

圆 中 的 定理 。 如 图 10.21, 在 直径 为 AB 的 半圆 中 ， 
半径 CO | AB 于 0, 以 0C 为 直径 作 圆 01 ,4 已 切 圆 0; 于 
E,AE 交 半 圆 于 F, 交 OC 的 延长 线 于 D,BF 交 0D 于 M， 
交 CE 于 N, 则 N Æ CE 的 中 点 . 


党 圆锥 曲线 非 直径 弦 的 一 些 性 质 


图 10.21 


定理 1 PQ 是 椭圆 的 非 直径 弦 ( 不 过 中 心 的 弦 ) ,4 ,4? 为 椭圆 长 轴 上 两 顶 
点 ,A1P 和 420 相交 于 点 M,42P AA Q 相交 于 点 NN, 则 MN L ALA. 


y 
证 明 ”如 图 10.22, 设 机 图 方程 为 气 + 好 = 1, 


P( acos a,bsin a), Q(acos B,bsin 8), 则 直线 41P， 
420 的 方程 分 别 为 


bsin a 
y= pe DN +a) D 
—bsin Ë (ya) @ 


Y = a(cos B - 1) 
由 O,@ 解 得 点 M 的 横 坐 标 为 


e +B 
: . ; acos 
m" a(sin(a + 8) — sin a + sin 0) _ 2 © 
M = sina + sin £ -sin(a - 8) `” cos 二 有 
2 
同 理 可 求 得 点 的 横 坐 标 为 


Q@@” 熊 光 汉 , 谢 东 银 .一 道 几何 题 的 引申 [中 .数学 通报 ,2003(5):26-27. 


故 MN | Aid2. 
如 果 PQ 经 过 焦点 F(c,0), 则 有 
bsina _ bsin 8 


acosa — c ` acos 8 — c 


s B, tze s +B; 88 


Bp asin cos = ccos 


HF sin 人 = 0, 因 此 


将 之 代入 加 中 有 xu = zn = 对 ,于 是 有 

推论 PO ERARA F 的 弦 , 41, A: 为 椭圆 长 轴 上 的 两 顶点 ,41P 和 
420 ZFA M,A P 和 410 相交 于 点 入 , 则 直线 MN 是 椭圆 的 准 线 . 

定理 2 PQ 是 双 曲 线 的 非 直径 弦 A,A: 为 双 曲 线 实 轴 上 两 顶点 ,A1P 和 
420 交 于 点 及 ,42P 和 410 交 于 点 N, 则 MN L 4142. 


证 明 ”如 图 10.23, 设 双 曲 线 的 方程 为 荡 - 


£ =1, P(asec a, btan a), Q(asec B, btan B), 则 直 


线 AP, AQ iige 


y = 


De +a) 


btan 
a(seca +1 
aE E D: = a) 
解 得 AP 和 420 的 交点 M 的 横 坐 标 为 
acos >E 


w= ati 
2 


cos 


同 理 可 求 得 410 ll A; P 的 交点 N 的 横 坐 标 为 


NO 
ON 


[x ) g aS — 3 Z= = = m— = 


ishpa B mam =a 


C e a+ 
由 点 MSAN 的 横 坐 标 相同 知 MN | AA. 

推论 PQ 是 过 双 曲 线 焦点 的 一 条 弦 ,41 ,4; 是 双 曲 线 实 轴 上 两 顶点 , A P 
与 420 FA M,A Q 与 42P 相交 于 N, 则 MN 为 双 曲 线 的 准 线 ， 

因为 对 称 轴 的 无 穷 远 处 可 视 为 抛物 线 的 另 一 虚拟 顶点 ,所 以 另 一 顶点 ( 虚 
W) 与 抛物 线 的 弱 的 端点 的 连 线 , 可 视 为 与 对 称 轴 平 行 的 直线 ,于 是 有 

定理 3 PQ 是 不 过 抛物 线 顶 点 O 的 任 一 蓄 , 过 P , Q 分 别 作 抛物 线 对 称 轴 
的 平行 线 , 交 OP, 00 于 点 M,N, 则 MN 垂直 于 抛物 线 的 对 称 轴 . 

证 明 如 图 10.24, 设 抛物 线 的 方程 为 ” = 2px y 
(p >0),P(2ptf,2pt1),Q(2p 弛 ,2pt2) , 则 直线 OP 的 方 


程 为 y = Ta HR MQ 的 方程 为 y = 2ptz. 消去 y, 解 得 


点 M 的 横 坐标 为 
xy = 2ptlt2 (*) 
同 理 可 求 得 点 N 的 横 坐 标 为 xw = 2ptit,. 图 10.24 
从 而 知 MN 垂直 于 抛物 线 的 对 称 轴 . 
如 果 PQ 是 抛物 线 的 焦点 弦 , 则 P, F, Q 三 点 共 线 ,从 而 有 
2ptı _ _2ph 


2pt? — $ 2pt2 — > 


化 简 得 45t = - 1, 代 入 上 面 证 明 中 的 ( * ) 中 有 xw = ay = - 号, 于 是 有 


推论 PQ 是 抛物 线 的 焦点 弦 , 0 为 抛物 线 的 顶点 ,过 P,0 分 别 作 抛物 线 
对 称 轴 的 平行 线 , 交 OP,0Q T M N ,W| MN 为 抛物 线 的 准 线 . 


注 ”以 上 定理 是 由 如 下 结论 推广 而 来 的 . 

命题 PQ 是 以 48B 为 直径 的 圆 0 中 的 一 条 非 直径 弦 , 联 结 PA, BQ 的 直线 相交 于 点 M, 
联结 BP,AQ 相交 于 点 NN, 则 MN | 4B ,如 图 10.25 所 示 . 

证 明 RAZ MN 22 AB 于 点 天 .由 AB 是 圆 0 的 直径 , P,0 在 圆 0 上 知 

Z MPN = 人 MON = 90P 
所 以 P, M, Q, N 是 四 点 共 圆 .从 而 
LQOMN = Z QPN 

即 LBMK = Z QPB 

又 因为 人 QPB = 了 048, 所 以 


Treasure "N Ceometry 


NO 
ON 


LBMK = Z QAB 
由 Z AQB = 90 , 知 P 
Z QAB + Z QBK = 90P 7 
所 以 Z BMK + /QBK = XP H 
Bp Z BMK + Z MBK = XP $ 
所 以 Z MKB = 90P, 故 MN L AB. k 
J 
O 
党 圆锥 曲线 的 费 马 分 割 问题 Š 
T 
D 
L 
a P x 
定理 1 如 图 10.26, Wiz + 2 = l(a > b > 0), 
A(- a,0),B(a,0), 以 4B 为 一 边 作 矩形 4BCD , B. AD = 
v20 ,已 为 椭圆 上 任 一 点 ,直线 PC, PD 与 4B 所 在 直线 交 @ 


+E,F,Ú AE? + BF? = AB?.O 
证 明 Z P(acos 0,bsin 0), Cla, - V20)， 


D(- a, -V26), 故 直线 PC , PD 的 方程 分 别 为 图 10.26 
S bsin 0 + V2b V2cos 0 + sin 0 , 
= acos0-—a ”  — cos@-1 
bsin 0 + /2b V2cos 0 - sin 0 
= —— ——  - ——rym[HDb 
acos 0 + a cos 0 + 1 
2cos 0 + sin 0 V2cos 0 — sin 0 
| E(— L = a ,0), FE —a ,0 
M sin 0 + /2 AOS sin 0 + 92 á,0) 
所 以 
V2cos 0 + sin 0 V2cos 0 — sin 0 
AE? + BF? = (- a - Y29990 2 ay _Y2ecoe 0 — em 73)? = 
4 te sin 0 +V2 ke sin 0 +V2 s 
2sin 0 + YZ2cos 0 +V2.2 2 /2sin 0 — /2cos 0 +422 2 
Va +( = a i 
sin 0 +V2 sin 0 +V2 


2(2sin 0 + /2)2 + 4co20 2 _ 
(sin 0 + /2)2 


8sin20 + 8V2sin 0 + 4 + 4cos20 2» 
a = 
(sin 0 +42% 


4sin20 + 8V2sin 0 + 82 = 
(sin 0 + /2)° 


D 华 漫 天 . 费 马 问题 在 圆锥 曲线 中 的 推广 [中 .数学 通报 ,2006(1):59-60. 


NO 

ON 
= 
3 
3# 
H 


4(sin 0 +⁄/2)2 a 


(sin 0 +42)? s 


4a? = AB? 
H 证 毕 . E 
z 定理 2 如 图 10.27, 忆 为 双 曲线 二 -43 = 1 上 一 
š 点 ,C(0,5),D(0, - b), LA CD 39—jBfEFJE ABCD, 
A 使 AD = J2a, HR PD , PC 分 别 与 4B 所 在 的 直线 交 
条 | 于 E,F, 则 AE? + BF = AB2. 
= U 6 P(asec 0, btan 9), 易 得 直线 PC, PD 
(F) 的 方程 分 别 为 
btan 0 — b 
"Sp SS apos u b 
@ ja btan 0 + b SA 


取 x = J2a 8 FW2a,J2b(sin 0 - cos 0) + b),E(Y2a, V2b(sin 0 + 
cos 0) - b), 而 AW2a, - b), BW2a, b), PRVA 

AE? + BF? = 2b2(sin 0 + cos 0)? + 2b2(sin 0 - cos 0)? = 4b? = AB? 

定理 3 ”如 图 10.28, P 为 抛物 线 y = 2px 上 
一 点 ,C(p,0),D(- p,0), 以 CD 为 一 边 作 和 矩形 
ABCD ,使 4D = V2p ,直线 PD , PC 分 别 与 4B 所 在 
的 直线 交 于 E,F, 则 AE? - BF = AB?. 

WRA 令 P(2pt?,2pt), 由 Cl(p,0) 得 直线 PC 
的 方程 为 


y —2pt _ _ 2pt 
x-—2p 2p?-p 


取 y =- V3p, 得 F(= 2 十 + p，- òp). 同 理 


er =s - p, -V2p). 
又 4(- p, -V2p),B(p, -V2p), 故 4 B 


2 p2 
AE? _ BF? = (C sy s (ma sy = 4p? = AB? 


注 ”如 上 定理 是 如 下 问题 的 推广 . 
费 马 分 割 问题 ”如 图 10.29, 在 线段 45 的 一 侧 ,以 4B 为 直径 图 10.29 
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ON 

作 半 圆 ,在 另 一 侧 ,以 AB 为 一 边 作 长 方形 4BCD, 高 AD 等 于 图 内 接 正方 形 的 边 长 , 即 人 .如 
果 从 半圆 上 任 -一点 P, 作 PC, PD ,分别 交 AB 于 E,F, 那 么 AE? + BF? = AB? w 
H 
党 圆 锥 曲线 中 的 卡 诺 定 理 了 
卡 诺 定理 1 (1)2 ABC 各 顶点 均 不 在 圆锥 曲线 厂 上 . 若 OABC 各 边 AB, Š 
BC, CA( 或 其 延长 线 ) 各 与 圆锥 曲线 P 相交 于 两 点 ,分 别 为 Pis Pi, Pa, P'a, a 
P3, P's 则 有 O@ 工 
AP, AP' BP, BP', CP}, CP, 2 

PB PIB P.C PC PA PA”! (*) 

(2) ##E A ABC KH AB, BC, C4( 或 其 延长 线 上 ) 各 取 异 于 三 角形 顶点 的 

两 点 ,分 别 为 Pi, Pi1, P2, P', P,P's, 它 们 满足 式 ( x ) , 则 此 六 点 一 定 同 在 一 @ 


圆锥 曲线 上 . 
证 明 ”如 图 10.30,(1) E: A(xi,yi), B(x2,y2), C(zə, 
y3), AB 所 在 直线 的 参数 方程 为 


2X1 + Àx 
1+ 和 (4 为 参数 A 2 1) 
_ i+ Ày 
Y= +à 
圆锥 曲线 T' 的 方程 为 


F(x,y) = Ax? + Bxy + C? + Dx + Ey + F = 0 
将 直线 的 参数 方程 代 人 上 式 并 整理 化 简 ,得 
(Ax2 + Bxayz + Cy2 + Dx, + Ey, + F)2A2 + 


2( Axi1x2 + Pay + x271) + Cyiy2 + 


HE + x2) + Eoy + y2) + F)À + 


(Axî + Bxiyi + Cyf + Dx + Ey, + F) = O 
Bp F(x>,y2)À2 + CU(xzlyyiyx2yy2)A + FP(xi,yi) = O 
又 直线 AB 与 曲线 矿 交 于 两 点 Pi, P'1, 所 以 上 面 关 于 4 的 二 次 方程 必 有 两 
个 根 A A E ài A 分 别 是 Pi, P 分 有 向 线段 AB 所 成 的 比 . 


与 圆锥 曲线 的 一 个 定理 及 应 用 []] .数学 通报 ,1994(2) :21-23. 
若干 应 用 [可 .中 学 数学 (苏州 ),1994(9):11-12. 
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由 韦 达 定理 ,得 
F(xi, y1) 
Are A'i = Fanya) 
也 就 是 
AP, AP' F(xi,y1) 
P,B ` PB ” F(x2,y2) 
同 理 可 得 


BP, BP', _ F(x2,y2) CP, CP', F(x3,y3) 
PC P',C ` F(x3,y3) PA P'jA ` F(xi,yi) 

以 上 三 式 相 乘 , 便 得 式 ( * ). 

(2) 若 在 人 4BC 的 各 边 4B , BC, C4( 或 其 延长 线 上 ) 各 取 异 于 顶点 的 两 点 ， 
分 别 是 P, P'i, P,P'2, P3, P'3, 且 它们 满足 式 ( x ). 

显然 上 述 六 点 中 任何 三 点 不 共 线 ,不 妨 选 其 中 五 点 Pi, Pi, P2, P';, P3, WI] 
它们 一 定 确定 一 圆锥 曲线 r”, I” 与 C4 所 在 直线 交 于 P，,P 两 点 .由 (1) 的 证 
BH ,得 


AP, AP BP; , BP 2 .CPs .CP 


PIB PB ` P,C ` P',C PA ` PA = 


得 CP3 _ CP ; 
比较 上 式 与 式 ( * ) pA 三 per SP 重合 . 


由 上 述 定理 可 得 下 列 推论 ; 
推论 1 设 和 人 4BC 的 三 条 1 
边 AB, BC, C4( 或 其 延长 线 ) 与 C 
一 条 圆锥 曲线 分 别 相 切 于 P, 
Q, R, WA 10.31 所 示 , 则 AQ, 了 
BR, CP 三 直线 共 点 或 互相 平 P ° 
行 . (a) (b) 
证 明 ”曲线 的 切线 是 割 图 10.31 
线 的 特例 , 故 由 卡 诺 定理 可 知 


Cal o =s 


QC 
AP BQ CR _ 
则 PB ` QC RAF”! 
PA. QB RC _ 
B PB ` QC RA ` l 


于 是 ,由 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 可 知 ,40,BR, CP 三 直线 共 点 或 互相 平行 . 
推论 2 设 人 4BC 的 三 条 边 4B,BC,CA( 或 其 延长 线 ) 与 一 条 圆锥 曲线 分 


别 相交 于 P 与 P,Q 与 0',R 与 R'. 若 AQ, BR, CP 三 直线 共 点 , 则 40' ,BR' ， 
CP' 三 直线 共 点 或 互相 平行 . 
证 明 ”由 卡 诺 定理 可 知 
(4E , AP (BO , BO CE. CR) | 


PB P'B’ QC ` Q'C’\RA ` R'A 
依 题 设 条 件 ,4Q , BR, CP 三 直线 共 点 ,所 以 有 
PA.0B.RC_ 1 
PB ` QC ` RA ~T 
将 此 式 代入 前 式 ,可 得 
P4.08.RC__ 1 
PB QC R'A ` 


TE 3E RAE EBBUIOEEERI SI, AQ , BR' , CP' 三 直线 共 点 或 互相 平行 . 
推论 3 ” 设 全 48BC 的 三 条 边 4B , BC, C4( 或 其 延长 线 ) 与 一 条 圆锥 曲线 分 
别 相交 于 P 5 P,Q 与 0' , 尼 与 尺 , 如 图 10.32 所 示 . 若 4P = P'B,CR = R'A, 


Mj BQ = Q'C. 

证 明 由 卡 诺 定理 可 知 A 

PB ` P'B’\QC ` Q'C) RA ` R'A Ap 
依 题 设 AP = P'B,CR = R'A, 可 知 Z 
AP' = PB,CR' = RA 8 Qg 
代 人 上 式 就 得 图 10.32 
BQO: BQ' = QC- Q'C 

则 BQ(BQ + QQ') = (QQ' + Q'C)Q'C 
即 (BQ - Q'C)(BQ + QQ' + Q'C) = O 
亦 即 BQ - Q'C = 0 
所 以 BQ = Q'C 

由 这 个 命题 显然 可 得 


推论 4 设 公 4BC 的 三 条 边 4B, BC, C4 与 一 条 圆锥 曲线 分 别 相 切 于 已, 0， 
R,# AP = PB,CR = RA, 则 BQ = QC. 

推论 5 i OABC 的 三 条 边 AB, BC, C4( 或 其 延长 
线 ) 与 一 条 圆锥 曲线 分 别 相 切 于 已 ,相交 于 Q 与 0' , 相 切 
+ R, mÆ 10.33 所 示 , 则 PR 与 BC 平行 的 充 要 条 件 是 
BQ = Q'C. 

证 明 ” 先 证 条 件 的 充分 性 .由 卡 诺 定 理 可 知 


(x) g 3 S — 3 Z= = = m — = 
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PB’ “QC 0C RA | 

依 题 设 BO = Q'C, 所 以 BQ' = QC ,代入 上 式 就 得 
AP CR AP AR 


PB ` RA " |> PB "° RC 
由 此 可 知 , PR // BC. 这 就 证 明了 条 件 的 充分 性 . 
仿 上 逆 推 , 便 可 证 明 条 件 的 必要 性 .这 里 不 效 述 . 
由 这 个 命题 显然 可 得 
推论 6 设 人 4BC 的 三 条 边 4B , BC， CA( 或 其 延长 线 ) 与 一 条 圆锥 曲线 分 
别 相 切 于 P,Q,R, 则 PR 与 BC 平行 的 充 要 条 件 是 BQ = QC. 
推论 7 V A ABC 的 三 条 边 4B8 , BC,C4( 或 其 延长 
线 ) 与 一 条 圆锥 曲线 分 别 相交 于 已 与 已 ,CQ 与 @ ,R 5R 
如 图 10.34 所 示 . 若 PR // BC, QP' // C4, 则 RQ' / AB. 
证 明 ”由 卡 诺 定理 可 知 
AP AP' (BO . BQ'y(CR . CR ) t 


(pp ` P'B) QC ` Q'C RA R'A 
依 题 设 PR // BC,QP' / C4 ,可 知 
AP _ 4R BQ _ QC 
PB ` R'C'BP' ` P'A 


代入 上 式 就 得 
BQ .CR _ | 
Q'C RA ` 
CR _ CO 
BD RA ` 0'B 


由 此 可 知 RQ' // AB. 
推论 8 fE A ABC 中 , 设 内 角 4 之 三 等 分 角 线 交 对 边 于 41,4'1, 内 角 B 之 
三 等 分 线 交 对 边 于 B1,B'1, 内 和 角 C 之 三 等 分 角 线 交 对 边 于 C1,C'1, 则 AA 
Bi, B'i, Ci, C’: 等 六 点 在 同一 圆锥 曲线 上 . 
证 明 “如 图 10.35, 由 全 4B41, 人 441C 的 高 相等 , 则 


有 
BA, Sama, _ AB- AAisina _ AB, sina 
AC Samce = AA, ° ACsin2a AC sin2a 
BA: . 
同 理 有 1 _ AB . sin2a 


AC AC sina 
上 述 两 式 相 乘 ,得 


Ce — 


Bar S . By 
AIC ` A'IC = `AC 


同 理 , 可 得 
ACi ACi - (AC CB. CE, - (CB 
CB CB ` `CB''BAA B'A ` AB 
上 面 三 式 相 乘 ,得 
AG. .4C1 BA. BA, CB, .CI 。 
CB CB AC A'C BA B'A” 
由 卡 诺 定 理 得 ,点 A1,h'1,B1,B'1, C1,C'! 六 点 在 同一 圆锥 曲线 上 . 
推论 9 如 图 10.36, 四 边 形 ABCD 是 椭圆 卫 的 外 切 
四 边 形 , 切 点 分 别 为 Pi, P2, P3, P4, 则 三 条 直线 P, P,, 
P,Ps, BD 互相 平行 或 者 共 点 . 
证 明 RER DB AMAT 交 于 P,P, 两 点 ,在 4 
A ADB 和 ABCD 中 分 别 根据 卡 诺 定理 ,得 
an j. BP; BPs 
PsD ` PeD 
ER j2. E j. DPs . TE 


P;B ` P;B = 
上 面 两 式 相 乘 ,得 


_ 


BP. 
CIPCA SI 


由 于 Pi, P2, Ps, P4 Rusu sunan , 故 有 


一 .一 一 .一 .一 4 -1 (* x) 


(1) # DB // P, P, WI 


CP, 2 Dy n 


AP, _ AP, 
P IB ` PD 
由 式 (* * ) 得 
CP, _ CP, 
PsD ` P,B' 
即 P,P; ] AB 
(2) # DB 与 PiP4 交 于 MM, 由 (1) 可 见 P, Ps DB 不 平行 , 设 P, P, 与 DB 
3 M'. 
在 人 4D8 与 ABCD 中 分 别 由 梅 涅 劳 斯 定理 得 
AP, . BM . DP, _ BP, i CP, DM' 


‚5 =l 


PIB MD ` xA ” ` 'P,C PD MB ` 


S 
Z 


ON 


(x) pap — aZ = = x — = 


NO = 


TERS | 


上 面 两 式 相 乘 ,并 利用 式 ( * * ) WEM = D BD M 与 Mr 重合 
故 PiPy, BD, P, Ps 三 线 共 点 . 
我 们 还 可 以 进一步 利用 式 ( < * ) 证 明 下 面 结论 (证 略 ); 四 边 形 ABCD 和 四 
边 形 P, P, Ps P, 的 对 角 线 ,四 线 共 点 . 
我 们 还 可 将 三 角形 推广 为 多 边 形 有 结论 : 
定理 2 ” 若 多 边 形 414，… A. 各 顶点 均 不 在 圆锥 曲线 厂 上 , 若 各 边 AA 
(i = L 2" HiB Any = A1) 或 其 延长 线 与 r ZTA P, P: 则 有 
AP, AP; 
=1 PA, i P'Ais! 
此 定理 的 证 法 与 定理 1 证 法 类 似 ( 略 ). 
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1979 年 诺 贝尔 (Nobel) 物 理学 奖 得 主 温 尼 伯 格 指出 : 
“人 们 持久 的 希望 之 一 就 是 ,找到 几 条 简单 而 普遍 的 规 
律 ,来 解释 具有 其 所 有 表面 上 的 复杂 性 和 多 样 性 的 自然 
为 什么 会 如 此 .” 

在 所 有 科学 的 形式 上 只 有 几何 特别 是 平面 几何 具有 
这 样 的 特质 ,用 极 少 的 几 条 公理 推演 出 一 个 变化 万 千 的 
几何 世界 .有 人 说 徐光启 的 “几何 ”一 词 汉 语 的 定式 翻译 
是 不 够 好 的 ,不 是 圆满 的 译 法 , 它 失去 了 神 性 “几何 "一 
词 ,汉语 指 意 为 事物 数字 意义 上 的 多 少 , 用 于 反问 句 中 ， 
而 希腊 语 是 指 “ 元 素 "“ 原 理 ", 意 即 我 们 这 个 世界 的 基本 
元 素 、 宇 宙 的 基本 元 素 、 构 建 这 个 宇宙 的 基本 之 因 

一 般 说 来 学 习 平 面 几何 不 需要 从 欧 几 里 得 的 《几何 
原本 ) 读 起 ,正如 梁 文 道 所 言 :“ 科 学 史 的 经 典 是 不 用 读 
的 ,除非 你 专 治 科学 史 . 今 天 的 中 学 生 学 牛顿 力学 ,你 会 
叫 他 去 研究 牛顿 的 原著 吗 ?" 现 代 人 凡事 讲 的 是 有 用 ,而 欧 
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几何 瑰宝 


几 里 得 最 反对 这 一 想法 ,所 以 才 流 传 下 来 一 个 青年 追问 他 几何 学 的 用 处 时 他 叫 
身边 的 奴隶 倒 给 他 三 个 硬币 的 故事 . 

欧 几 里 得 万 万 没有 料 到 ,两 千 多 年 后 的 今天 ,他 当年 想 靠 几何 学 寻找 上 帝 
的 希望 依旧 渺茫 ,世俗 的 应 用 却 大 规模 地 建造 了 人 类 的 物质 文明 ,工业 革命 后 
兴盛 的 人 造物 质 ,几何 学 起 到 了 支撑 性 作用 ,按照 欧 几 里 得 批评 他 那 位 世俗 的 
学 生 的 理想 主义 的 思路 ,近代 社会 ,成 为 几何 学 的 失败 ( 燕 晓 东 语 ) .今天 人 们 喜 
欢 平面 几何 除了 应 付 考试 的 功利 目标 外 ,原因 与 喜欢 电影 相似 .我 们 看 一 看 人 
们 究 意 为 什么 会 喜欢 电影 ? 霍 夫 曼 斯 塔 尔 在 分 析 人 们 喜欢 电影 的 原因 时 , 曾 
说 :个 人 正 越 来 越 难于 理解 形成 现代 世界 (包括 他 自己 的 命运 在 内 ) 的 各 种 力 
量 ,机 械 结构 和 变化 过 程 ,世界 已 变 得 如 此 复杂 ,包括 在 政治 和 其 他 一 切 方面 ， 
以 致 不 再 能 还 原 它 的 本 来 面目 了 ,任何 果 都 仿佛 和 它 的 许多 可 能 的 因 脱 离 了 关 
系 ; 任 何 综合 的 企图 或 再 造 一 个 统一 化 形象 的 企图 都 终归 于 失败 , 面 对 着 种 种 
难以 明确 解释 的 ,因而 是 不 可 控制 的 影响 ,人 们 便 普 遍 产 生 一 种 无 能 为 力 的 感 
觉 .在 我 们 中 间 , 无 疑 有 很 多 人 由 于 无 力 抗拒 这 些 影响 而 深 感 痛苦 (有 人 意识 
到 ,有 人 则 没有 意识 到 这 种 痛苦 ) .于 是 ,我 们 便 想 寻求 补偿 .而 电影 看 来 是 能 暂 
时 使 人 得 到 解脱 的 ,在 电影 院 里 ,一 切 都 在 掌握 之 中 ,在 那里 ,被 现实 打 挎 的 人 
摇身一变 为 创造 万 物 的 主人 .( 齐 格 弗 里 德 . 克 拉 考 尔 .电影 的 本 性 . 邵 牧 君 , 译 . 
北京 :中 国电 影 出 版 社 ,1993.217.) 

同样 的 理由 ,我 们 无 论 是 在 遥远 的 古 希 腊 欧 几 里 得 时 代 , 还 是 在 今天 ,我 们 
对 空间 的 认识 ,对 宇宙 的 理解 ,最 多 也 就 迈 出 了 蚂蚁 般 的 一 小 步 ,用 法 国 数学 
家 ,哲学 家 帕斯卡 的 一 句 话 形容 再 恰当 不 过 了 ,他 说 :在 这 永恒 沉默 的 空间 面 
前 ,我 索索 发 拌 . "而 苏 格 拉 底 和 柏拉图 这 师 徒 俩 之 所 以 怀 着 深厚 的 几何 学 情 
结 ,是 因为 他 们 想 借 这 一 工具 找到 上 帝 . 苏 格拉 底 看 到 ,物质 的 速 朽 性 .无常 性 
使 他 自然 联想 到 身体 ,再 进一步 联想 到 人 的 精神 的 属性 ,这 时 他 看 到 了 几何 学 
的 特别 属性 ,不 受 时 空 的 腐蚀 ,是 永恒 的 、 绝 对 的 ,这 吻合 了 柏拉图 的 绝对 理念 ， 
只 有 上 帝 是 绝对 的 ,于 是 他 们 认为 几何 学 可 以 修筑 通 往 上 帝 的 天 梯 . 所 以 有 人 
说 ,《 几 何 原本 》 与 其 说 是 数学 ,不 如 说 是 描述 宇宙 的 诗歌 之 舞 , 是 一 种 宗教 情 
怀 , 一 种 哲学 ,我 想 也 只 有 上 升 到 如 此 的 高 度 ,才能 理解 , 像 沈 先生 这 样 的 大 家 ， 
几 十 年 如 一 日 , 心 无 旁 玖 专攻 平面 几何 ,以 收集 几何 名 题 为 人 生 乐 事 . i 

数学 家 具有 独特 的 思维 角度 ,比如 经 济 学 中 财富 的 概念 ,亚当 .斯 密 很 推崇 
思想 家 霍 布 斯 对 财富 的 定义 , 霍 布 斯 说 ,财富 就 是 权力 (Wealth is power) ,而 数学 
家 古 诺 在 1838 年 写 了 一 本 《财富 理论 的 数学 原理 》, 美 国 经 济 学 家 欧文 ` 费 雪 把 
它 引 入 到 英语 世界 , 古 诺 说 :什么 是 财富 ,能 卖 出 去 的 就 是 财富 ,有 交换 价值 的 
就 是 财富 ,财富 由 交换 价值 决定 , 跟 劳 动 含量 无 关 , 这 个 世界 上 没有 什么 “真实 
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价值 ,只 有 交换 .从 这 个 意义 上 讲 , 有 人 读 或 者 说 有 人 掏 真 金 白银 买 的 书 是 有 
价值 的 ,而 无 人 问津 的 就 是 无 价值 的 ,所 以 销量 是 衡量 一 本 书 有 价值 与 否 的 一 
个 重要 参数 , 沈 老师 的 书 在 我 室 出 版 之 后 是 既 叫 好 又 叫座 是 名 符 其 实 的 双 效 
书 . 按 古 诺 的 理论 , 它 是 一 笔 宝贵 的 精神 财富 ,以 瑰宝 为 名 恰如其分 . 

在 剑桥 大 学 刚 出 现 的 13 世纪 ,在 乔 奥 的 时 代 , 六 七 本 书 的 价钱 大 约 就 是 -一 
般 老百姓 在 城 里 一 幢 房 屋 的 价钱 ,看 来 在 当时 , 书 中 未 必 有 “颜如玉 ”, 但 书 中 却 
是 有 "黄金 屋 " 的 了 . 那 时 ,私人 很 少 有 书 , 只 有 大 学 有 ,加 莱 尔 就 说 , 当时 “真正 
的 大 学 只 是 书 的 俊 藏 所 ”. 几何 书 传世 不 易 , 以 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 为 例 , 原 
来 共有 13 卷 ,希腊 文 原稿 也 已 失传 ,现存 的 是 公元 4 世纪 末 西 翁 的 修订 本 和 
18 世纪 在 梵蒂冈 图 书馆 发 现 的 希腊 文 手 抄 原本 ,笔者 曾 在 梵蒂冈 图 书馆 门 前 
位 立 许 久 终究 没 能 踏 人 一 饱 眼 福 , 见 一 见 这 价值 连城 的 珍宝 .世界 公认 《几何 原 
本 》 是 一 块 人 类 文明 的 极致 瑰宝 , 沈 老师 这 本 书 取 名 为 《几何 瑰宝 》 蕴 意 就 在 于 
此 吧 . 这 本 书 即将 出 版 的 消息 公布 后 立即 引 来 众多 爱 几 何人 士 的 关注 ,许多 人 
还 建议 出 精装 本 ,以 便于 收藏 ,这 种 现在 已 不 多 见 的 藏书 热情 让 我 想起 《 搜 书 
记 》 作 者 谢 其 章 在 《4 文 汇 读书 周报 》 上 写 的 一 篇 “买书 依旧 多 过 读书 ”的 文章 , 文 
章 末尾 谢 先生 说 了 这 样 一 番 话 ,他 说 :我 想 表 明 一 个 想法 ,生活 里 可 以 没有 买书 
这 事 , 买 书 却 离 不 开 生 活 ,我 们 这 种 人 为 了 书 付 出 了 许多 ,虽然 也 得 到 过 快乐 ， 
然而 随 之 而 来 的 苦恼 却 不 为 外 人 所 知 ,我 周围 的 很 多 人 ,他 们 没有 买书 的 嗜好 ， 
活 得 却 比 我 开心 得 多 敞 亮 得 多 ,能 给 生活 带 来 快乐 的 事物 数不胜数 ,我 们 只 得 
说 ,在 没有 找到 更 适合 自己 性 情 的 事 之 前 ,目前 还 只 能 做 买书 这 件 事 ,还 有 一 个 
原因 ,有 的 事 现在 才 想 起 来 做 ,时 间 上 有 些 不 赶 趟 了 . 

沈 先生 这 部 书 论 篇 幅 及 规模 可 以 算是 自前 国内 平面 几何 著作 中 集 之 大 成 
者 , 非 第 一 莫 属 . 

对 于 出 版 物 而 言 ,同一 内 容 和 类 型 篇 幅 上 可 长 可 得. 比如 百科 全 书 , 剑 桥 百 
科 全 书 共 1 478 页 , 兰 登 书屋 百科 全 书 共 2 911 页 ,哥伦比亚 百科 全 书 厚 达 
3 000 余 页 ,而 世界 上 最 大 型 的 百科 全 书 当 属 大 英 百 科 全 书 , 这 部 巨 作 已 经 出 版 
了 十 余 版 ,其 中 最 具 声 望 的 是 1910 ~ 1911 年 所 出 的 第 11 版 ,全 部 共 29 EA, A 
容 十 分 详尽 丰富 , 单 是 Encyclopaedia( 中 译 “ 百 科 全 书 ”) 一 字 的 定义 就 用 了 
2 500 余 字 来 解释 .相反 的 ,小 型 百科 全 书 就 简略 很 多 ,如 “ 兰 登 书屋 版 ” 约 用 了 
500 字 , 而 “剑桥 版 "只 用 了 120 余 字 作 和 解释 ,我 们 数学 工作 室 素 有 做 大 做 全 的 倾 
向 ,所 以 要 求 沈 先生 务必 以 “高 .大 \ 全 ”为 目标 .出 版 一 部 小 书 动机 可 暂且 不 论 ， 
但 对 如 此 规模 之 书 , 动 机 不 说 清楚 ,不 合 常理 .全 国 第 20 届 书 博 会 在 成 都 举行 ， 
到 了 成 都 有 一 处 不 可 不 看 , 那 就 是 樊 建川 的 博物 馆 ,一 个 商人 建 博物 馆 ,他 为 什 
Z? 答案 是 :为 了 和 平 , 收 藏 战争 ;为 了 未 来 ,收藏 教训 ;为 了 安宁 ,收藏 灾难 ;为 
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了 传承 ,收藏 民俗 . 

仿 此 ,如 果 有 人 间 为 什么 出 版 如 此 大 型 的 几何 巨著 .我 们 的 答案 是 :为 了 素 
质 ,出 版 数学 ;为 了 思维 ,出 版 几何 ;为 了 鉴赏 ,出 版 瑰宝 ;为 了 收藏 ,出 版 经 典 . 
还 是 拿 名 人 说 事 有 说 服 力 , 按 康 有 为 的 年 谱 ,他 22 岁 时 “ 渐 收 西学 之 书 , 为 讲求 
西学 之 基 矣 ”; 至 25 岁 时 经 上 海 “ 大 购 西 书 以 妇 , 八 月 抵 家 , 自 是 大 讲 西 学 ,而 尽 
释 故 见 ";27 岁 时 “ 旁 收 四 教 , 兼 为 算 学 ,并 涉猎 西学 书 ”;28 岁 (1885 年 ) “从事 
算 学 ,以 几何 著 人 类 公理 ” .在 他 1895 年 写 的 一 篇 《 兴 算 学 议 ) 中 ,撰写 了 一 篇 算 
学 馆 章程 ,其 中 有 这 样 的 字句 ;:“ 算 学 为 格致 初 基 , 必 和 欲 讶 极 精 微 ,终身 亦 不 能 
尽 .” 可 惜 的 是 今天 ,人 们 对 平面 几何 乃至 对 数学 的 认识 尚 不 及 梁启超 时 代 . 正 
如 美国 历史 学 家 威廉 *E- 多 德 (William E.Dodd) 曾 抱怨 说 :有 抱负 的 年 轻 人 下 海 
经 商 ,走向 了 现代 社会 所 说 的 成 功 之 路 ,手中 有 大 把 的 钞票 或 证 券 .第 二 流 其 或 
第 三 流 的 年 轻 人 走 进 了 学 术 界 ,更 差 一 些 的 年 轻 人 则 去 当中 学 教师 …… 我 们 当 
时 所 做 的 事情 主要 是 用 最 差 的 材料 来 组 成 我 国 的 思想 要 素 ,博士 生 的 培养 本 身 
变 成 了 教育 媚 生 的 人 ,尽量 把 他 们 当 作 天 才 来 使 用 (马尔 库 斯 .多 ` 杰 尔 内 甘 , 哲 
学 博士 在 历史 上 的 创造 力 ) .在 此 情形 之 下 ,如 清 初 杜 知 耕 (1685 年 前 后 ) 所 著 
《数学 钥 》(1681) 中 ,李子 全 作 序 有 言 : "京师 诸 君 子 即 素 所 号 为 通 人 者 ,无 不 望 
之 反 走 ,否则 掩 卷 而 不 谈 , 或 谈 之 亦 茫然 而 不 得 其 解 .” 

学 数学 出 身 的 经 济 学 家 用 数学 家 惯用 的 抽象 ,习惯 用 最 概括 的 语言 描述 了 
现代 中 国人 深 陷 其 中 且 不 能 自拔 的 教育 的 困境 : 当 整 个 社会 被 蔡 和 人 到 一 个 从 人 
与 人 之 间 的 激烈 竞争 为 最 显著 特征 的 市 场 之 内 的 时 候 , 教 育 迅 速 地 从 旨 在 使 每 
一 个 人 的 内 在 康 赋 在 一 套 核心 价值 观 的 指引 下 得 到 充分 发 展 的 过 程 虹 变 为 一 
个 旨 在 赋予 每 一 个 人 最 适合 于 社会 竞争 的 外 在 特征 的 过 程 ( 汪 丁 丁 . 串 接 的 令 
事 : 自 由 、 秩 序 、 知识. 北京: 三联 书店 ,2009.180) .而 美国 第 16 任 总 统 林肯 却 
说 :任何 人 都 有 极 大 信心 说 服 一 位 愿意 讲 道理 的 小 孩 , 使 他 接受 欧 几 里 得 那些 
较 简 单 的 定理 ;但 如 果 对 方 不 接受 定义 和 公理 的 话 , 他 便 完 全 束手无策 ,以 失败 
告终 ,但 如 果 接 受 , 那 他 一 定 会 被 降服 .” 

经 济 学 之 父 亚当 .斯 密 在 大 学 时 代 就 曾 受到 数学 家 的 影响 ,亚当 .斯 密 ， 
1723 年 生 于 爱丁堡 附近 的 一 个 小 城市 柯 尔 迪 (kirkeuldy) ,在 那里 上 过 小 学 ,1737 
年 14 岁 时 转 到 格拉 斯 哥 大 学 上 学 ,在 这 里 他 受到 三 位 杰出 教授 的 震 陶 ,一 位 是 
希腊 语 教授 Alexander Dunlop ,一 位 是 道德 哲学 教授 哈 奇 森 (Hutcheson) ,还 有 一 
位 就 是 数学 教授 西 姆 森 (Rober Simson) . 西 姆 森 是 苏格兰 人 ,他 曾 积极 宣传 古代 
学 者 的 几何 学 ,他 的 著作 《圆锥 曲线 五 论 》 保 持 了 当时 已 被 认为 过 时 的 阿波 罗 尼 
的 体例 ,这 部 著作 的 价值 在 于 它 第 一 次 介绍 了 著名 的 笛 沙 格 定理 和 帕斯卡 定 
理 ,他 的 著作 中 还 记录 了 瓦 利 斯 发 现 的 一 条 初等 几何 定理 ,被 称 为 西 姆 森 定 理 . 
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年 ,一 位 名 叫 生 方 史 郎 的 17 岁 日 本 少年 , 写 了 一 篇 题 为 “ 汤 川 秀 树 与 庄子 ”的 小 
文章 ( 汤 川 秀 树 是 首位 获 诺 贝尔 物理 学 奖 的 日 本 物理 学 家 ,他 早年 从 事 原 子 核 
与 宇宙 射线 的 研究 .他 预见 存在 一 种 未 知 的 基本 粒子 ,产生 了 使 原子 核 得 以 结 
合 的 力 , 汤 川 称 这 种 新 粒子 为 “介子 ”) . 生 方 史 郎 大 学 毕业 后 成 了 金融 业者 ,但 
他 对 古典 学 术 却 怀 有 浓厚 的 关切 ,并 建立 了 个 人 主题 网 站 “来 自古 典 派 的 消 
息 ”. 古 典 学 术 的 吸引 力 足以 吸引 凡是 与 其 曾 有 过 接触 的 人 ,当年 徐光启 只 读 完 
《几何 原本 》 前 六 卷 ,就 已 洞察 了 该 书 的 精神 及 长 处 ,他 说 :“ 由 显 人 微 ,从 疑 得 
信 , 盖 不 用 为 用 , 众 用 所 基 , 真 可 谓 万 象 之 形 团 , 百 家 之 学 海 ”( 译 《几何 原本 》 原 
序 ) .所 以 尽管 沈 老 师 的 书 内 容 相对 古老 ,但 堪 称 经 典 ,所 以 我 们 相信 会 遇 到 知 
音 . 

孔子 在 《论语 为 政 篇 ) 中 有 “ 温 故 而 知 新 ,可 以 为 师 矣 ”的 名 言 ,但 现在 越 来 

越 多 的 人 对 当代 学 界 的 “知识 生产 ” 即 温 故 过 程 进 行 了 反思 ,特别 指出 在 这 种 机 
械 复制 式 的 垃圾 生产 中 ,学 者 们 实质 上 只 是 “复印 机 ” ,用 邓 正 来 先生 的 话说 ,他 
们 认真 且 严 格 地 复制 或 放大 着 根本 “没有 他 们 ”的 各 种 观点 或 理论 ,进而 认真 且 
严格 地 复制 或 放大 看 根本 “没有 他 们 ”的 各 种 问题 ,甚至 是 理论 问题 .“ 巨 量 的 ” 
研究 著作 ,每 年 在 涌 向 过 度 饱和 腾 肿 的 图 书市 场 ,然而 学 界 的 “知识 增 量 ” 却 毫 
无 增加 ,这 些 “ 复 印 机 ” 们 尽管 温 故 不 能 知 新 ,但 一 个 个 都 是 “著作 等 身 ”, 的 教 
授 ,一 个 个 都 在 “知识 流水 线 ”" 上 教授 学 生 乃 至 社会 大 众 . 

沈 老 师 虽 也 可 称 “ 著 作 等 身 ”, 但 可 以 肯定 他 并 不 是 机 械 式 的 复印 机 ,而 是 
积 几 十 年 功力 将 平面 几何 的 珍宝 用 一 根 红线 串 了 起 来 ,是 一 种 再 创作 .借用 几 
句 文言 文 可 说 是 :“ 尝 得 春秋 , 披 览 不 倦 , 凡 大 家 之 手迹 ,古典 之 珍品 ,莫不 采 扩 
其 华 实 , 探 涉 其 源流 , 钩 繁 枢 要 而 编 节 之 , 改 岁 钥 而 成 书 .” 

顺便 再 谈 一 谈 封 面 , 英 国 浪 漫 主义 “桂冠 诗人 ” 华 效 华 斯 (Wiliam 
Wordsorth,1770 一 1850) 在 他 的 长 诗 《 序 曲 》( Prelude ,1805) 中 曾 多 处 提 到 几何 , 尤 
其 有 一 幕 描述 一 位 遭遇 海难 而 幸存 的 人 ,沉船 后 登 上 一 个 荒 岛 ,除了 弃 船 时 带 
的 一 本 几何 书 外 , 子 然 一 身 ! 但 他 在 沙滩 上 绘图 做 几何 题 以 自 娱 , 竟 忘 记 了 饥 
俄 与 恺 惧 ,这 感人 的 场面 被 艺术 家 借 其 灵感 制作 成 一 幅 版 画 , 苏格兰 数学 家 格 
利 高 利 (David Gregory, 1659 一 1708) 用 作 卷 首 插图 , 放 在 由 他 编撰 的 《 欧 几 里 得 
著作 汇编 》( Euclidis Quae Supersunt Omnia ,1703) 靡 页 上 , 画 中 是 三 位 古代 学 者 沉 
船 后 获救 上 上 岸 ,在 沙滩 上 见 到 有 一 些 几 何 图 形 画 在 上 面 ,高兴 得 大 叫 :“ 不 要 害 
怕 ,我 看 见 了 人 类 文化 的 足迹 与 正如 华 兹 华 斯 序曲》 中 所 赞叹 的 那样 ;心灵 充 
满 图 形 ,抽象 思维 魅力 何其 巨大 …… 纯 粹 智 性 ,创建 了 独立 的 世界 .” 

在 本 书 的 封面 上 笔者 选用 了 这 张 版 画 , 说 起 来 得 到 这 张 画 还 颇 费 周折 , 笔 
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者 有 选 旧书 店 的 爱好 ,到 国外 也 不 忘 , 常 被 人 视 为 迁 腐 . 几 年 前 在 新 西 兰 的 奥 克 
兰 , 通 过 黄页 找到 几 家 旧书 店 ,一 一 走访 ,终于 在 一 家 旧书 店 从 几 万 种 书 中 找到 
了 一 本 奥克兰 大 学 前 任 的 数学 系 主任 退休 后 弟子 给 他 弄 的 纪念 文集 ,封面 恰好 
是 这 幅 版 画 , 虽 已 破旧 ,但 还 可 用 , 遂 以 各 纽 币 买 下 .现在 用 于 本 书 ,再 恰当 不 
过 了 ,因为 现在 被 人 称 为 实 图 时 代 , 有 好 图 很 重要 . 据 《 文 汇 读书 周报 报道 一 本 
首 版 于 1999 年 的 带 插图 的 现代 物理 学 人 门 读物 《把 握 物理 学 ) 由 一 次 极 偶然 的 
事件 畅销 起 来 . 

世界 著名 高 尔 夫 巨 星 老虎 伍兹 在 家 门口 发 生 了 一 起 车 祸 .随后 ,在 美国 佛 
罗 里 达 警 方 披露 的 伍兹 车 祸 现 场 照片 中 包括 一 张 记 录 事 发 的 伍兹 所 驾驶 的 
SUV 车 内 部 情景 的 照片 .照片 里 ,在 后 座 的 水 瓶 、 毛 巾 、 折 使 和 玻璃 碎片 中 ,人 们 
还 发 现 了 一 本 翻阅 已 入 的 平装 本 《把 握 物 理学 》, 照片 公布 后 ,该 书 在 亚马逊 图 
书 销量 排行 榜 上 的 名 次 迅速 攀升 , 几 日 内 便 从 第 396 224 位 一 下 子 跃 居 第 
2 268 位 .车 祸 让 伍兹 麻烦 连连 , 却 让 该 书 作 者 英国 萨 赛 克 斯 大 学 任教 的 科普 作 
家 约翰 ' 格 瑞 宾 成 了 最 大 赢家 

笔者 认定 沈 老师 的 书 一 定 会 畅销 , 既 不 是 因为 封面 精美 ,也 不 靠 花边 新 闻 ， 
它 一 定 是 以 润 物 细 无 声 的 方式 逐步 被 市 场所 接受 ,我 室 所 出 版 的 图 书 , 从 来 不 
AKERRAK EEEN ,这 在 图 书 发 行 中 是 颇 为 少见 的 , 当 市 场 大 潮 漫 过 出 
版 业 之 后 ,大 多 数 人 是 无 法 安之 若 素 的 , 精 于 市 场 之 道 者 , 讼 码 烈 烈 借用 媒体 炒 
作 , 而 后 知 后 觉 者 则 一 开始 就 对 市 场 不 展 一 顾 ,而 从 长 期 来 看 ,长 于 经 营 之 道 的 
并 不 一 定 能 让 市 场 买账 ,后 知 后 觉 者 也 不 一 定 会 被 市 场 抛弃 ,图 书 与 市 场 都 各 
有 一 套 自己 的 规则 .特别 是 平面 几何 书 它 有 自己 独立 的 读者 群 ,原因 可 能 正 像 
利 玛 赛 在 日 记 中 所 写 :“…… 但 中 国人 最 喜欢 的 莫 过 于 欧 几 里 得 的 《原本 》. 也 许 
是 因为 没有 人 比 中 国人 更 重视 数学 了 ,尽管 他 们 的 数学 方法 与 我 们 有 别 ; 他 们 
提出 各 式 各 样 的 命题 , 却 都 没有 证 明 ,这 样 一 种 体系 的 结果 是 任何 人 都 可 以 在 
数学 上 随意 发 挥 自己 最 狂放 的 想象 力 而 不 必 提 供 确 溺 证 据 .” 

他 们 看 到 欧 风 里 得 与 之 相反 的 一 个 不 同 的 特色 , 亦 即 命题 是 按 特 定 次 序 作 
令 述 ,而 且 对 这 些 命题 给 予 证 明 是 如 此 确凿 ,即使 最 固执 的 人 也 无 法 否认 它们 . 

数学 的 价值 之 一 是 确定 性 和 唯一 性 ,不 像 文 学 随意 解释 “白骨 精 " 曾 是 一 
个 美妙 的 词 ,白领 ,骨干 ,精英 ,但 也 有 人 恶毒 地 将 其 解析 为 “白眼 ,骨灰 ,妖精 ”. 
正 是 由 于 欧 氏 几何 的 这 种 推理 典范 使 得 中 国学 术 界 予以 接受 ,近代 学 者 梁启超 
在 《 清 代 学 术 概 论 ) 中 提 及 :“ 自 明之 末 叶 , 利 玛 窦 等 输入 当时 所 谓 西学 者 于 中 
国 ,而 学 问 研究 方法 上 , 生 一 种 外 来 的 变化 .其 初 唯 治 天 算 者 宗之 ,后 则 渐 应 用 
于 他 学 .”( 原 刊载 于 《改造 杂志 》, 1920/1921) . 另 一 位 史学 大 家 陈寅恪 指出 : 夫 
网 几 里 得 之 书 ,条 理 统 系 ,精密 绝伦 , 非 仅 论 数 论 象 之 书 , 实 为 希腊 民族 精神 之 
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所 表现 .(《 几 何 原本 》 满 文 译本 器 , 原 载 4 历 史 语 音 研究 所 集刊 ?第 二 本 第 三 分 册 
1931) 

在 让 一 菲 利 浦 ' 德 . 托 纳 克 编 的 4 别 想 摆 脱 书 》( 吴 雅 凌 译 .广西 师范 大 学 出 
版 社 ,2010) 中 的 前 言 中 写 到 :“ 这 一 个 扼杀 另 一 个 .书籍 扼杀 建筑 .” 雨 果 借 巴黎 
圣母 院 副 主 教 克 洛 德 : 弗 罗 洛 之 口 说 出 这 一 名 言 , 建 筑 当 然 不 会 消失 ,但 它 将 丧 
失 文 化 旗帜 这 个 功能 ,因为 文化 处 于 不 断 变 化 之 中 .“ 思 想 化 作 书 ,只 需 几 页 纸 ， 
一 点 黑 水 和 一 支 毛笔 ,两 厅 比 较 , 人 类 的 智慧 放弃 建筑 而 转 至 印刷 ,又 何 足 怪 
R?” 

我 们 祝愿 ,由 沈 文 选 教授 挖掘 整理 而 成 的 几何 瑰宝 会 永久 传世 , 烟 烟 生 辉 ， 
最 后 我 想 借 用 俄罗斯 已 故 数学 教育 家 沙 雷 金 (lgor Fedororich Sharygin, 1937 一 
2004, 我 室 正在 准备 出 版 沙 雷 金 先 生 的 《平面 几何 5000 题 》) 的 两 段 话 结束 . 沙 
雷 金 说 :“ 几 何 乃 人 类 文化 重要 的 一 环 :…… 几 何 ,还 有 更 广泛 的 数学 ,对 儿童 的 
品德 教育 很 有 益处 …… 几 何 培养 数学 直觉 ,引领 学 生 进行 独立 原创 思维 …… 几 
何 是 从 初等 数学 迈 向 高 等 数学 的 最 佳 途径 .” 

“学 习 数 学 能 够 树立 我 们 的 德行 ,提升 我 们 的 正义 感 和 尊严 ,增强 我 们 天 生 
的 正直 和 原则 .数学 境界 内 的 生活 理念 , 乃 基于 证 明 ,而 这 是 最 崇高 的 一 种 道德 
概念 .” 
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